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AYERTISSEMENT 

DE  LA  NOÜVELLE  EDITION. 


Depiiis  sa  premiere  edition,  panie  en  1857,  le 
Cours  d' Analyse,  professe  ä  l'Ecole  Polytechnique 
par  Sturm  et  publie  par  Prouhet,  est  reste  Tun  des 
Ouvrages  consultes  le  plus  volontiers  par  ceux  qui 
veulent  s'initier  au  Calcul  infinitesimal  :  sa  clarte 
et  sa  simplicite  lui  ont  valu  un  succes  qui  se  main- 
tient  et  se  justifie  encore  aujourd'hui.  II  faut  re- 
connaitre  toutefois  que,  depuis  l'epoque  oü  Sturm 
faisait  son  cours,  les  methodes  et  les  programmes 
ont  cliange;  diverses  theories  sont  si  bien  devenues 
classiques  que  leur  place  est  marquee,  meme  dans 
un  Livre  elementaire  destine  aux  candidats  ä  la 
Licence  et  aux  eleves  de  nos  grandes  Ecoles. 

Parmi  ces  theories,  l'une  des  plus  importantes 
est,  sans  contredit,  celle  des  fonctions  elliptiques; 
mais  les  lecteurs  des  dernieres  editions  du  Cours 
d' Analyse  de  Sturm  n'ont  rien  eu  ä  desirer  ä  cet 
egard  :  ils  ont  trouve,  ä  la  fin  du  second  Volume,  un 
Appendice,  redige  par  un  de  nos  geometres  les 
plus  autorises,  M.  Laurent,   et  contenant,  sur  la 
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theorie  generale  des  fonctions  et  surtout  sur  les 
fonctions  elliptiques,  des  notions  largement  süffi- 
santes, non  seulement  pour  satisfaire  aux  exigences 
des  programmes,  mais  pour  guider  encore  plus  loin 
ceux  qui  veulent  explorer  l'immense  carriere  ou- 
verte  par  les  travaux  d'Abel,  de  Jacobi,  de  Cauchy, 
de  MM.  Hermite  et  Weierstrass. 

Outre  cette  importante  theorie,  il  en  est  d'autres, 
plus  ou  moins  etendues,  qui  sont  omises  ou  deve- 
loppees  d'une  maniere  tout  a  fait  insuffisante  dans 
les  legons  publiees  par  Prouhet,  et  qu'il  est  indis- 
pensable d'indiquer  ou  de  developper,  meme  en 
ayant  simplement  egard  au  programme  de  la  Li- 
cence;  c'est  ce  que  j'ai  essaye  de  faire  au  moyen 
d'additions  qui  se  rattachent  immediatement  aux 
LeQons  de  Sturm,  et  de  quelques  modifications  ä 
ces  leQons  elles-memes.  On  trouvera  les  additions 
proprement  dites  a  la  lin  de  chaque  Volume,  sous 
forme  de  Legons  complementaires .  La  premiere,  qui 
est  la  plus  etendue,  a  pour  objet  de  completer  la 
theorie  des  courbes  ä  double  courbure;  la  seconde, 
qui  doit  etre  lue  immediatement  apres  les  legons 
sur  l'integration  des  differentielles  algebriques,  se 
rapporte  aux  courbes  unicursales  et  ä  la  reduction 
des  integrales  qui  dependent  de  la  racine  carree 
d'un  polynöme  du  quatrieme  degre.  La  troisieme, 
placee  dans  le  second  Volume  pour  suivre  l'ordre 
adopte  par  Sturm,  contient  des  complements  sur 
la  theorie  des  surfaces;  la  quatrieme  est  consacree 
aux  series  de  Lagrange  et  de  Fourier. 

Pour  les  modifications  a  apporter  au  texte  des 
legons,  bien  qu'il  n'ait  pas  ete  redige  par  Sturm 
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lui-meme,  j'ai  use  d'uiie  grande  reserve,  en  con- 
servant  toutes  les  notations  et,  autant  qiie  possible, 
la  methode  d'exposition.  La  plus  grosse  modifica- 
tion  consiste  dans  le  remplacement  de  la  legon  sur 
la  qiiestion,  piirement  algebriqiie,  des  eqiiations 
binömes  par  une  leQon  noiivelle  qui  contient  le 
developpement  d'un  chapitre  sur  relimination  des 
fonctions  arbitraires,  emprunte  ä  une  autre  leQon 
de  rancien  texte,  et  la  theorie  du  changement  de 
variables  quand  il  y  en  a  plusieurs  d'indcpen- 
dantes.  A  une  demonstration  assez  penible  de  la 
Serie  de  Taylor,  j'ai  substitue  l'elegante  demonstra- 
tion de  M.  Rouche,  en  rappelant  la  demonstration 
si  generale  que  M.  Bonnet  a  donnee  du  theoreme 
de  Rolle.  J'ai  du  completer  la  le^on  sur  les  imagi- 
naires  par  des  developpements  sur  la  definition  et 
les  proprietes  des  fonctions  e^,  sin:;,  cos:;,  1::,  z"\ 
La  Solution  de  problemes  elementaires  sur  le  plan 
tangent  est  remplacee  par  des  notions  sur  les  sur- 
faces  enveloppes ;  un  paragraphe  est  consacre  au 
changement  de  variables  dans  les  integrales  dou- 
bles.  Enfin,  la  le^on  sur  l'integration  des  equations 
aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  a  ete  re- 
fondue  et  accrue  de  la  theorie  des  equations  aux 
differentielles  totales  et  des  equations  non  lineaires 
aux  derivees  partielles,  dans  le  cas  de  deux  variables 
independantes. 

J'ai  relu  avec  soin  le  texte  donne  par  Prouhet  et 
i'y  ai  fait  maintes  corrections  de  detail,  evidem- 
ment  indiqüees  :  je  n'ai  pas  hesite  ä  abreger  cer- 
tains  passages,  quand  j'ai  cru  ne  rien  sacrifier 
d'utile;  mais  j'ai  conserve  les  leQons  sur  les  series 
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et  les  differences  finies,  ainsi  que  les  notes  de 
MM.  Catalan,  Despeyrous,  Prouhet  et  Brassinne, 
qui  toutes  presentaient  de  l'interet.  Enfin  j'ai  cru 
faire  plaisir  ä  plusieurs  lecteurs  en  donnant,  ä  la 
suite  des  Exercices  empruntes  ä  l'excellent  Recueil 
de  M.  Tisserand,  une  serie  de  sujets  de  composi- 
tions  proposes  par  les  Facultes  de  Paris  et  de  la 
province. 

Nousesperons  que  cette  nouvelle  edition  presen- 
tera  un  ensemble  aussi  homogene  qu'on  peut  le 
demander  a  une  oeuvre  collective,  qu'elle  sera  au 
moins  aussi  facile  ä  etudier  que  les  editions  prece- 
dentes,  tout  en  etant  suffisamment  complete  pour 
les  debutants. 

A.  DE  Saint-Germain. 


AVERTISSEMENT 

DE  LA  PREMIERE  EDITION  (1857). 


Vers  la  fin  de  sa  trop  courte  carriere,  Sturm,  ce- 
dant  aux  instances  de  ses  nombreux  amis,  s'etait 
decide  ä  publier  ses  Cours  d' Analyse  et  de  Me'ca- 
nique.  Mais  comme  l'etat  de  sa  sante  ne  lui  permet- 
tait  pas  de  se  livrer  aux  soins  multiplies  qu'exige 
l'impression  d'un  livre  de  science,  surtout  dans  une 
premiere  edition,  il  avait  bien  voulu  accepter  mes 
bons  Offices  pour  la  revision  du  texte  et  la  cor- 
rection  des  epreuves.  Eleve  de  Sturm,  honore  en 
toutes  circonstances  de  ses  precieux  conseils  et  de 
son  bienveillant  appui,  j'avais  saisi  avec  empresse- 
ment  cette  occasion  de  lui  temoigner  ma  reconnais- 
sance,  lorsque  sa  mort  vint  interrompre  l'entreprise 
ä  peine  commencee,  et  me  laissa  seul  charge  d'un 
travail  que  j'aurais  ete  si  heureux  d'accomplir  sous 
sa  direction. 

Je  dois  maintenant  ä  la  memoire  de  Sturm  d'en- 
trer  dans  quelques  details  sur  la  maniere  dont  j'ai 
compris  Texecution  de  ses  dernieres  volontes. 

Le  Cours  d'Analyse,  pour  ne  parier  que  de  l'ou- 
vragedont  je  public  aujourd'hui  le  premier  vohime, 
est  la  reproduetion  des  Legons  faites  par  l'auteur  ä 
l'Ecole  Polytechnique,  et  redigees  en  premier  lieu 

Stcrm.  —  An.,  1.  ^ 
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par  quelques  eleves  de  cette  Ecole.  Ces  redactions 
rendaient  assez  fidelement,  dans  leur  ensemble,  la 
pensee  de  Sturm,  et  je  les  ai  reproduites  en  grande 
partie;  mais,  par  suite  de  la  rapidite  avec  laquelle 
alles  avaient  ete  composees,  il  s'y  etait  glisse  de  nom- 
breuses  fautes  de  calcul  ou  de  langage,  qu'il  m'a 
fallu  faire  disparaitre.  A  cet  effet,  je  me  suis  servi 
des  cahiers  de  Sturm,  dans  lesquels  j'ai  trouve  un 
Programme  tres-detaille  de  son  Cours,  et  quel- 
quefois  des  theories  entierement  redigees  par  lui; 
j'ai  profite  en  outre  des  corrections  ou  additions 
qu'il  avait  indiquees  en  marge  de  quelques  exem- 
plaires  des  feuilles  lithographiees.  Enfin,  confor- 
mement  a  l'intention  clairement  manifestee  par 
Sturm,  j'ai  supprime  de  nombreuses  repetitions, 
indispensables  dans  un  cours  oral,  mais  inutiles  dans 
un  livre  oü  elles  peuvent  etre  suppleees  par  des  ren- 
vois.  J'aurai  atteint  le  but  de  ce  modeste  travail,  si 
l'on  retrouve  dans  le  texte  que  je  publie  les  qualites 
qui  avaient  fait  une  place  si  remarquable  a  Sturm 
parmi  les  professeurs. 

E.  Prouhet. 


NOTICE 

SÜR 

LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX 

DE  Ch.  STURM. 


Charles  Sturm  naquit  ä  Geneve,  alors  clief-lieu  du 
departement  du  Leraan,  le  6  vendemiaire  an  XII  (22  sep- 
lembre  i8o3).  Sa  famille,  qui  apparlenait  ä  la  religiou 
protestante,  etait  originaire  de  Strasbourg  et  avait  quiile 
cette  ville  vers  1760.  Elle  comptait  probablement  parmi 
ses  ancetres  deux  hommes  celebres  au  xvi*  sieclc,  Jacques 
Sturm,  President  [stadt^meister)  de  la  republique  de 
Strasbourg,  qui  se  distingua  dans  la  lutte  de  cette  ville 
contre  Charles-Quint,  et  Jean  Sturxn,  humaniste,  diplo- 
mate,  theologien,  dont  le  nom  se  trouve  mele  ä  toutes 
les  querelles  litteraires,  politiques  et  religieuses  de  son 
epoque. 

Le  jeune  Sturm  montra  de  bonne  heure  des  disposi- 
tions  extraordinaires,  et  il  obtint  au  College  de  nombreux 
succes  dans  toutes  les  parties  de  ses  etudes.  II  apprit  avec 
une  egale  facilile  les  langues  auciennes  et  modernes,  la 
litleralure,  l'hisloire.  On  nous  a  meme  rapporlc  qu'ä 
douze  ans  il  composait  des  vers  qui  decelaient  beaucoup 
d'imagination  et  de  sensibilite.  Mais,  ä  niesure  qu'il  avan- 
cait  eu  äge,  il  donnait  une  preference  de  plus  en  plus 
marquee  aux  etudes  scientifiques. 

b. 
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Sturm  quitta  le  College  en  1818  pour  suivre  les  cours 
plus  savanls  de  l'Acadcmie  de  Geneve.  II  y  eut  pour 
professeurs  MM.  J.-J.  Schaub,  le  colonel  (depuis  gene- 
ral)  Dufour  et  Simon  Lhuilier.  Ce  dernier,  geometre 
eminent,  avait  pour  son  eleve  une  vive  affection  et  se  plai- 
sait  ä  lui  predire  un  brillant  avenir.  II  eut  le  bonheiir  de 
vivre  assez  longtemps  pour  voir  ses  prediclions  se  realiser. 

En  1819,  un  grand  malheur  vint  frapper  Slurm  et  le 
mettre  aux  prises  avec  les  necessites  de  la  vie.  Son  pere 
mourut  dans  la  force  de  Tage,  ne  laissant  aucune  fortune 
ä  sa  veuve  et  ä  quatre  enfants,  dont  Charles  etait  l'aine. 
Pour  venir  au  secours  de  sa  mere,  qu'il  aimait  ten- 
drement,  Sturm,  quoique  bien  jeune,  se  livra  ä  l'ensei- 
gnement  et  commenca  par  donner  des  lefons  particu- 
lieres.  En  iSaS,  il  entra  comme  precepteur  dans  la  fa- 
mille  de  Broglie,  oü  il  fut  charge  de  Teducalion  du  frere 
de  madame  de  Broglie,  fils  de  la  celebre  madame  de  Stael. 
II  demeura  quinze  mois  dans  cette  respectable  famille, 
dont  il  eut  beauconp  ä  se  louer. 

Sturm  accompagna  son  eleve  ä  Paris,  vers  la  fin  de 
1823.  En  route,  il  lia  connaissance  avec  un  bibliollie'cair<; 
de  Dijon  qui  conduisait  son  fils  ä  TEcole  Polytechnique. 
Ces  messieurs  etaient  des  lecteurs  assidus  du  Journal  de 
Gergonne,  oü  Sturm  avait  dejä  insere  quelques  bons 
articles.  Quand  ils  apprirent  le  nom  de  leur  corapagnon 
de  voyage,  ils  lui  firent  beaucoup  de  compliments  et  de 
poliiesses.  A  vingt  ans,  de  pareilles  rencontres,  premieres 
ioiesd'une  celebrile  naissante,  ont  un  charme  lout  parti- 
culier  qui  les  fait  compter  parmi  les  plus  grands  bonlieurs 
de  la  vie, 

Sturm  aimait  ä  se  rappeler  cette  epoque.  II  etait  alors 
pauvre  et  presque  inconnu.  Mais  il  avait  la  conscience 
de  sa  force,  et  son  existence  modeste  etait  embellie  par 
l'esperance,  ce  bien  souvent  preferable  au  but  le  plus 
ardemment  poursuivi.  «  Je  suis  acluellement,  ecrivait-il 
a  sa  mere,  en  relalion  avec  des  hommes  trcs-savants  et 
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tres-distingues.  II  faut  lächer  de  m' elever  ä  peu  presa  leur 
niveau.  » 

Ce  premier  sejour  ä  Paris  fut  de  courte  duree. 
Sturm  y  revint  un  an  apres  avec  son  ami  d'enfance, 
M.  Daniel  Colladon,  aujourd'hui  professeur  a  l'Academie 
de  Geneve  et  physicien  distingue.  De  iSaS  ä  1829,  les 
deux  amis  vecurent  ensemble,  meltant  en  commun  leurs 
travaux,  leurs  esperances,  leurs  joies  et  leurs  peines.  Le 
II  juin  182^,  une  haute  distinction  venait  recompenser 
leurs  efforts  :  ils  remportaient  le  grand  prix  de  Malhema- 
tiques  propose  par  l'Academie  pour  le  meilleur  Memoire 
sur  la  compression  des  liquides. 

Sturm  etait  venu  a  Paris  avec  une  lettre  de  recom- 
xnandalion  de  M.  Lhuilier  pour  M.  Gerono.  L'eminent 
professeur  accueillit  le  jeune  malliematicien  avec  une 
cordialite  dont  celui-ci  lui  a  toujours  garde  une  pro- 
funde reconnaissance,  et  lui  procura  des  relations  uliles. 
MM.  Arago,  Ampere  et  Fourier  suivaient  avec  interet 
les  travaux  de  Sturm  et  de  son  ami.  Je  n'ai  pas  besoin 
de  dire  que  les  jeunes  savants  etaient  obliges  d'abandon- 
ner  parfois  la  haute  theorie  pour  des  occupaiions  moins 
relevees,  mais  plus  lucratives.  M.  Arago,  dont  la  pre- 
voyante  aniilie  embrassait  tous  les  details,  ne  laissait 
echapper  aucune  occasion  de  leur  envoyer  des  eleves. 

A  cette  epoque,  M.  Fourier  reunissait  autour  de  lui 
quelques  jeunes  geometres,  dont  la  reputation  commen- 
^ait  a  se  faire  jour,  et  qui  ont  tenu  depuis  ce  qu'ils  pro- 
mellaient  alors.  L'illustre  savant  les  initiait  ä  ses  travaux 
de  predilection  et  les  entrainait  dans  la  route  oü  il  avait 
fail  de  si  importantes  decouvertes.  Sturm  subit  l'heu- 
reuse  influence  de  ce  maitre  venere,  dont  il  ne  parlait 
jamais  qu'avec  emotion.  11  dirigea  ses  recherches  vers  la 
theorie  de  la  chaleur  et  l'analyse  algebrique.  C'esten  etu- 
diant  les  proprietes  de  certaines  equations  differentielles 
qui  se  presentent  dans  un  grand  nombre  de  questions  de 
physique  mathematique,  quil  trouva  son  celebre  theo- 
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reine.  Gelte  decouverte,  publice  en  1829,  fit  Sensation  et 
placa  son  auteur  au  rang  des  premiers  geometres. 

Sturm  accueillit  avec  joie  la  revoluüou  de  Juillet, 
dans  laquelle  il  crut  voir  l'avenement  definitif  d'une  sage 
liberte.  Cette  revolution  lui  fut  du  moins  favorable  en 
lui  permettant  d'entrer  dans  rinstruction  publique,  dont 
sa  qualite  de  proteslant  l'avait  eloigne  pendant  la  Restau- 
ration. La  haute  protection  de  M.  Arago  le  fit  nommer,  ä 
la  fin  de  i83o,  professeur  de  Matliematiques  speciales  au 
College  Rollin. 

C'est  de  cette  epoque  que  date  son  amitie  avec  M.  Liou- 
ville,  amitie  qui  a  dure  jusqu'ä  sa  raort. 

Le  4  decembre  i834j  l'Academie  des  Sciences  l'honora 
du  grand  prix  de  Mathematiques,  qui  devait,  aux  termes 
du  Programme,  etre  decerne  a  l'auteur  de  la  decouverte 
la  plus  imporiante  publice  dans  les  trois  dernieres  an- 
nees.  Le  Memoire  couronne,  depose  au  Secretariat  le 
3oseptembre  i833,etail  relatif  ä  la  tlieorie  des  equations. 

En  i836,  Sturm  fut  nomme  Membre  de  l'Academie 
des  Sciences,  en  remplacement  de  M.  Ampere,  par 
46  voix  sur  52  votants. 

Entre  ä  TEcole  Polyteclinique  en  i838,  corame  repe- 
titeur  d'Analyse,  Sturm  devenait  deux  ans  plus  lard 
professeur  ä  cette  Ecole.  Dans  la  i'neme  annee  (1840), 
presente  en  premiere  ligne  par  le  Consell  academique  eX 
par  la  Faculte  des  Sciences,  il  occupait  ä  la  Sorbonne  la 
chaire  de  Mecanique,  laissee  vacante  par  la  mort  de 
Poisson. 

Sturm  etait,  en  outre,  officier  de  la  Legion  d'hon- 
neur  (1847),  Membre  de  la  Societe  Philomathique,  des 
Academiesde  Berlin  (1 835)  etde  Saint-Petersbourg  (i836), 
de  la  Societe  Royale  de  Londres  (i84o).  Gelte  derniere  lui 
avait  decerne  la  Medaille  de  Goploy  pour  ses  travaux  sur 
les  equations. 

Sturm  sc  monlrait  digne  de  tous  ces  bonneurs  par  son 
zele  a  remplir  ses  diverses  fonctions.   Doue  d'une  con- 
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stitution  naturellement  forte,  il  pouvait  compter  sur  une 
longue  carriere  et  de  nouveaux  succes.  Malbeureusement, 
vers  i85i,  sa  sante  subit  une  alteration  profonde  par 
suite  d'une  trop  forte  application  ä  des  recherclies  diffi- 
ciles,  et  il  fut  oblige  de  se  faire  remplacer  ä  la  Sorbonne 
et  a  FEcole  Polytecbnique.  II  reprit  ses  cours  ä  la  fin  de 
i852,  mais  il  ne  se  retablit  jamais  completement.  Malgre 
les  soins  de  sa  famille,  qui  retarderent  mais  ne  purent 
arreter  les  progres  du  mal,  il  succomba  le  18  decem- 
bre  i855,  ä  Tage  de  cinquante  et  un  ans. 

Sturm  n'etait  pas  seulement  un  bomme  de  talent,  c'e- 
lait  aussi  un  bomme  de  coeur,  bon  pour  sa  famille,  bon 
pour  ses  amis,  dont  le  nombre  etait  grand.  «  J'ai  beaucoup 
d'amis,  »  disait-il  avec  un  naif  orgueil,  et  cette  parole, 
qui  chez  tout  autre  aurait  passe  pour  une  exageralion, 
etait  rigoureusement  vraie.  A  ceux  que  j'ai  dejä  cites, 
j'ajouterai,  sans  pretendre  ä  une  enumeration  complele, 
MM.  Lejeune-Diricblet,  Ostrogradsky,  ßrassinne,  Cas- 
sanac,  Catalan.  M.  Faurie,  d'abord  eleve,  devenu  ensuite 
l'ami  intime  de  Sturm,  merite  une  mention  speciale 
pour  le  devouement  dont  il  a  fait  preuve  dans  les  circon- 
stajices  les  plus  penibles. 

Dans  sa  prosperite ,  Sturm  n'oubliait  pas  les  jours 
difficiles  et  le  genereux  appui  qu'il  avait  rccu  de  MM.  Am- 
pere, Fourier,  Arago.  II  se  plaisait  ä  venir  en  aide  aux 
jeunes  gens  qui  debutaient  dans  la  carriere  des  sciences, 
et  il  savait  les  obliger  avec  une  delicatesse  admirable. 

Sturm  se  taisait  volontiers  avec  les  personnes  qu'il  ne 
connaissait  pas;  mais  quand  sa  limidite  naturelle  etait 
vaincue,  il  revelait  tout  le  cbarme  d'un  esprit  fin  et  origi- 
nal. II  etait  passionne  pour  la  musique  des  grands  mai- 
tres,  et  nous  tenons  de  lui  qu'ä  une  epoque  oü  ses  res- 
sources  etaient  bieu  faibles,  il  s'imposait  des  privations 
afin  de  pouvoir  entendre  les  cbefs-d'oeuvre  de  Rossini  et 
de  Meyerbeer. 

Comme  professeur,  Sturm  se  distinguait  par  la  clarte 
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et  la  rigueur.  On  lui  doil  beaucoup  de  demonstralions 
ingenieuses  qui,  repandues  par  ses  eleves,  ont  ensulte 
passe  dans  les  livres  dont  les  auteurs  ont  presque  tou- 
jours  oublie  de  le  citer.  Mais  il  etait  riebe,  point  avare, 
et  ne  reclamait  jamais.  «  Eii  ai-je  assez  perdu,  disait-il 
en  riant,  de  ces  petits  objeis!  et  combien  peu  ra'ont  ete 
rapportes  par  d'honnetes  ouvriers!  A  la  longue,  cepen- 
dant,  le  total  peut  faire,  comme  on  dit,  une  perte  consc' 
quente.  » 

Les  qualites  de  Sturm  etalent  bien  appreciees  par  la 
jeunesse  intelligente  qui  suivait  ses  lecons.  «  On  admirait, 
dit  l'un  de  ses  eleves  (*)  (et  j'ajoulerai  :  Ton  aimaii),  cet 
homme  superieur  s'etudiant  ä  s'effacer,  penetrant  dans 
ramphitheäire  avec  une  tiraidite  excessive,  osant  ä  peine 
regarder  son  auditoire.  Aussi  le  plus  religieux  silence  re- 
gnait-il  pendant  ses  lecons,  et  on  pouvail  dire  de  lui 
comme  d'Andrieux,  qu'il  se  faisait  entendre  ä  force  de  se 
faire  ecouter,  tant  est  grande  l'influence  du  genie!  » 

Enfin,  pour  achever  de  faire  connailre  Thomme  emi- 
nent que  nous  venons  de  perdre,  nous  citerons  encore  les 
paroles  louchanles  prononcees  sur  sa  tombe  par  M.  Liou- 
ville,  le  jeudi  20  decembre  i855. 

«  Messieurs, 

»  Le  geometre  superieur,  Tliomme  excellent  dont  nous 
accompagnons  les  restes  mortels,  a  ete  pour  moi,  pendant 
vingt-cinq  ans,  un  ami  devoue;  et  par  la  bonle  meme  de 
cette  amitie,  comme  par  les  traits  d'un  caractere  naif  uni 
a  tant  de  profondeur,  il  me  rappelait  le  maitre  venere  qui 
a  guide  mes  premiers  pas  dans  la  carriere  des  matbema- 
tiques,  Tillustre  Ampere. 

»  Sturm  elait  ä  mes  yeux  un  second  Ampere  :  candide 
comme  lui,  insouciant  comme  lui  de  la  fortune  et  des 


(*)  M.  Regray-Belmy,  ancien  eleve  de  l'^cole  Polytechnique.  Voir  le 
SiiclediM  3o  decembre  i855. 
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vanites  du  monde;  tous  deux  joignant  ä  l'esprit  d'inven- 
tion  une  instruction  encyclopedique  5  negliges  ou  meme 
dedaignes  par  les  habiles  qui  cherchent  le  poavoir,  mais 
exercant  une  haute  influence  sur  la  jeunesse  des  ecoles, 
que  le  genie  frappe;  possedant  enfin  sans  l'avoir  desire, 
Sans  le  savoir  peut-etre,  une  immense  popularlle. 

))  Prenez  au  hasard  un  des  candidats  ä  notre  Ecole  Po- 
lytechnique,  et  demandez-lui  ce  que  c'est  que  le  llieo- 
reme  de  Sturm  :  vous  verrez  s'il  repondra !  La  question 
pourtant  n'a  Jamals  ete  esigee  par  aucun  programnie  : 
eile  est  entree  d'elle-meme  dans  l'enseignement,  eile  s'est 
imposee,  comme  autrefois  la  theorie  des  couples. 

»  Par  cette  decouverte  capitale,  Sturm  a  lout  ä  la  fois 
simplifie  et  perfectionne,  en  les  enrichissant  de  resultats 
nouveaux,  les  elements  d'Algebre. 

»  Ce  magnifique  travail  a  surgi  comme  un  corollaire 
d'importanles  recherches  sur  la  Mecanique  analyiique  et 
sur  la  Mecanique  Celeste,  que  notre  confrere  a  donnees, 
par  extraits  seulement,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  de 
M.  Ferussac. 

))  Deux  beaux  Memoires  sur  la  discussion  des  equations 
differentielles  et  ä  differences  partielles,  propres  aux 
grands  problemes  de  la  Physique  mathematique,  ont  ete 
du  moins  publies  en  entier,  gräce  ä  mon  insislance.  a  La 
»  posterite  impartiale  les  placera  ä  cote  des  plus  beaux 
»  Memoires  de  Lagrange  »  (*).  Voila  ce  que  j'ai  dit  et 
imprime  il  y  a  vingt  ans,  et  ce  que  je  repete  sans  crain- 
dre  qu'aujourd'hui  personne  vienne  me  reproclier  d'etre 
trop  hardi. 

))  Sturm  a  ete  le  collaborateur  de  M.  Colladon  dans 
des  experiences  sur  la  compressibilite  des  liquides  que 
l'Academie  a  honorees  d'un  de  ses  grands  prix. 

(*)  M.  Liouville  s'exprimait  ainsi  dans  un  Memoire  lu  ä  TAcademie  des 
Sciences  le  i!\  decembre  i836,  et  cependant  Sturm  etait  son  concifrrent 
pour  la  place  vacante  par  le  deces  d'Ampere.  Un  pareil  fait,  assez  rare 
dans  l'histoire  des  lüttes  academiques,  porte  avec  lui  son  eloge. 
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))  Nous  lui  devons  un  iravail  curieux  sur  la  vision,  un 
Memoire  sur  l'Optique,  d'inleressanles  reclierclies  sur  la 
Mecanique,  et  en  particulier  un  tbeoreme  remarquable 
sur  la  Variation  que  la  force  vive  eprouve  lors  d'un  clian- 
gement  brusque  dans  les  liaisons  d'un  Systeme  en  mou- 
veraent.  Quelques  articles  sur  des  points  de  detail  ornent 
nos  recueils  scientifiques. 

»  Mais,  bien  qu'il  y  ait  de  quoi  suffire  ä  plus  d'une  re- 
putation  dans  cet  ensemble  de  decouvertes  solidement 
fondees  et  que  le  temps  respectera,  les  arais  de  nolre 
confrere  savent  que  Sturm  est  loin  d'elre  la  tout  entier, 
meme  corame  geometre.  Puisseiit  les  manuscrils  si  pre- 
cieux  que  quelques-uns  de  nous  ont  entrevus  se  retrouver 
intacls  entre  les  mains  de  sa  famille!  En  les  publiant,  eile 
ne  deparera  pas  les  cliefs-d'oeuvre  que  nous  avons  tant 
admires. 

»  L'originalite  dans  les  idees,  et,  je  le  repete,  la  soli- 
dite  dans  Texecuilon,  assurent  a  Slurm  une  place  a  pari. 
II  a  eu  de  plus  le  bonheur  de  rencontrer  une  de  ces 
verites  destinees  ä  traverser  les  siecles  sans  changer  de 
forme,  et  en  gardant  le  nom  de  l'inventeur,  conime  le 
cylindre  et  la  Sphäre  d'Archimede. 

»  Et  la  mort  est  venue  nous  l'enlever  dans  la  fleur  de 
Vage]  II  est  alle  rejoindre  Abel  et  Gallois,  Göpel,  Eisen- 
stein, Jacobi. 

»  Ah!  eher  ami,  ce  n'cst  pas  toi  qu'il  faut  plaindre. 
Ecliappee  aux  angoisses  de  celte  vic  terrcstre,  ton  änae 
immortelle  et  pure  liabite  en  paix  dans  le  sein  de  Dieu, 
et  ton  nom  vivra  autanl  que  la  science. 

»  Adieu,  Sturm,  adieu.  « 
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LISTE  BIBLIOGRAPHIQUE  DES  TRAVAUX  DE  STURM. 


ANNALES   DE   MATHEMATIQUES  DE   GERGONNE. 

1.  Tome  XIII  (1822-23),  page  289.  —  Extension  du  probleme 
des  courbes  de  poursuite. 

Solution  d'une  queslion  proposee  par  le  rödacteur. 

2.  Ibid.,  p.  3i4.  —  Determiner  en  jonction  des  cotes  d\in  qua- 
driliitere  inscrit  au  cercle  :  1°  V angle  de  deux  cotes  opposes ; 
2°  P angle  des  diagonales. 

3.  Tome  XIV  (1828-24  ,  p.  i3.  —  Etant  donnes  trois  points  et 
un  plan,  trouver  dans  ce  plan  un  pnint  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  trois  points  donnes  soit  un  minimum . 

Sturm,  Sans  resoudre  le  probleme  par  des  formules  explicites, 
d^montre,  a  Taide  de  consid^rations  emprunt^es  ä  la  Mecanique, 
plusieurs  propri6tes  du  point  cherche.  11  gönöralise  ensuite  le  pro- 
bleme. 

4.  Ibid.,  p.  17.  —  Demonstration  amdytique  de  deux  theoremes 
sur  la  lemniscate. 

Demonstration  de  deux  thöorömes  6nonces  par  M.  Talbot,  con- 
cernant  l'exces  fini  de  l'asymptote  d'une  hyperbole  öquilatere  sur  le 
quart  de  cette  courbe. 

5.  Ibid.,  p.  108.  —  Recherches  analytiqnes  sur  iine  classe  de 
problemes  de  Geometrie  dependant  de  la  theorie  des  maxima  et 
des  minima. 

Maximum  et  minimum  d'une  fonction  des  distances  d'un  point 
variable  ä  d'autres  points  dont  les  uns  sont  fixes,  les  aulres  assu- 
jettis  ä  se  trouver  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  donn^es. 

6.  Ibid.,  p.  225.  —  Demonstration  de  deux  theoremes  sur  les 
transversales. 

7.  Ibid.,  p,  286.  —  Lieu  des  points  desquels  abaissant  des  per- 
pendiculaires  sur  les  cotes  d'un  triangle  et  joignant  les  picds  de 
ces  perpendicidaires,  on  obtienne  un  triangle  d'aire  constante. 

8.  Ibid.,  p.  3o2.  —  Recherches  de  la  sur  face  courbe  de  chacun 
des  points  de  la  quelle  menant  des  droites  a  trois  points  fixes,  ces 
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droüe<!  delerminent  sur  un  plan  fixe  let  sommets  d'un  triangle 
dont  l'aire  est  constante. 

9.  Ibid.,  p.  38 1.  —  Courbure  d'un  fil  flexible  et  inextensible 
dont  les  extremite's  sont  fixes  et  dont  tous  les  points  sont  attiräs 
ou  repousse's  par  un  centre  fixe,  suivant  wie  fonction  de'terminee 
de  la  distance. 

10.  Ibid.,  p.  890.  —  La  distance  entre  les  centres  des  cerchs 
inscrit  et  circonscrit  a  un  triaw^le  est  mojenne  proportionnelle 
entre  le  rayon  du  circonscrit  et  l'exces  de  ce  rayon  sur  le  dia- 
nietre  de  l'inscrit. 

\\.  Tome  XV  (1824-25),  p.  100.  —  Demonstration  de  quatre 
theoremes  sur  Phyperbole. 

12.  Ibid.,  p.  2o5.  —  Recherches  sur  les  caustiques. 

Gas  oü  la  ligne  reflechissante  ou  söparafrice  de  deux  milieux  est 
une  circonference.  Propriel^s  des  ovales  de  Descartes. 

Ce  Memoire  estle  seul  morceau  de  Geometrie  que  nous  ait  laisse 
Sturm  et  montre  ce  qu'il  aurait  pu  faire  dans  ce  genre  s'il  l'avait 
cultive. 

13.  Ibid.,  p.  25o.  —  Theoremes  sur  les  polygones  r^guliers. 
Demonstration  et  g6n6ralisation  d'un  th^oreme  de  Lhuilier. 

14.  Ibid.,  p.  Sog.  —  Recherches  analytiques  sur  les  polygones 
rectilignes  plans  ou  gauches. 

15.  Ibid.,  p.  238.  —  Recherches  d'analyse  sur  les  caustiques 
planes. 

Relations  entre  les  longueurs  des  rayons  incidenls  et  r^fractös 
correspondants,  prises,  l'une  et  l'aulre,  depuis  le  point  d'incidence 
jusqu'ä  ceux  oü  ces  rayons  touchent  leurs  caustiques  planes.  Recti- 
fication  des  caustiques  planes. 

16.  Tome  XVI  (1825-26),  p.  265.  —  Memoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre.  (Premiere  partie.) 

Proprietö  des  coniques  qui  onl  quatre  points  coramuns.  Poles  et 
polaires.  Thöpremes  de  Pascal  et  de  Brianchon. 

17.  Tome  XVII  (1826-27),  p.  173.  —  Memoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre.  (Deuxi^me  parlie.) 

On  y  trouve  les  deux  theoremes  suivants,  qui  sont  une  g6neralisa- 
tion  de  celui  de  Desargues  : 

Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  ä  un  quadrilatere,  si  Von 
tire  une  transversale  quelconque  qui  rencontre  ces  courbes  en 
quatre  points  et  deux  cötes  oppose's  du  quadrilatere  en  deux  autres 
points,  ces  s ix  points  sont  en  involution. 
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Quancl  trois  coniques  sont  circonscrites  a  un  meine  quadrilatere , 
une  transversale  quelconque  les  rencontre  en  six  points  qiii  sont  cn 
involution. 

Bulletin  des  sciences  de  ferüssac. 

Sturm  a  rödigö,  en  1829  et  i83o,  la  partie  mathömatique  de  ce 
Bulletin. 

18.  Tome  XI  (1829),  p.  419.  —  Analyse  d'un  Memoire  siir  la 
resolution  des  equations  numeriques.  ( Lu  ä  l'Acad^mie  des  Sciences 
le  i3  mai  1829.) 

Ce  Memoire  contient  le  c616bre  thöoreme  de  Sturm.  La  d(^mons- 
tration  en  a  paru  pour  lapremiere  fois  dans  YAlgebre  de  MM.  Cho- 
quet  et  Mayer  (r*  edilion,  1832).  Sturm  a  donn6  dans  le  meme 
ouvrage  une  demonstration,  plus  simple  que  celle  de  Cauchy,  du 
th^oreme  que  toute  equation  algebrique  a  une  racine. 

Voici  comment  Sturm  parle  de  ses  obligations  envers  Fourier  : 
«  L'ouvrage  qui  doit  renfermer  l'ensemble  de  ses  travaux  sur  l'ana- 
lyse  algäbrique  n'a  pas  encore  6t6  publik.  Une  partie  du  manu- 
scrit  qui  contient  ces  pröcieuses  recherches  a  et6  communiquöe  k 
quelques  personnes.  M.  Fourier  a  bien  voulu  m'en  accorder  la 
lecture,  et  j'ai  pu  l'etudier  ä  loisir.  Je  declare  donc  que  j'ai  eu  pleine 
connaissance  de  ceux  des  travaux  inödits  de  M.  Fourier  qui  se  rap- 
portent  ä  la  rösolution  des  equations,  et  je  saisis  cetle  occasion  de 
lui  t^moigner  la  reconnaissance  dont  ses  bontös  m'ont  p6netre. 
C'est  en'  m'appuyant  sur  les  principes  qu'il  a  pos6s  et  en  imitant 
ses  demonstrations  que  j'ai  trouv6  les  nouveaux  thdoremes  que  je 
vais  enoncer.  » 

i9.  Ibid.,  p.  422.  —  Extrait  d'un  Memoire  presente  h  PAca- 
demie  des  Sciences  (i*''  juin  1829). 

Extension  du  th^orerae  de  Fourier  et  de  celui  de  Descartes  aux 
Equations  de  la  forme 

dans  lesquelles  a,  ß,  7, . . .  sont  des  nombres  rßels  quelconques. 

A  la  fin  de  cet  extrait,  Sturm  enonce  quelques  theoremes  relatifs 
au  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  sphere  ou  dans  une  barre. 
Ils  devaient  faire  partie  d'un  Memoire  qui  parait  n'avoir  jamais  ^te 
redige.  M.  Liouville  les  a  demontres  trfes-simplement  dans  son 
Cours  du  College  de  France  (2^  semestre  i856).  Ce  Cours,  consa- 
cre  ä  l'analyse  des  travaux  de  Sturm,  nous  a  6t6  tres -utile  pour  la 
composition  de  cette  Notice. 
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20.  Ibid.,  p.  273.  —  Note presente'e  äl'Acade'mie  (8  juin  1829). 
Realite  des  racines  de  certaines  equations  transcendantes.  Sur  les 

coefficients  des  series  qui  representent  une  foncüonarbitraire  entre 
des  limites  donnees. 
Celle  Note  a  ete  refoiidue  dans  d'autres  travaux  de  l'Auteur. 

21.  Tome  Xu  (1829),  p.  3 14.  —  Extnüt  d'un  Memoire  sur  l' In- 
tegration d\m  Systeme  d'' equations  differentielles  lineaires  (Pre- 
sente  ä  l'Academie  des  Sciences  le  27  juillet  1829.1 

Etüde  des  racines  des  equations  qui  se  presentent  dans  Tint^gra- 
tion  d'un  Systeme  d'equations  lineaires.  Nombre  de  ces  racines  com- 
prises  entre  deux  limites  donnees. 

Cet  extrait,  fort  etendu,  peut  tenir  lieu  du  Memoire  lui-möme, 
Dans  une  note,  TAuteur  avertit  que  les  conclusions  d'un  Memoire 
precedent  [voir  plus  haut,  n°  19)  s'etendent  ä  un  grand  nombre 
d'equations  transcendantes. 

JOURNAL   DE    M.    LIOLVILLE. 

22.  Tome  I  (i836  ,  p.  106.  —  Memoire  sur  les  equations  diffe- 
rentielles lineaires  du  second  ordre.  (Lu  ä  l'Academie  des  Sciences 
le  3o  septembre  i833.'i 

Tres-beau  Memoire,  dans  lequel  les  propriötes  des  fonctions  qui 
satisfont  ä  une  equation  differentielle  sont  ^tudiees  sur  cette  equa- 
tion  meme. 

Une  analyse  de  ce  Memoire  a  paru  dans  le  Journal  l'Institut  du 
9  novembre  i833.  Le  meme  Journal,  dans  le  numero  du  3o  novera- 
bre,  contient  une  Note  de  Sturm,  qui  complete  sa  theorie. 

23.  Ibid.,  p.  278.  —  Demonstration  d^un  theoreme  de  Cauchy. 
(En  commun  avec  M.  Liouville.) 

Theoreme  sur  le  nombre  de  points-racines  renfermös  dans  un 
contour  donne. 

24.  Ibid.,  p.  290.  —  Autre  demonstralion  du  meme  theoreme. 

2j.  Ibid.,  p.  373. — Sur  une  classe  d'e'quations  ä  differentielles 
partielles  de  la  forme 

du  , 


d.      ''{''är 


dt  dx 


lu. 


Complement  du  Memoire  n°  22. 

(^Voir  aussi  Comptes  rendus,  t.  IV,  p.  35.) 

26.  Tome  ü,  p.  220.  —  Extrait  d'un  Memoire  sur  les  develop' 
pements  en  series,  etc.  —  (En  commun  avec  M.  Liouville.; 
{Foir  aussi  Comptes  rendus,  t.  IV.,  p.  675.) 
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27.  Tome  III,  p.  35y.  —  Memoire  sur  l'optique. 

Surfaces  caustiques  formöes  par  des  rayons  lumineux  ^mani5s  d'un 
point  et  qui  öprouvent  une  suite  de  refractions  ou  de  reüexions. 

28.  Tome  VI,  p.  3i5.  —  Note  a  Voccasion  d'un  arüde  de  M.  De- 
launay  sur  la  surface  de  revolution  dont  la  courbure  nioyenne  est 
coristante. 

29.  Tome  VII,  p.  iSa.  —  Note  ä  l'occasion  d^un  article  de 
M.  Gascheau  sur  l'application  du  ihcoreme  de  Sturm  aux  transjor- 
mees  des  equations  binomcs. 

30.  Ibid.,  p    345.  —  Note  sur  un  theoreme  de  M.  Chnsles. 
Demonstration  nouvelle  de  ce  theoreme :  Un  canal  infiniment  petit, 

orthogonal  aiix  surfaces  de  niveau  relatives  ä  un  corps  quelconque, 
intercepte  sur  les  surfaces  de  niveau  des  Clements  pour  lesquels 
l'attraction  exercee  par  le  corps  a  la  möme  valeur. 

31.  Ibid.,  p.  356.  —  Demonstration  d'un  theoreme  d'' Algebre  de 
M.  Sylvester. 

Ce  beau  theoreme  complete  celui  de  Sturm  en  faisant  connaitre 
la  maniere  dont  les  diff^rents  restes  se  composent  avec  les  facteurs 
simples  de  l'^quation  proposöe. 

COMPTES  RENDÜS   DE   l'ACADEMIE   DES  SCIENCES. 

32.  Tome  IV,  p.  720.  —  Sur  un  theoreme  de  Cauchy  relatif  aux 
racines  des  equations  simultane'es .  (En  common  avec  iM.  Liouville.) 

33.  Tome  V,  p.  867.  —  Rapport  surun  Memoire  de  M.  Bravais 
conccrnant  les  lignes  jormees  dans  un  plan  par  des  points  dont  les 
coordonnees  sont  des  nombres  entiers. 

34.  Tome  VII,  ]).  11 43.  —  Rapport  sur  deu.v  Memoires  de 
M.  Blanchet  relatijs  a  la  propagation  et  a  la  polarisalion  du  mou- 
vement  dans  un  milieu  elastique. 

35.  Tome  VIII,  p.  788.  —  Note  relative  ä  des  remarqes  sur  les 
travaux  de  M.  Liouville  contenues  dans  un  Memoire  de  M.  Libri. 

36.  Tome  XIII,  p.  1046.  —  Memoire  sur  quelques  propcsitions 
de  Me'canique  rationnelle. 

Sturm  etudie  dans  ce  Memoire  la  perte  de  force  vive  resultant 
de  l'introduction  subite  de  liaisons  dans  un  Systeme  materiol  :  la 
question  avait  ete  traitee  en  i835  par  Duhamel  (XXIV*  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  PolytecJinique) , 

37.  Tome  XX,  p.  254,  761  et  1228.  —  Memoire  ■>ur  la  the'orie 
de  la  Vision  et  sur  l'accominodation. 
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38.  Tome  XXVI,  p.  658.  —  Note  sur  Pintegration  des  equations 
generales  de  la  Bynamique. 

Theoremes  d'Hamilton  et  de  Jacobi, 

39.  Tome  XXVIII,  p.  66.  —  Rapport  sur  un  Memoire  de 
M.  L.  JFantzel  oyant  pour  titre  :  Theorie  des  diametres  rectilignes 
des  courbes  quelconques. 

MEMOIRES  DES  SAVANTS  ETRANGERS. 

40.  Tome  V  (i834),  p-  267.  —  Memoire  sur  la  compression  des 
liquides.  (En  commun  avec  M.  Colladon.) 

Ce  Memoire  a  remport^  le  grand  prix  de  Malhematiques  en  1827. 
II  a  aussi  6t6  publiö  dans  les  Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
t.  XXII,  p.  ii3. 

■41.  Tome  VI  (i835),  p.271.  —  Memoire  sur  la  resolut ion  des 
equations  numeriques.  [Voir  plus  haut  n°  18.) 

NOUVELLES  ANNALES  DE   MATHEMATIQÜES. 

42.  Tome  X  (i85i),  p.  419-  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  so- 
lide autour  d'un  point  fixe. 

MANÜSCRITS. 

43.  ün  Memoire  tres-6tendu  sur  la  communication  de  la  chaleur 
dans  une  suite  de  vases. 

4i.  Ua  Memoire  sur  les  lignes  du  second  ordre,  dont  les  dix  ore- 
miers  paragraphes  seulement  ont  paru  dans  les  Annales  de  Ger- 
gönne.  {Voir  plus  haut,  n"*  16  et  17.) 

COURS   DE   l'eCOLE   POLYTECHNIQüE. 

4d.  Cours  d' Analyse,  i"  edit.  (1857-59),  2  vol.  in-8. 
46.  Cours  de  Mdcanique,  1861,  2  vol.  in-8. 

(Extrait  du  Bulletin  de  Bibliographie,  d' Histoire  et  de  Biographie 
niathematiques,  mai  et  juin  i8j6.) 


COURS 

DAN  ALYSE. 

CALCUL  DIFFERENTIEL. 


PREMIERE  LECON. 

o 

NOTIONS    PRfiLIMINAIUES. 

Notions  sur  les  fonctions  d'iine  ou  de  plusieurs  variables.  —  Methode  des 
limites.  —  Methode  infinitesimale.  —  DifTcrents  ordres  d  inliniiuent 
petits. 


KOTIOKS    SUR    LES    FONCTIONS    D  ÜAE    OU    DE    PLUSIEUHS 
VAUIABLES, 

1.  Avant  d'exposer  le  but  et  les  piincipes  du  caicul 
diflerentlel,  il  est  necessaire  d'etabllr  f|iiolfji]o>  noiions 
preliminaires. 

On  appelle  variable  une  quanlile  qui  prcrul  successi- 
vement  diflerentes  valeurs,  et  constante  teile  qui  con- 
serve  une  valeiir  fixe  dans  le  cours  d'un  tneme  caicul.  La 
nature  de  la  question  dout  on  s'occupe  ludique  quclles 
sont  les  quanliles  variables  et  les  constanles. 

2.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantite  va- 
riable dependent,  suivant  une  certaine  loi,  de  Celles  que 
prend  une  aulre  variable,  la  premiere  est  dite  unv  foiic- 
tion  de  la  seconde.  On  peul  affirmer  que  deux  ([uaniiies 
qui  varient  ensemble  sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  lois- 
qu'on  sait  qu'ä  cbaque  valeur  de  l'une  d'elles  correspond 
une  valeur  delerminee  de  Taulre,  quand  meme  la  rela- 

SrcRM.  —  An.,  I.  * 
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lion  qni  existe  cntrc  ellcs  iie  serait  pas  connue  ni  meme 
suscepüble  detre  exprimee  analyliquemenl. 

3.  Oll  iioiume  uariahla  independante  celle  ä  laquelle 
on  doiine  des  valeurs  arbilraires,  ei  foncüon  la  variable 
qui  pieiid  des  valeurs  correspondantes.  Ainsi  l'aire  d'un 
cercle,  d'une  spliere,  est  fonclion  de  sou  rayon;  Je  temps 
de  l'oscillation  d'un  pendula  estfonction  de  sa  longueur. 

üiie  quanliie  peut  etre  fonction  de  plusicurs  variables 
independantes^  par  exemple,  le  volume  d'un  cylindre 
droit  ä  base  circulaire  est  fonction  de  sa  hauteur  et  du 
rayon  de  sa  base. 

Les  quantites  variables  sontordinairement  representees 
par  les  dernieies  lettres  de  Talpiiabei  x,  y^  z,  elc.^  les 
constantcs  le  sont  par  les  premieres  n,  Z>,  c,  etc. 

Qiiand  on  veut  indiquer  diirerentes  fonclions  d'une 
variable  x,  saus  en  specifier  la  nalure,  on  emploie  les 
syniboles_/  (x),  cj»  [x],  F  (x ),....  Si  Ton  donne  ä  x  une 
valeur  parliculiere  «,  le  resultat  de  la  Substitution  de  a  ä 
la  place  de  x  dans^  [x)  est  indique  par  _/(«). 

On  represente  les  fonclions  de  plusieurs  variables  per 
les  notations  f{x,y^  ^)'  V  i^i  Ji  ^)i  F  (-^i  Ji  ^)-,-  ■  - ' 
Oll  indique  par/'(«,  Z>,  c),  (p  («,  b.  c),  F  (a,  b,  c),...  les 
resultalsque  Ton  oblient  lorsqu'oii  met  fl,  ^,  c  ä  la  place 
de  x^y,  ^dansces  fonctions. 

4.  Une  fonction  d'une  seule  variable  peut  etre  repre- 
sentce  geonietiiquement. 

II  sullit  pour  cela  de  considerer  la  variable  indepen- 
dante a:  ccmrne  une  abscisse  et  la  fonction j^  comrae  roi- 
donuce  corrcspondanie  de  la  courbe  plane  dcfinie  par 
rtqualion 

Ordinairenient  cette  courbe  est  continue,  c'est-ä-dire 
qne,  pour  des  valeurs  (\cx  qui  varient  par  degres  insen- 
sibles, Tordonnee  varie  aussi  par  degres  insensibles; 
y  est  alors  une  fonction  continue  de  x. 
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On  peut  de  meine  represenler  par  une  surface  iine 
fonctioii  de  deux  variables  independaiiles  5  mais  vme  foiic- 
tion  de  trois,  de  quatre,  ou  d'un  plus  graiid  nombre  de 
variables  independaiiles,  n'est  pas  susceptible  dune  re- 
prcsentalion  geomeuiqne. 

5.  Oa  dit  qu'une  fonclion  est  explicile  quand  eile  est 
expriniee  iminedialenient  au  moyen  de  la  variable  ou  des 
variables  dont  eile  depend,  de  sorte  qu'on  peut  obtenir  sa 
valeur  en  clTectuant  sur  ces  variables  cerlaines  Operations 
indiquees  avcc  precision.  Ainsi 

sonl  des  fonctions  cxpliciles  de  .r. 

On  iiomme  fonctions  implicitcs  Celles  qui  sont  liees 
aux  variables  dont  dies  dependent  par  dos  t-qualions  non 
resolues,  ou  par  des  conditions  quelconques  qui  ne  sont 
pas  exprimees  analyliquement;  teile  est  j^daus  l'equation 

y''  —  'i-Jcy  --.-  ix^ —  a^  =;  o. 

La  fonction  deviendra  CKplicite  si  Ion  tire  sa  valeur  de 
l'equation,  et  Ton  aura 


=  X  zi:  \Ja' 
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6.  Quand  les  valeurs  successives  d'une  quantite  va- 
riable approchent  indefiniment  d'une  quantite  fixe  et  de- 
terminee,  de  inaniere  ä  li'en  dijßcrer  quaussi peu  qiion 
voiidra,  cette  quantite  fixe  est  appelee  la  lünile  des  va- 
leurs de  la  variable.  Cilons  quelques  exemples. 

La  surface  d'un  cercle  est  la  limitc  vei's  laquelle  ten- 
dent  les  aires  d'une  suite  de  polygones  reguliers  inscrils, 
quand  le  nombre  de  leurs  cöles  devieut  de  plus  en  plus 
grand.  En  eilet,  on  demontre  en  Geometrie  que  Faire 
d'unpolygone  regulier  inscrit  dans  un  cercle  peut  differer 

1. 


4  COURS   d'amalyse. 

de  Taire  de  ce  cercle  d'uue  quantite  aussi  pellte  que  Von 
voudra,  pourvu  que  le  nombre  des  cotes  soit  suffisatn- 
ment  grand.  II  faut  bien  remarquer  qnil  n'est  pas  neces- 
saire  pour  cela  de  demonlrer  que  l'aire  du  polygone 
regulier  inscrit  va  constarament  en  augmentant  avec  le 
uonibi  e  de  ses  cötes. 

De  meme,  si  l'oa  considere  un  arc  et  son  sinus,  le  rap- 
sin r  .  .     1  1 ,       .    ,  j-tr ' 
port j  toujours  moindre  que  1  umte,  peut  en  dulerer 

d'aussi  peu  qu'on  le  voudra,  pourvu  que  Ton  donne  ä 
l'arc  des  valeurs  suffisamment  petites.  Donc  la  limite  de 

— '-  estl'unile,  quand  x  decroit  indefinimenl. 

X 

Oll  remarquera  bien  encore  qu'il  n'est  pas  necessaire 

de  demontrer,  et  meme  on  ne  le  deraontre  pas  ordinaire- 

,                    sin.r  .        ,, 

mcnt,  que  le  rapport va  en  augmentant  conlinuelle- 

mont  quand  o:,  plus  petit  qu'un  quadrant,  diminue  indc- 
finiment, 

7.  Les  fonctions  qui  se  presentent  sous  la  forme  - ,  pour 

une  cerlaine  valeur  de  la  variable,  onl  souvent  des  limiles. 

1  sin  r 

Nousen  avons  un  exeraple  dans  le  rapport  ^ — —,  qui  de- 

vient-  pour  x=  o,  et  qui  a  pour  limite  l'unite»  De  meme 
l'expression 

.T^  ^3 

•^  jc'  —  a^ 

nrend,  pourar  =  a,  la  forme  -•  Toulefois,  si  Ton  donne 

ä  X  des  valeurs  differentes  de  a,  mais  qui  s  en  approchent 
successivcment,  les  valeurs  de  j  sont  deieruaiuecäel  egales 
d'ailleurs  aux  valeurs  de  Texpression 
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Or,  ä  mesure  que  j:  s'approclie  de  plus  en  plus  de  a,  cclte 
deiniere  cxpressiou  diflere  de  moliis  en.  moins  de 


La  liniite  des  valeurs  dey  est  donc 


8.  Une  quantite  variable  peut  s'approcher  indefini- 
ment  d'une  liuiite  en  restant  toujours  plus  petite  ou  tou  • 
jours  plus  grande  que  cette  limite*,  mais  il  peut  se  faire 
qu'une  quantite  variable  devienne  allernativemcnt  plus 
grande  et  plus  petite  que  la  limite  vcrs  laquelle  eile  lend, 
en  oscillant,  pour  ainsi  dire,  de  part  et  d'autre. 

.  .      ,  ,                    sinx         ,  ,  ]  ... 

Ainsi  le  rapport ■  tend  vers  zero  quand  x  croit  in- 

definiment.  En  meme  temps,  toules  les  fois  que  x  devient 

Sin  j? 
egal  ä   nn  multiple  de  la  demi-circonference, de- 
vient o,  et  change  de  signe. 

9.  Si  dcur.  quantitcs  qui  varient  sitnullanement  res- 
tent  constamment  egales  entve  elles,  dans  tous  les  etats 
de  grandcurpar  lesqueh  elles  passent,  et  si  Von  sait  que 
l'une  d'elles  tend  ^>ers  une  limite,  il  est  evident  que 
Vautre  tend  aussivei^s  la  meme  liniite  ou  vers  une  limite 
egale  ä  celle-lä.  C'esl  lä  le  principe  de  la  methode  df^s 
limites  doiit  on  fait  un  si  grand  usage  dans  toutes  les  par- 
lies  des  matliematiqucs. 

Ainsi,  veut-on  prouver  que  le  cercle  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  circonference  par  la  moitie  de  son  rayon- 
en  designant  respcctivement  par  a,  p,  r  l'aire,  le  peri - 
metre  et  l'apotlieme  d'un  polygone  regulier  inscrit  dans 
le  cercle,  on  a 


or  a  et  p  X  -  /'  sont  des  quantites  qui  varient  avec  le  nom- 
bre  des  cotes,  mais  qui  reslent  toujours  egales  entre  elles^ 
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leur«;  limites  sont  donc  egales.  Si  A,  C,  R  designent  res- 
pectivement  Faire,  la  circonference  et  le  rayou  du  cercle, 
A  estla  limite  de  a,  C  Celle  de  ^  et  R  cclle  de  /• :  donc 


I 
-R, 

2 
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10.  Lorsqu'une  quantile  variable  prend  des  valeurs  de 
plus  en  plus  peliles,  de  manicre  qu'elle  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantile  donnee,  on  dil  qu'elle  de- 
vient  inßniment  petite.  Ainsi  la  diÜerence  enlre  l'aire 
d'un  cercle  et  celle  d'un  polygone  inscrit  peut  etre  rendue 
infinlment  petite  en  augnientant  le  nombre  des  cötes.  La 

fraction  ;,  devient  infiniment  petite  quand  x 

:r:'  —  2  X  -t-  3 

prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Uiie  quantile  infiniment  petite  ou  un  infiniment  petit 
n'est  donc  pasunequanlite  determinee,  qui  ait  unc  valeur 
acluelle  assignable  :  c'est  au  contraire  une  quanlite  es- 
senliellement  variable  qui  a  pour  limite  zero. 

H.  Quand  une  variable  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  grandes,  de  maniere  qu'elle  puisse  surpasscr  toute 
grandeur  donnee,  ou  dit  qu'elle  devient  infinie  ou  infini- 
ment grande,  et  on  la  represente  alors  par  le  signe  co 

ou  -  •  Ainsi  la  fonclion 
o 


devient  infinie  pour  x  ^=  a. 

Pour  des  valeurs  de  x  tres-peu  differcntes  de  a,  mais 
plus  grandes  que  a,  les  valeurs  correspondanles  dej^  sont 
positives,  tandis  que,  pour  des  valeurs  de  x  plus  petites 
que  a,  les  valeurs  de  y  sont  negatives.  L'infini  est  donc 
posilif  ou  negalif,  suivant  les  cas. 

12.  Les  infiniment  petits  sont  des  auxiliaires  qui  ser- 
vcnt  ä  rendreplus  aise  lecalcui  des  quaniites  fiuies.  Leur 
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etnploi  donrie  lieu  a  la  resolulioii  frequente  de  ces  deux 
problemes  :  i"  deux  iufiniment  petits  dependanl  Viin 
de  VauLre^  trouvei'  la  liinite  de  leur  rapport;  2°  trouvi-r 
la  limile  d'une  somnie  d'iiijininicnl  pelils  dont  Ic  Jioinbre 
augmente  indcfunnient. 

La  Solution  de  ces  problemes  estsimplifiee  dans  iiii 
graiid  iionibre  de  cas  par  les  deux  llieoretnes  suivants  : 

13.  Theoreme  I.  —  La  liinite  du  rapport  de  deux 
quantitcs  infuiiinent  j)etilcs  nest  pas  chaiigce  qiiand  011 
rcinplace  ces  quanlites  par  dautres  qiii  ne  leur  so/it  pas 
egales,  niais  qui  o/it  avec  elles  des  rupports  tcndant. 
Vers  Vunile. 

Soient  a.  et  ß  deux  quaniiies  infinimentpetites  ;  a'  et  ß' 

d'autres  quanlites  telles,  que  les  limites  des  rapporls  --■> 

a.' 

-^  soient  egales  a  Tunite.  On  aura  idenliquemenl 

P 

OL  a     a! 

d'oii  l'on  lire 


lim  -  =:  hin  —-lim  —  :=  lim  — 
On  aura  de  meme 


d'ou 


doi 


lim  -  =  lim  ^  •  hm  —  =:  hm  -  , 

.-•  P  P  P 


um  -  =  lim  —  =  iim  —  ■ 

8  [i  p' 


14.  On  peut  encore  presenter  la  denionstration  de  ce 
ilieoreme  comme  il  suit  : 

Puisque  —  a  pour  limite  Tunite,  si  l'on  pose 

OL    =^  X   -\-    0, 
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ori  aura 


et  -  devra  teiiilre  vers  zero,  ce  ciue  Ion  exprime  en  disant 

a 
que  6  est  infiniment  pelit  par  rapporl  ä  a. 
Oll  aura  de  ineme 

ß'  S' 

par  suiie, 

S 
a'    ß  a 


r\  .00  ,.      .  , 

jJonc,  puisque-  et  —  ont  poiir  limite  zero,  oii  aura 


d'oü 


lim  77 •  lim  -  =  i. 


lim  --  =  lim  -  ■ 

ß'  ß 


Ce  nouveau  point  de  vue  donne  lieu  ä  cet  auire 
enonce : 

La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  pelits  ne 
change  pas  quand  on  les  remplace  par  d^aiUrcs  qui  en 
diflerent  d'une  quantile  infiniment  petite  par  rapport 
ä  eux. 

ExEMPLES.  Oll  aura,  pour  x  =  o, 

,.  .r  siii.r 

1°      lim  :=  lim  =:  hm  COS^C  :=  I  , 

tangjT  tangx 

sin2j:  O-T        7. 

2"     hm  —  _—  =  hm  -^ —  =  —■> 
sinox  c>x        6 

sin.r  X 

o°     hm  -. — -—  =  hm  — ^  =^  co  . 
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15.  Theoreme  II.  —La  limite  cl'une  somme  d'inß- 
niment  petits  qui  sont  tous  de  meine  signe  ne  change 
pas  quandon  les  remplace  par  d'aiitres  dont  les  rap- 
ports  aiix  pr^emiers  ont  respectWement  pour  lunite 
l'unite  ou  qui  dlfferent  des  premiers  de  quaiuites 
injiniment  petites  pav  rapport  ä  eax. 

Soient  a,  a',  a". . .  .  des  infiniment  petits  qui  sont  tous 
de  meme  signe  et  dont  le  nombre  augmente  de  plus  en 
plus.  Designons  par  S  leur  somme,  et  supposons  que 
cette  somme  ait  une  linilte  finie.  Soient  |i,  ,3',  3",...; 
i,  c',  s", .  ..  des  infiniment  petits  tels,  que  Ton  ait 

ß  =  a  -+-  a3,       V  =  a'  +  a'  i\      ß"  ==  'x"  +  7."i", .  .  .  , 

on  aura 

ß  _1_  ß'  _(_  ß"  _}_...=  S  -^  J.i  -!-  y!  i'  ^-  a"  i"  -f-  .  .  .  . 

Or,  si  y)  est  ia  plus  grande  des  quanlites  e,  s',  s'', .  .  . ,  on 
aura,  en  valeur  ahsolue, 

cf.s  -+-  7.'  ^'  -f-  y."  z"  H-  .  .  .  <^  Sv?, 
et  comme  •/;  a  pour  limite  zero,  il  cn  resulie 

liin  (ai -f- x'e' -t-  a"£" -j- .  .  . )  —  o, 

et  par  consequcut 

lim    3-1- fi'  -^, 3" -+-...  )=S, 
ce  qu'il  fallait  dcmoulrer, 

16.  L'egalite 

lim  (z£  -f-  y/i'  -\-  y!' z"  -I- .  .  . '  =  o 

donne  lieu  ä  ce  iheoreme  :  Si  luia  souiine  d' infiniment 
petiis^  dont  le  nond)re  augmente  indeßiiiment,  a  unc 
liirnte  finie,  In  somme  des  pioduils  outenns  en  las  midti- 
pliant  respectivement  par  d'autres  injiniment  petits  aura 
pour  limite  zero. 

Par  exenaple,  considerons  l'aire  comprise  eulre  la 
courLe  plane  CD,  Taxe  des  x  et  les  deux  ordonnees  CA 
et  DB.  Imaginons  que  Ton  partage  AB  en  parties  de  plus 
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en  plus  peiiles,  lelles  que  PP',    suivam   une  loi   quel- 

conque,  mais  de  maniere  toute- 
fois  que  cliacune  de  ces  parties 
tende  vers  zero.  Je  dis  que  la 
sonnne  des  rectangles  tels  que 
MIM'K,  construits  avec  la  dif- 
ference  de  deux  ordonnees  con- 

secutivcs  et  rJntervalle  PP'^  a  pour  limiie  zero. 
On  a,  en  effet, 


PP'  =  AB 


et 


^MIM'K  =r^PPMai; 


ei  comme  KM  est  une  quantite  infiuiment  pelite,  on  aura, 
en  appliquant  le  theoreme  precedent, 

yiMIM'K  — o. 


DIFF^RENTS    ORDRES    D^rNFlKIMENT    PETITS. 

17.  Quaud  GM  considere  des  infinimeul  petits  qui  de- 
pendent  les  uns  des  autres,  on  en  prcnd  unen  particulier 
qu'on  nomme  iufinhnent  peiit  priiicipal,  et  auquel  on 
rapporte  les  autres  comnie  a  uri  lernie  de  comparaison. 
On  appelje  alors  infiniment  petits  du  premier  ordre  tous 
ceux  dont  les  rapporls  ä  1 'infiniment  petit  principal  ont 
des  Hn^ites  finies;  infiniment  petits  du  second  ordre  ceux 
dont  les  lapports  aux  infiniment  pelits  du  premier  ordre 
sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre,  et  ainsi  de 
suile. 

D'apres  cela,  si  a  est  un  infiniment  pellt  du  premier 
ordre,  tout  aulrc  infiniment  pelit  de  cet  ordre  sera  de  la 
forme  a  ( p  -\-  ß),  p  etant  fini  et  ß  infiniment  petii.  En 
general  «"(p-l-ß)  rcpresenlera  un  infiniment  pelit  de 
l'ordre  de  fi. 

ExEMPLES.  Si  l'arc  X  est  du  premier  ordre,  s'inx  sera 
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1  .  ,  .  sin  sc  ,. 

uu  premier  ordre,  puisque a  pour  limite  i ;  i  —  cosa: 

sera  du  second  ordre,  puisque  i  —  cosx  =  i  sin*^x. 

Les  tlieoremes  I  et  II  (n"'  13  et  15)  peuvent  s'enoncer 
ainsi  : 

Quand  on  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantites  composees  d' infiniment  petils  de  divers  oirlrcs, 
on  peilt  ne  cotisen^er,  dans  chacune  de  ces  quaiililes, 
que  les  infiniment  petils  de  Vordre  le  moins  eleve. 

Quand  on  cherclie  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs 
quantites  infiniment  petites^  on  pcut  ne  conserver  que 
les  inßniment  petits  de  P ordre  le  moins  eleve  (* ) . 

Comme  applicalion  du  premier  iheorenie,  on  a 
sin X  H-  3  sinVr  sin.r 

lim =  lim 3=::  I  . 

Dans  cet  exemple,  ou  iicglii^e  au  numcraleur  3  sin'j:. 
infiniment  pelit  du  second  ordre,  et  au  denomiriateur 
rinfiniment  pelit  du  troisieme  ordre  ix\ 

EXERCICES. 

\.  Deux  points  etanl  places  siir  une  courbeä  une  dislance  infini- 
ment pelile  du  premier  ordre  l'un  de  l'aulre,  la  disfance  du  premier 
de  ces  points  ä  la  tangcnle  n>enee  ä  la  courbe  par  l'autre  point  est 
infiniment  pelite  du  second  ordre. 

2.  Deux  courbes  ayant  une  tangente  commune,  la  diffcrence  de 
leurs  ordonnöes,  siluees  a  une  dislance  infiniment  petile  du  premier 
ordre  du  point  de  contact,  est  du  second  ordre  au  moins. 

3.  Tlieoremes  analogues  pour  lessurfaccs. 


(*)  «  Le  {jrand  avantajje  qiie  Ton  retire  de  ces  Iheoremcs  consiste  en 
ce  qu'ils  permettent  souvent  de  rii'jjliger,  dans  les  quanlitcs  infininienl 
petiles,  la  partie  qui  en  rend  la  coniparaison  et  le  calcul  difiTiciles.  II  suf- 
(it  toujours  que  cette  partie  soit  inlininient  petite  par  rapport  ä  la  quan- 
lite  elle-meme,  et  il  n'en  resulte  aucune  erreiir  dans  les  resiiltats  oü 
l'on  n'a  en  viie  que  les  limites  des  rappoits  ou  des  sommcs  de  ces  quan- 
tites infiDimcnt  petitcs.  »  Duhamel,  t-U-mmls  de  Calcul  injlnacsmiul. 
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ÜEUXIEME  LECON. 

TIlfiORfiilES  SÜR  LES  d£RIV£ES  ET  LES  DIFFfiRENTIELLES. 

Orijine  et  bnt  du  calciil  differentiel.  —  Function  derivee.  —  Proprietes 
des  fonctions  derivees.  —  DifTerentielle.  —  Derivees  des  fonctions  de 
fonetion. 

ORIGINE    DU    CALCt'L    DIFFERENTIEL. 

18.  Oll  a  ele  conduit  ä  la  decouverte  du  calcul  diHe- 
reiilic'l  eil  clierchant  une  metliode  generale  pour  mener 
des  taiigentes  aux  courbes  planes  representees  par  des 
equalions. 

Concevons  deux  variables  x  et  y  liees  eiilre  elles  par 
une  relation  quelconque,  de  maniere  que  Fune  soit  fone- 
tion de  lautre,  j''^=y(a:).  Considerons  ces  variables 
comme  les  coordonnees  d'un  point  rapporle  a  des  axcs 
rcctangulaires  traces  dans  un  plan,  et  construisons  la 
courbe  AMB  dont  requalion  est  y  =^J'[x).  Supposons 

cctte  courbe  reelle  et 
conlinue  dans  une  cer- 
taine  elendue,  et  propo- 
sons-nous  de  niener  la 
tangente  au  point  M  doiil 
les  coordonnees  sont  x 
et  y.  On  definil  ordi- 
nairement  la  tangent« 
comme  la  limite  vers  laquclle  lend  une  secantc,  lorsque, 
Celle  secauie  lournant  autour  d'un  de  ses  poinls  d'in- 
terscction,  un  second  point  d'intersection  s'approche  in- 
defmiment  du  premier.  Soit  donc  M'  un  second  point 
de  la  courbe  ayant  pour  coordonnees  x  -h  fi,  y-h  A  *,  con- 
siderons la  secaulc  M'IMS,  et  la  langenic  MT  qui  en  est 
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la  limite.  On  a,  dans  le  triangle  M'MN, 

IM'N         h 


Donc 


lau- M'MN—  — 


tanirlMR  =  lim  tariL'M'RIN  =  lim  -r-i 
^  ^  h 


quand  li  diminue  indefiniment  jusqu'ä  zero. 

Donc,  sl  Ton  cherche  la  limile  du  rapport  des  accrois- 
senients  simultanes  A"  et  h  des  variables  j  et  x,  accroisse- 
mentslies  enlre  cux  par  l'equation 

quand  h  diminue  indefiniment,  cette  limite  sera  la  tan- 
genle  trigonometrique  de  l'angle  que  fait  avec  Faxe  des  x 
la  droile  qui  touche  la  courbe  au  point  M. 

BL'T    DU    C.^LCUL    DIFFEUER'TIEL.     FOKCTION    d6riv6e. 

19.  Le  calciil  diffei^ntiel  a  pour  hat.  de  detcrminer, 
pour  chaque  Jonction,  la  limite  du  rapport  de  Faccrois- 
semcnt  de  lafouclion  ä  celuide  la  variable,  quand celui- 
ci  diminue  jusquä  zero.  Cette  limite,  qui  depend  de  la 
valeur  attribuee  ä  la  variable  x,  mais  nullement  de  son 
accroissement  A,  est  appelee  la  fonction  derivee  de  la 
fonclion  proposee.  On  la  represente  par  j'ou  pary  {x). 

Nous  allons  chercber  la  derivee  de  quelques  fonctions 
simples. 

in  elant  enlier  et  positif.  Si  nous  changeons  x  en  x  +  A, 
y  devient  j  -f-h  ^  et  l'on  a  j  -{-  h  =^  [x  -+-  h)"\  d'oü 
h  =  [x-i-h)'" — X'",  ou 

mim  —  ! ) 

k  =^  mx"-'  h  -4- .t"'-^ir-  -h .  .  .  -'-  Ir, 

I  .  1 

d'oü 

/■  //;  '  n'  —  i  1 

-  =  w.i"'-'  H- x"'-^Ji  -i-  . . .  -i-  /i™-', 

h  1.2 
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Le  rapport  -j  se  compose  de   deux  pailies,  liine  inde- 

pendante  de  A,  et  rautre  dans  laquelle  le  facteur  //  est 
commuii  ä  tous  les  lermes-,  si  A  decroit  indefininient  jus- 
qu'ä  zero,  celte  seconde  parlie  pourra  devenir  aussi  petita 
que  lou  voudra;  donc 

,■     '^■ 

lim  —  =  //?x"'~'. 
Ii 

Aiiisi,  dans  ce  cas, 

y'  =1  mx"'~K 

Oll  pcut  encore  obtenir  cette  derivee  sans  faire  usage 
de  la  formule  du  biiiome.  Posons 

on  a  alors 

/i-==  X"'  — j:""; 

et  si  Ion  remarque  que  A  =  X  —  x,  ou  en  deduit 

h        X'"  —  .r"' 


k  X  —  x 


—  X"- '  -f-  X"'-'x  -+-■...-+-  X^" 


Quand  h  dirainue  jusqu'a  zero,  X  s'approclie  indefini- 
ment  de  x,  et,  comme  le  dernier  membre  a  m  termes  qui 
deviennent  egaux  ä  x'"~^,  quand  on  passe  ä  la  limite,  on 

a  bien  encore  lim  -r  =  mx'"~\ 
li 

2"  Soit  une  fonclion  enlierc 

)'  =  ax^  H-  Zi.r"  -I-  cxP  -1- .  .  .  . 

Cliangcons  x  en  x  -\-  li^  j  devieiUj^  -f-  Ä,  et  l'on  a 

y  -\-  k  z=  n  [x  -^-  //)'"  -(-  ^  (x  -4-  h)"  +  c  [x  -\-  h)P  +  .  .  .  , 
d'oü 

fi  =^  a[{x  -^  li  )"•  —  x^"\-+-  b\{x  -^  h )"  —  j."] 

-h  c  [[x  -\-  Uy  —  xP]-h . .  ., 
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et,  par  suite, 


i5 


r                       in  {III  — i)  ,.  ~| 

k  =  a\  nix"-'  h  H ^ ^"-V/'  -f-  .  .  . 

r              ,          n(n—\)  ,  ~| 

-f-  b      nx"-'h  H ^ ■   x'-^/r-  ^  .  • 

_!- 

Divisant  par  h  et  faiaant  ensuile  h  =  o,  on  a 

lim  V  =  j'  =^  maaf"~^  -'.-  nbx"~'  -:~  pcxP^'  +  .  .  .  . 
h 

On  pourrait  aussi  obtenir  rette  derivee  comme  la  pre- 
cedente,  sans  recourir  ä  la  formule  du  binome. 

3°  r=.\^  =  x-", 

x'" 

7n  etani  entier  et  posilif.  On  a 


[x  -{-  h  /» 
et 

I  X'"  —  {x  -\-  ll  )" 


i  — 


(.r  -f-  ll)"'        j.'"  X'"  [x  -t-  /[)'" 

d'ou,  en  developpant  et  divisant  par  /<, 

mim  —  I ) 


<t  j:'"  (^  H-  /i  r 

et  enün,  passant  ä  la  limite,  on  a 

..      /  w.r"-'  m 

h  x'""  x"'"^'' 

donc 

,  _     rn      

d'oü  Von  voit  que  la  regle  pour  obtenir  la  derivce  de  x"' 
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quand  m  est  enlier,  csi  toujours  la  meine,  quel  que  soil 
le  signe  de  m. 


4"  j  =  \^' 

on  a 


et,  par  consequenl. 


/  \  (.r  H-  //  - —  ti^  —  \/.r- 

7i  ~  7i 


or,  si  Ton  fait  Ii  :=  o,  cetie  expression  prend  la  forme  -• 

Pour  faire  disparaitre  l'indeierminalion,  on  emploie 
un  procede  blen  connu  :  on  mulliplie  les  deux  lennes  de 
la  fraction  par  la  somme  des  radicaux  dout  le  numcra- 
teur  est  la  dilference,  et  Ton  a 

^ [\/(x  -i-  //  /-—  ^/-—  \'j-'—  n-]  [v/(.r  +  //  )•'—  '!'+  \'-!^-''  —  fi-j 

''  h  [ s/'(x  +  //)^'  — «'  +  4'^'^ie \ 

ou 


eiifi: 


doiK 


fi  9  .r  H-  // 

^^  ^(j:-t-/<)' —  «- +  \  .r= 


hm  -  =: 

li 


.1- 

^x  —  a} 


Noiis  avons  irouve  d'une  maniere  assez  prompte  et  asscz 
facile  les  derivees  des  fonctions  preccdenles;  maisles  pro- 
cedes  que  nous  venons  d'cmployer  seraient  insudisants 
pour  des  fonctions  d'une  forme  moins  simple.  Le  calcul 
diflerentiel  va  nous  donncr  des  melhodes  plus  generales. 
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nlFFERENTIELLE. 

20.  Soit 

y  =  /{■'•); 

donnons  ä  x  un  accrolsseinent  quclconque  A,  posilif  ou 
negalif.  Soit  A  raccroissenicnt  correspondant  de  75  on  a 

•  ^. 

puisijiie  la  liniile  de  j  est  y .,  on  doit  avoir,  quatid  h  n'est 

pas  nul, 

cc  etant  une  quantite,  fonction  de  x  et  de  //,  qui  doit  len- 
die  vers  zt'ro  en  menie  temps  que  h.  De  lä  resulte 

Ainsi  raccroissernent  k  de  la  fonction  se  coinpose  de 
deux  parlies  distinctes  j  la  premiere  j^'A  est  Ic  produit  de 
l'accroissement  de  la  variable  independante  x  par  la  de- 
rivee  de  la  fonction.  On  l'appelle  la  difjereiitielle  de  la 
variabley,  et  on  ladesigne  par  rlj^  de  sortcqiie 

cly  z=^  y' li      ou     f'[x)li. 

La  seconde  parlie  est  le  produit  de  li  par  une  quantite  a. 
qui  s'annule  avec  h  :  on  ne  s'en  occupe  pas. 

La  difTerenlielle  de  la  variable  independante  n'est  autre 
cliose  que  1  accroissenient  h.  En  effet,  considerons  la 
(bnction 

on  a 


y 

-\- 

k=x 

par  suitc, 

k  —  h. 

et  eniin 

bTtuji.  —An..  1. 
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Ainsi,  pour  celte  fonciion  de  x  qui  est  la  plus  simple  de 
loules,  la  derive'e  est  i  •,  par  suite,  ladin'erentielle 

(iy     ou     (Ix  zz^  i  yc,  fi  ^^^  li . 

Par  consequent,  la  formule 

dy  —y'  h 
peuL  s'ecrire 

d'oü  l'on  deduit 


dy=-y'd.r-, 
dY 


y  — 


dx 


Ainsi  la  derivee  d^une  joiiclion  d'une  variable  est.  le 
qiioticnt  de  la  differentielle  de  la  fonciion  par  la  dijfe- 
rentielle  de  la  variable.  C'est  pourquoi  ou  appelle  aussi 
la  derivee  rapport  dißerentiel  ou  quotient  diß'erenliel. 

Oll  dit  entere  que  le  quolient  dilleienliel  est  la  der- 
niere  raison  (ou  le  dernier  rapport)  des  accroissemenls 
simultanes  des  variables.  Mais  les  accroissemenls,  elant 
nuls  ä  la  limite,  n'ont  pas  ä  proprenient  parier  de  rap- 
port, et  ce  que  l'on  appelle  ainsi  n'est  cjue  la  limite  doni 
le  rapport  de  ces  quaniiies  approclie  iudefinimeni. 

21.   La  differentielle  est  susceptible  d'une  representa- 
tion  georaetrique.  En  effet,  soit  AlMB  la  courbe  repre- 
Fig.  3.  senlee  par  Tetpiation 


2/ 

R| 

1/ 

"A 

/  ^ 

/t 

M 

/> 

'\ 

N 

II 

ü 

1 

S 

V         1 

'■ 

X 

-4 


On  a 

taiiylMN 
Or 

IN  =  MNtaiigIMN 


y 


Donc 


IN  =  /ly'  =  dy  : 
ainsi  IN  represente  la  di (leren lielle  de  j^,  si  d'ailirur? 
MN  =  h  =  dx. 
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Oii  voll  par  la  quc  dx  et  flj  sont  les  accroissemenls  cor- 
respondants  de  x  el  de  j,  quand  on  passe  du  point  de 
contact  M  situe  sur  la  courbe  ä  uii  polnt  quelconque  I  de 
la  tangeilte,  laiidls  que  /.  ou  M'N  est  raccroissement  de 
rordoimee  de  la  couibe  coriespoiidant  au  meme  acerois- 
semeiit  h  =  dx  de  Tabscisse. 

22.  Toutefois,  quoique  IN  et  JM'N  soient  en  i;eneral 
difl'ercnts,    leur    rapport   leiid   vers  l'uuile-,   en    eU'el, 

.    k  , 

de  -  =  r  -r-  a,  ou  tire 
li       ^ 

k  =  [y'  +  u)h; 

d'ailleurs,  dy  ^-  v' Ji  :  donc 

/         t'  --  a  ci 

dy  ^      r'      ~~    "^JK'' 
et,  si  jk'  n'est  pas  zero. 

hm  —  —  I  : 

(  r 

ainsi  le  rapport  de  l'accroisseinent  de  la  fonclion  ä 
la  differentielle  de  celle  fonction  tend  vers  Vunite, 
pourvu  que  la  derivee  ne  soll  pas  nulle. 

Pour  des  valeurs  donnces  de  x  el  r,  Ic  rapport  des 
difTerenlielles  dx  el  dy  a  une  valeur  bien  determinee, 
mais  les  difTerenlielles  elles-memes  sont  essentiellement 
indeterminees,  et  Ion  peut  leur  altribuer  des  valeurs 
finies.  Toutefois,  on  les  suppose  le  plus  souvent  infini- 
ment  petiles  et  l'on  dit  quc  dy  est  raccroissement  infi- 
nimenl  pelit  de  j';  cetlc  identification  n'entraine  pas 
d'erreurs  dans  les  Operations  les  plus  ordinaires  du  Cal- 
cul  infinitesimal,  inais  il  faul  bien  remarqucr  quelle 
n'est  rigoureuse  que  si  y  est  de  la  forme  ax  +  b. 

PROPRlälTES    GEKEllALES    DES    FONCTIOJVS    DEPvIVEES. 

23.  La  relation  (n°  22) 
conduit  ä  plusieurs  consequences  remarquables. 
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Ättribuons  ä  x  iine  valeur  deleniiiiiee,  y'  aura  aussi 
une  valeur  determinee;  si  l'on  donne  ensuite  ä  x  im 
accroissement  sulüsamment  pelit,  le  signe  de  j' -+-  « 
scra  le  meme  (|ue  celui  dey',  pulsque  a  peutdevenir  aussi 
peiii  quc  Ton  voudra  •,  le  signe  de  k  sera  donc  celui  de 
r'//,  et  comrae  nous  supposons  h  posilif,  Ä"  aura  le  signe 
de  r'.  Donc,  si  j'  est  positive,  A  est  posilif,  c'est-ä-dire 
(jue  la  f'onction  anginen  le,  et  si  j^'  est  negative,  la  fonc- 
tion  diiniiuie.  Ainsl  une  j'onction  croU  ou  decroit  ä 
partir  d' une  -valcuv  determinee  de  x,  siüuant  que  sa 
derivee  est,  pour  cetle  valeur,  positive  ou  negative. 

II  resultede  lä  (|ue,  si  la  derivee  d'une  fouclion  leste 
conslaniinenl  positive  lorstpie  x  varie  depuis  la  valeur  a 
iusnu'a  la  valeur  Z>,  la  fonction  croitra  continuellement 
dans  le  meme  Intervalle;  ceseia  le  contraire  si  la  derive'e 
est  negative. 

Pi  enons  pour  exemple  la  fonction 


r  = 


Zx 


Conslruisons  la  courbe  representee  par  cetle  equation. 
Fifj.  4«  Pour  .r=:oonaj=i, 


J  =  2-, 


.1 

M 

_    / 

,    1 

/  " 

X 

jr  =  2,  j  =  I  -, 


En  construisant  ces  diffeients  poinls,  on  reconnailquc 
la  courbe  presente  ä  peu  pies  la  forme  I\IM'M"M'". 

Mais  si  Ton  veut  savoir  pour  quelles  valeurs  de  x  Tor- 
donnee  va  en  croissanl  ou  in  decroissaiit,  on  prendra  la 
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deiivee  ^ey.  On  auia 

y  =  x^  —  /\a:  -1-3  =:  {x  —  I }  { •'^  —  3 ), 

Oll  voil  alors  qiie  si  Ton  fall  croitre  .r  de  o  a  i ,  la  de- 
rivee  }'' est  positive;  rordoiinee  ira  donc  en  augnienlant 
depuis  le  point  M'jusqu'au  poinlM".  Pour  le  poiiit  !M", 
dont  Tabseisse  est  x  =  i,  on  a  y'  =^  o,  c'est-ä-dire  qnc  la 
tangente  eii  ce  point  est  parallele  a  Taxe  des  x.  Si  Von 
fait  croitre  eiisuite  x  depuis  1  jusqii'ä  3,  la  derivee  y 
devienl  negative  5  Tordonnee  va  donc  endiminuant  depuis 
le  point  M"  jusqu'au  point  M'";  et  comme  r'  ^=  o  pour 
X  =  3,  la  tangente  en  ce  dernicr  point  est  encore  paral- 
lele a  Taxe  des  .r. 

EnGn,  si  l'on  donne  ä  x  des  valeurs  croissantcs  ;i  partir 
de  3,  la  derivee  y'  est  constaaiment  positive;  l'ordontiee 
de  la  couibe  va  donc  toujours  en  augnientanl  a  partir  du 
point  iM'".  Si  Ton  donne  a  x  une  valeur  negative  quel- 
conque,  j'  est  positive,  et  par  conscquent  pour  des  va- 
leurs negatives  de  x  et  croissantcs,  los  valeurs  correspon- 
dantes  de  l'ordounee  vont  encore  en  augmentant.  II  faut 
bien  rcmarquer  qu'une  quantite  negative  augmente  quand 
sa  valeur  absoliie  diminue. 

2i.   On  deduit  de  la  fürniule 

que  si  la  tlerivee  d  uiie  fonclioii  est  nulle  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  coiuprises  entre  a  et.  b,  cctle  Jonction  a 
une  valeur  constante  daiis  cet  intervalle. 

JNous  supposerons  a  <^  b.  Puisque  lim  7=0  par  by- 

polbcse,  on  auia,  pour  une  valeur  quelconque  de  x  com- 

prise  entre  a  et  b^  j  <C  e  en  valeur  absolue,  pourvu  que  h 

soit  suffisaniment  petit;  £  etant  d'ailleurs  une  quantite 
deterniinee  qu'oti  peut  ])rendre  aussi  peliteque  i'on  vou- 
dra.  On  deduit  de  la  A  <^  sA. 
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Conslderons  actuellement  deux  valeurs  quclronqiiesde 
ar,  Xi  eLTa,  comprises  entre  a  et  Z?;  jedis  quo  les  valeurs 
lorrospondanles  n  «"tj's  scront  e;:;ales.  En  eflet,  donnons 
a  X  uiie  suiie  de  valeurs  comprises  entre  Xi  et  x^,  crois- 
saiu  d'ailleurs  par  degres  egaux  ou  inegaux,  mais  assez 
pelils  pour  qiie  l'on  ait,  ponr  une  quelconque  de  ces  va- 
leurs, A'  <^  e/?,  k  elant  pris  en  valeur  absolue.  jNous  au- 
rons  ainsi  une  suite  d'inegalites  de  la  menie  forme:  et  si 
nous  les  ajoutons,  il  en  resultera  que  la  somme  des  ac- 
croissements  successifs  de  la  fonclion  y  pris  tous  positi- 
vement  sera  plus  petita  que  la  somme  des  produits  s//, 
c'est-ä-dire  plus  petile  que  le  produitde  la  quantite  e  par 
la  somme  des  accroissemenls  de  la  variable  x^  savoir 
x,  —  Xj.  Donc,  ä  fortiori,  la  somme  des  accroissemenls 
successifs  de  la  fonclion  pris  avec  leurs  signes,  ou  }'» — ji,, 
est  plus  pt-liie  que  t  (x«  —  Xi)\  donc 

et  comme  z  peut  etre  pris  aussi  pctit  que  Ton  voudra, 
il  sV'iisuit  que  la  difference  y<< —  y^  est  plus  pelile  que 
toute  quantite  (lounee.  c'est-ä-dire  nulle  :  ou  a  donc 

J:— r,  =:o,     ou    j,  =j,. 

La  fonclion j^  conserve  donc  la  meme  valeur  pour  loules 

les  valeurs  de  x  comprises  dans  Tinlervalle  considere  : 
ce  qu'il  fallait  dem<jntier. 

25.  Le  rapprochement  des  deux  propositions  precc- 
dentes  conduit  encore  ä  cette  conclusion,  que  si  une  fonc- 
lion est  croissante  dans  un  certain  intervalle^  sn  dcrivee 
ne  peut  devenir  negative  dans  cet  interuallc  j  mais  eile 
peut  passer  une  ou  plusieurs  fois  par  zero.  De  meme,  si 
iine  fonction  est  decroissanfe,  sa  derivee  sera  negative^ 
mais  eile  pourra  s'annidor  pour  une  ou  plusieurs  valeurs 
particulicres. 

26.  Si  la   derivee  d'une   fonclion  elail  constamoieut 
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infiiiie.  xscrait  «ue  constante;  car  si 

lim  -  =^  CO  ,     on  a     lim  -  ;=  o, 

et  ]>ar  Ic's  iiieinos  raisoiinements  (2i),  ou  dcduirait  de  la 
que  dcux  valeurs  quelconques  de  x  sont  egales  (*). 

27.  iNous  avoiis  desi2;ne  jusqu'ici  les  accroissenienls 
simultanes  des  variables  x  ely  par  les  lellres  //  et  Ä  ;  niais 
eoiiiine  on  aura  bientöt  ä  considerer  uii  plus  grand 
n.omhrc  de  variables,  il  devieiit  neeessaire  d'emplover 
une  notalion  qui  rappelle  loujours  a  quelle  variable  se 
1  apporle  eiiaque  accroissenient.  On  se  serl  ä  cet  elTet  de  la 
caraeJerislique  A.  Ainsi,  quaud  on  considere  plusieurs 
variables  x,  y^  z,  u  liees  entre  elles  par  des  equations,  de 
maniere  qu'une  seule  seit  iiidependante,  ou  repiesenle 
les  aceroissemcnls  simultanes  de  ccs  variables  par  A.r, 
Aj',  Az,  A«.  Si  l'ou  prend  x  pour  variable  indepen- 
dante,  ies  rappoils 

Ar        A  z         A « 

A.r         A.r         Aar 

aurout  pourliiuiles  respectives 

'Iy        dz         flu 
(Ix         (Ix        dx 

quand  Axdecroilra  indefiniment. 

28.  Lorsqne  cleux  fonctions  sont  egales  j)our  toiitcs 
les  valeurs  de  la  variable  independante^  lenrs  dijjeren- 
lielles  on  leurs  derivees  sont  egales. 

En  edet,  soieiit  u  et  p»  deux  fonetious  egales  de  .r. 
Donuoiis  ä   X  uu  aceroissement  Ar;   soient  A«  et  Ai' 


(")  La  derivee  d'une  fonction  continue  ne  pouvant  etre  nulle  ou  infi- 
jnie  que  pour  des  valeurs  parliculieres  de  la  variable,  il  en  resulte  qu'en 
{jencral  raccroissement  inliniment  pellt  d'une  fonction  est  du  memo 
ordre  que  raccroissement  de  la  variable. 
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les  accroissemcnts  correspondants  de  n  el  de  i".  on  aura 

«  -i-  A  «  =1 1-  -f-  A I' ; 
et,  comme  u  =^  w-, 

A  H  r=:  A  I', 

d'oü 

A  w         A  (' 
A.r         Ax 

Getto   equation,   avant  lieu  qiulque   pctit  qiie  soit  A.r, 
aura  lieu  enoore  ä  Ja  limite:  or  la  limiie  de  —  est  la  de- 

'  A^ 

.     ,      ,  (In      ,  ,         ,     ,.      .        1     Ac  (/(• 

nvee  de  u  ou    -  ;  de  nieme  la  Jimite  de  —  est  — :  donc 

clx  A.r  aj: 

flu         do 

-;-  =  -—      Oll      aif  :=  ac. 

La  menie  conclusion  subsiste  quand  les  deux  fonctions 
proposees  oiit  une  diilerence  constante^  car,  soit 

eil  changeant  o:  en  o:  H-  A.r,  on  a 

«H-AHi^c-f-  Ap-t-C, 

et  comme  a  =  i^  -1-  c,  on  a  encore 

hu         Ac 

^«  =  Ar-,       =^  • 

A.r         Ax 

par  suite, 
ou  cnfiu 

da  =:r  <•/(', 

c'est-ä-dire  que  clcux  fonctions  qui  ont  nnp  dijjfcrencc 
constanle  ont  la  nienic  chjjcrcnticlle. 

29.  Reciproquement ,   si  les  dißeventiellcs    du   dcux. 
fonctions  sont  t'i^alcs  enlre  clleSj  dans  un  certai/i  inier- 
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\>alle^  ces  foiicLions  aiaoiit.  dmis  cet  intevvnlle.  une  dif- 
ference  consiante. 

En  eflet,  soitj'  la  cliÜercnce  « —  i'\  et  supposons  que 

Ton  ait 

du        di> 

dx        dx 
De  rcquatiou 

on  tire 

y  -!-  Ar  =  «  -f-  A «  —  c  —  A f 

ou 

A/  =  Am  —  A«', 

Ar        Aw        Ar 
A  .r         A  X'         A  .i" 


OU  enfin,  en  passant  h  la  liniile 

dy        du        dv 
dx        dx        d.c 

.  .     .  dy  1, 

AiDsi     -est  nulle,  et  par  suite  r  est  une  constante  :  ce 

dx  '  -^ 

qu'ilfallait  demontier. 


DES    FÜKCTIOJNS    DE    FOINCTIONS. 

30.   Quand  on  a 

y  etant  elle-menie  une  fonction  de  x,f{x)^  on  dit  que  u 
est  uv\G  fonction  de  fonction  de  x. 

Pour  oLtenir  la  derivee  de  u  par  rapport  ä  x^  on  pour- 
rali  reniplacer  j  par  /(r)  dans  o  (r),  ce  qui  donnerail 

nials  il  est  possible  d'eviier  celte  Substitution.  Eu  eilet, 
on  a  requalion  identiqiie 

lit         Sn    A  }" 
Ax         1  y    A  X 
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daiis  laquelle  A.r  etaiil  raccroissenictil  de  la  vaiiaLle  in- 
tlependaiite,  Aj  et  /\u  sont  les  accroissemeiits  correspou- 
dauts  de  j''  et  de  ii.  Si  Ton  suppose  que  Ax  dimiiuie  iii- 
definimcnt,  l'egalite  ayant  toiijours  lieu  subsislera  cncore 

a  la  limite.  Or  lim  — ,  c'est  la  derivee  de  n  par  rapporl  ä 

du    ,.      ir         ,-r  I     \  .IT-       1     A  ^A       , 

X  ou  -   ,  lim—  =  / '  Lr) :  quaut  a  la  limite  de  — ?  c  est 

(l.r  \.r        •^      \     '  '    1  ^Y 

cj-'  {y)  OU  la  derivee  de  o  [y)  dans  laquelle  y  serait  coa- 
sideree  comme  variable  independante,  car  cette  limite  iie 
depend  pas  de  la  relalion  qui  existe  eiitrc  y  et  .r,  et  il 
siiflit,  pour  qu'on  Tobtienne,  que  Aj-  decroisse  jusqu' a 
zeio.  Donc 

Aiusi  /a  rlcri^ce  iVnne  foiiction  defonction  est  c^ale 
au  produit  des  deriwees  de  ces  JonctLons. 

31.    Sl  dans  requation  (i)  ou  remplace  _/( x)  par—-'. 
ou  aura 


du          ,          dy 
d.^'^^^'^dJc 

et,  parsuite, 

(2) 

du  =  ©'  (  r)  dy. 

La  differenlielle  de  la  fonclion  <^(j'),  iorsque  j'  est 
egale  a  J'[jr),  a  doue  la  meme  forme  que  s\  y  etait  la  va- 
riable independante;  mais,  dans  Tapplication,  il  faudia 
remplacer  dj  par  sa  valeur/'  (.r )  fix. 

32.  Enfin,  on  pcut  meine  encore  l'etjuation  (i)  sous 
uue  autre  forme  :  en  observant  (|iie 


on  a 

(3) 


-      et    /'{-)  =  ^p 


flu        flu   fly 
d.r.        dy   fix 
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11  ne  fallt  pas  orolre  que  cellc  equation  soit  niic  iden- 

.  .  -  (In         j 

lite;  car  elf  na  pas  la  nieme  signincation  dans  —  et  daiis 

—  ;  dans  la  premiere  expression,  dy  designe  raccioisse- 
dx 

ment  infiniment  pelit  de  j^  rogardee  comme  variable  in- 

dependante  ;  taiidis  quedans  l'autre,  <^/)^estladifferenlielle 

de  Y  consideree  comme  fonction  de  x. 

Soll  comme  exemple 

d'oü 


u  r^l^y.r-  —  er  j    =:    .r-  —  n^)^  , 

On  aura  (n°  19,  i"  et  4°) 

d.y'"  7=:  nir'"~'  dy,      dy  =  —  dx; 

\Jx- rt' 

donc 

du  =  m  {\.r- —  rt'j        =:  rn  \s/ x'  —  a- ;       xdx. 

33.   Si  Fon  a 

vz=^[h),      u^o{y),     y~f{x), 
on  anra.  d'apres  ce  qui  a  ete  demontre  precedemiiient, 
dv  =  -y  {ii)du,      du  :—  o'  (  r  )dy,      dy  ■=/"'  (x)  dx, 

donc 

de  T~.  -V  ( u '  o   {^y )  f  (.r)  dx^ 

ou,  en  divisant  par  dx^ 

(4)  •         ;-^=f '")?'(j)/'(-0' 

de  sorle  que  la  derivee  de  Ja  fonction  u  est  cgnie  an  pro- 
duit  des  derivees  des  trois  fonclions  dont  eile  est  Jorniee. 
Cette  regle  s'applique  evideniment  ä  un  nombre  quel- 
conque  de  fonclions. 
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TROISIEME  LECON. 

REGLES   DE   DIFFfiRENTIATION. 

Difierentielle  d'une  somme,  —  d"un  prodiiif,  —  d'un  qiioticnt  de  fonc- 
tions. — Differentielle  d'une  puissance, —  d'une  expression  imajinaire. 
—  Reßle  des  fonctions  composees. 


X 

=  n 

-!-(;_ 

-2, 

A 

■^ 

r  A« 

-f-  A«' 

-Az, 

Ar 

Ax 

— 

Am 

Ac 

A3 

A^ 

DIFF^RENTrELLF.    n'uNE    SOMME. 

34.  Soit 

u,  p»,  z  eiant  des  foncllons  de  x.  Changeons  xenx  -^  A.r, 
nous  aurons 

jr  -f-  Ay  =  M  -I-  A K  -(-«'  —  Ac  —  z  —■  LZj 
et  comme 


d'oii 


passant  a  la  litnite, 

dy        du        di>         dz 
dx        dx        d.r.         {Ijl 
ou  cnfin 

dy     ou      d  [u  -^  V  —  ~;  =  «"^^  +  '^Z''  —  '^•'-• 

Ainsi  1a  differentiellc  cV  an  e  soniine  de  foncllons  est  cga/c 
a  lasoninie  des  dijJvrenlieUes  de  ces  Jonclions. 

Si  Tune  des  quantites  «,  t^,  z  est  conslaiite,  eile  dispa- 
rait  dans  la  differenlielle;  c'cst  d'ailleurs  cc  qui  resulle  de 
la  pioposllion  demonlree  plus  lianl  (28),  qiic  les  diderc-n- 
tlclles  de  dcux  fcuclions  sonl  egales,  quand  ces  fonctions 
oni  unc  difleience  constante. 
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DIFFEREINTIELLE    D  LA     PROULIT. 

'So.   Soit  ä  diirereiilicr 

u  etant  uiie  fonction  de  x  ela  uiie  constaute  :  changeons 
X  en  X  -i-  Ax)  il  vicnt 

J  H-  Aj  =  ß  («  ^-  A«  , 
el  coinnie 


et,  ä  la  limite, 
ou  enfin 


cljn  (Ijc 


dy  ^^  d  [riti  ,  ^^  a  du. 


Aiusi  la  ciißerentielle  d'une  Jouction  muJtipIiee  pur 
luie  constaute  s'obtieiit  en  rnultipliant  pur  ceile  con- 
staute la  difjerenlielle  de  la  fonction, 

36.   Soit  encore 

y  --—  up ; 
Oll  en  tire 

ou,  elTectuaiil  le  pioduit, 

y  ~f-  \y  =^  UV  ~  i'Au  +-  Ulf  -+-  A«Ac; 
et  conime  j  =  liP',  on  a 

Ly  z:^  i'\u  -r-  a A p  H-  A //  A i', 


d'oü 


Ar  A  w  A  p  A « 

-^—  ^=%> h  « 1 A  i>. 

\ji-  A.r  Aj:         \x 


A  la  limite,  ^^  Ap»  devient  nul,  puisque  —  a  unc  li- 
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mite  cn  general  fiiiie,  et  que  At^  devieiit  nul :  doiic 

(ly  du  (U> 

d.T  (Ix  (l.r. 

ou  eufui 

dy  =  d[iH>)  =1  i'dn  +-  udc. 

C'esl-ä-dire  que  la  dißerentielle  du  produit,  de  deiix 
fonctions  s'ohtient  en  inullipliant  cliaque  Jonciion  j)ar 
la  dijjfcrenlielle  de  Vautre^  et  ajoutani  les  resultats. 

37.  Soit  niainlenant 

X  ~  uvz, 
on  a 

U \^ui>z)  z^  vzdic  -r-  ud  [uz],      d  [iz]  rrz  -  c/c  -4-  t'flz; 

donc 

d  [uf'z)  =  vzdii  -f-  uz(/t'  ~  nt'dz. 

Ainsi  la  dijjfereiitielle  du  produit  de  tiois  fojictions 
s^oblicnt  en  inuItipUant  la  dijjerentielle  de  chaque  fonc- 
tion  pai'  le  produit  des  untres  fonctions,  et  ajoutaiit  les 
resultats. 

Gelte  regle  est  generale.  Ainsi  Ton  aura 

d  iuvz. .  .t)  ^  vz. .  .tdii  -f-  uz.,  .tdi'  —  110 .  .    tdz-\-...-r-  ui'..  .de 

ou,  eu  divisant  par  uuz  .  .  .  r, 

d(uoz...t)        du        dl'        t/z  dt 

^ :  — _i_  _j     _  __     I  I     , 

uuz.  .  .t  U  V  z  t 

On  denionlrera  cctte  formule,  soit  direetement,  soit 
en  faisant  voir  que  si  eile  est  vraie  pourun  ceitain  nora- 
bre  de  facleurs,  eile  aura  encore  lieu  quand  on  prendra 
un  faeleur  de  plus. 

DIFFEUEKTIELLE    ULJN     QLOTIEKT. 

38.  La  diderentielle  du  quolient  de  deux  fonctions  se 
deduil  facilement  de  la  differonlielle  d'un  produit.  Soit 

// 
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Oll  eil  tire 

et,  par  suile, 

i'dy  -f- jc/c  =r  du. 

On  remplace  y  par  sa  valeur  -  cl  Tüu  obliciit 

u 

vdy  H dv  z=i  du ; 

V 

d'ou  Ton  tire 

U  !•  du  H  di> 

dy     ou      r/  -  = • 

Alnsi  la  dijjerenlielle  cVun  quotienl  est  e^ale  au  de- 
noniinateur  inulliplie  par  la  dißerentielle  du  numern- 
teur,  moins  le  nunieratciir  mulliplie  par  la  dijjcrentielle 
du  dcnominateurj  le  tout  divise  par  le  carre  du  denoini- 
fialeur. 

Oll  anive  encore  ä  cc  lesultat  par  une  melhode  plus 
directe.  Oii  a 

u  —   ^u       u 

o  -I-  Ai'  (' 

ou 

Aj  = 

et,  par  consequenl, 

Ay 

passant  ä  la  limite. 


l>  [f 

-h  A 

■  7 

Au 

Ac 

Aj: 

A:£ 

du  <-/(' 

t> u  — 

dy  d.r  dr 


dx 

OU  entin 


Si  le  numerateur  u  etait  constant,  la  difft'renlielle  d  - 


,  1     .       .     .  u  de 

se  reduiiaita 
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DIFF^IIEKTIELLE    d'l'KE    PUISSAKCE. 

39.  Soit  y  ^~  iC'\  VI  etaut  un  nombre  entier  et  posilif: 
nous  avons  vu  (37)  que 


di^ti  v: 


.  t]  T=  vz .  .  .  tdu  -\-  HZ .  .  .  tclv' 


dt. 


Supposoiis  que  les  facleurs  «,  v,  s, .  .  . ,  Law  nombre 
de //i  devieuneiit  lous  egaux;  on  aura 

d.  a'"  zzzz  iiiu'"^^  da. 

Ce  resultat  est  aussi  uiie  coiisequciice  immodlate  de  la 
rede  des  foncüons  de  fouclions.  On  sait  que  si  Fun  a 

j  ^  u[u)     et     u  --/  (.r ) , 

Oll  aura 

dy  =  t^'  [u] du ; 

ä.x"'  =1  iiix"'~^  dXi 


douc,  puisque 


ou  aura  aussi 


d.u'"  :=z  niii'"~'  du. 


\'oici  enfiu  une  troisieme  melhode.  Donnons  a  x  un 
aceroissecnent  quelconque  Ax  et  soit  U  ce  que  devient  u  5 
nous  aurous 

^   ^-  Ar  —  U"', 

et,  ä  cause  de  j^  =  u'", 

Sy  =  U'"  —  u'"  —{JJ—u]  (U'"-'  -+-  U"-^  u-\-.  .  .  -J-  «'"-' ), 

d'oü 

Ar         A » 

Ax         A.r  ^  ^ 

Si  Ton  passe  ä  la  liniitc,  U  se  confondant  alors  avec  n, 

011  a 

f/r        d/i 

—  =:  —-  X  rfiu'"~*      ou      df  ■=  mii"'"'  du. 

tlx        dx 

40.  Supposons  actuellement  (jue  lexposanl  in  devienne 
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egal  a  ime  iraclion  positive    -:  on  aura 

yr^  11^ ,      d'ou     y'i  =:  nP . 

Comme  p  eX.  q  sont  des  iiombres  enlicrs  et  positifs, 
nous  pouvons,  en  prciiant  la  dillerenlielle  des  deux  mem- 
bres,  appliquer  la  regle  precedcnle,  ce  qui  nousdoniie 


ou 
Mais 

doiic 
ou  enfin 


fjyl  dy  ^^  piiP~'  ydu. 
y1  =  iiP      et     y  ^     ii'l ., 

r 


r' V  rrr (In  . 


p  n' 
7 


d.u"^  ^^  -  11^        du . 
7 


En  remplacant  -  par  m,  nous  relrouvons  la  forniule 

d .u"'  =  mu'"~^  du. 

A\  .  Enfin,  supposonsque  /?/  =  —  ?i,  n  etaiil  d'ailleurs 
un  nouibie  enlier  ou  fiactionuaiie,  mais  posilif ;  on  a 

T 

r  =  n~"      ou      r  :=  — ; 
ii" 

par  suilc, 

d.ii"  r/!i"~^ 

^y  i^iu  ^^M 

ou  enliu 

d.u~"  :r=  —  nw'"^  du, 

ce  qui  donne  encore,  en  remplacant  —  n  par  in„ 
d.u'"  -^  //lu""'  du. 

SlLRM-  —All.,  I.  ■^ 
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Celte  formule  est  doiic  vraie,  que  l'exposant  m  soit  positif 
ou  negatif,  entier  ou  fraciionuaire. 

42.  La  meme  formule  seil  ä  cliilerenlier  les  radicaiix. 

Ainsi, 

I  I 

a  \^  u  TTz  d.u    r=  —  a  du  :=; —  . 

n  "       „—, 

"  n  \^  u  "    ' 

Dans  le  cas  particulier  oü  «  =^  2,  oti  a 

2  v« 

niFF^REJSTIELLE    d'iJ^E    EXPRESSION    IMAGI^AInE. 

43.  Onsait  que  les  expressions  imaginaires  resultant 
du  calcul  algebrique  peuvent  loujours  se  reduire  ä  la 
forme 

j  =  «  -i-  c  V  —  1  . 

Si,  commeen  Algebre,  \  — i  est  assimilee  ä  une  constanle, 
on  aura,  par  le  changement  d(?  x  eu  r  -f-  Ax. 


et  comme 


y  =  u^P\/  —  1, 
011  aura 

A_x  ^Aw-i-Acv'  —  * 
d'oü 

Sj         A  K         A  (' 


Ax        Aj:        A'- 


et,  a  la  limile, 


r/)^         r/u         (li>    , ■ 

dx        (Ix        dx 


ou  eiiiiu 


(ly     ou     <f  ( «  -J-  f  V  —  '  j  =^  <■'"  -f-  f/f'  s  —  I . 
Äinsila  differeutielle  d'uue  expression  imaginaire  s'ob- 
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tient  comme  celle  d'une   somme,  poui'vu  toutefois  que 
l'on  traite  V  —  x  comme  un  facteur  constant. 


APPLICATIOAS. 

44.  Les  regles  precedentes  suffisent  pour  differenlicr 
loutes  les  fonctions  algebriques  explicites. 
i°  Soit  d'abord 

,     -       c 

r  ^  n  -^  0  \x • 

X 

Pour  differentier  celte  fouclioii,  on  la  met  sous  la  forme 

j"  =  ö  -f-  i.r "  —  cx~', 
et  Tun  obiient 

1  -i  hflx  rdr 

dy  =  —  üa    •*  dx  -{-  cx~-dx  = -_=  H ; 

2  2  \^x         ^' 

d'oü  Ton  lire 

dr  f>  r 

''•^        2  \x        ^' 

h  r  (• 

y  j;'         X\j'x  ^ 

JOXX 


y  =z  a  -+-  bx    ^  —  ex    *  +  ex~ '. 


Differenliant,  un  a 


'ly 

/ 

2,  -1 

3^"      -^ 

4     --             \ 

—  ex    '  —  aex~^  j  < 

/ 

2Ä 

-  ■                       -4— 

^"     '"'V/x 

3   ^^ 

3  JT  y*  X- 

d'üü  euüa 

r/r 

lb 

4c            le 

^  ~ 

'6xsjx'^ 

"^3^'J/.r         •^' 

30 

y  =  {^- 

4-  ix"j". 

Posons 

a  H-  hx"  =  u ; 

36 
on  a 

par  suile, 

Or 

donc 


COUnS    D  AKALYSE. 

y  =  «'" ; 

dy  z=z  niu"'~'  du. 
da  r:=  iibx"'~^  dx\ 


dy  ■=!  mnb  ' a  ~t-  bx")"''  '  x"~^  dx . 

4o.  Nous  allons  montier  maintenanl  commcnl  le  cal- 
cul  difrerenliel  s'applique  ä  la  determination  de  courbes 
jouissant  de  proprieles  doniiees. 

i"  Trouver  une  coiirhe  teile,  que  la  sous-normalc  INP 
ait^  pour  chaque  point,  une  longueiu-  constante  a. 

On  aura,  ensupposant  les  coordonnees  rectangulaires- 

KP  — MPXtangPMN. 
Mais 

dy 


MP=:j-,      lang  PMN  =  lang  MTN: 


dx 


Fig.  5. 


NP==J 


dy 

dx 


.A 


II  faudra  donc  poser 


dx 


De  lä  on  lire 

ou 

Or 

et 

donc 


ydy  --  adx, 
:ty  dy  z:^  ladx, 
:iydy=zd{y^) 
Q.adx  =  d  {2.ax); 
d[y'')  =  d[iux). 
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IMais  deux  fonclloiis  qui  ont  la  ineme  differenlielle  ne 
pcuveni  differer  que  par  une  constante  (29)  :  donc,  e.u 
appelantc  une  constante  arbitraire,  on  a  pour  1  eqnation 
du  Heu 

Cctte  equation  represente  toutes  les  parubolcs  (jui  ont 
le  meme  parameire  2«,  et  pour  axe  cominun  Taxe  des  x. 

2"  Tiouver  une  courhe  clont.  la  sous-norinale  soit  unr 
piiissaiice  donnee  de  Vabscisse. 

On  aura 


dx  2  ///  -r-  1 


d\ 


9. 

Y'  = •X'"'^'    -+-  C. 

•^  m  -f-    I 

3"   Ti Oliver  une  courbc  dont  la  sous-tangente  PT  soit 
en  raison  inverse  de  Vordonnee. 

Puisquc  l'on  a  FT  ^  iMP  cotMTP  =  — ,    la  courbe 

*■  äjr 


cherche'e  a  pour  equation  differenlielle 

ZI 
d 

On  liie  de  cctte  dquation 


jrdx        n^ 


ä-  (ly 
dx  =  — - 


Or 

n-  dr 


doi 


r 

— 

— 

■'■js 

y 

X  rrr 

— 

J 

-f-c, 

xy  —   cy  ^=  —  fi  . 


Le  lieu  est  une  byperbole  equilatere  qui  a  pour  asyni- 
ptütes  l'axe  des  x  et  une  parallele  ä  Taxe  des  j'. 
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4"  Sl  Ton  clierche  la  courhe  dont  In  iioruiale^lN  est 
constante,  il  faudra  poser  {fig-  5.  p.  36) 


d'oü 
et 

d'oü 
et  enfiii 


;  ;  y-dy- 

MP    -f-INP    =j=  +  =^^^=ö'5 


y4r 


dx 


cix  ^=  — 


\a-—y^ 


—  V«'  —  j'  +  <^» 


(x— c)=-Hj= 


La  couibo  clierchee  est  un  cercle  dont  le  ravon  est  ö 
et  dont  Ic  centre  est  sur  Taxe  des  x. 

DIFFERENTIATION    DES    FONCTIONS    C0.MP0S6ES. 

46.  Apres  avoir  difft;renlie  une  fonction  d'une  variable 
independanle,  nous  allons  apprendre  ä  differentier  une 
fonction  composee  de  plusieurs  fonctions  de  celte  va- 
riable, et  d  abord  de  deux.  Ainsi,  soit 

u  el  V  elant  deux  fonctions  de  la  variable  independanle; 
lorsque  x  devient  x  -t-  Ax,  Ics  quantites  //,  i^,  y  devien- 
nent  rcspeclivcment  u~-Au,  i^ -{- Ai\  j'-l-Aj-.  Mais, 
au  lieu  de  clianger  ä  la  fois  //  en  ii  -\-  Au,  el  p*  en  p"  -f-  Ai' 
daiis  J'{u,u),  il  revicnt  au  meine  d'effecluer  ces  deux 
cbangemenls  Tun  apres  Tautre.  Ainsi,  l'ou  remplaccra 
d'abord  ii  -h  A«,  en  conservant  a  i^  sa  valeur  actuelle, 
d'oü  resultera  poury  laccroissement 

/(«  -f-  A«,  <')  —f[u,v). 
Divisoiis  Celle  differenccpar  A«,  el  passonsä  la  limite, 
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en  reffardant  i'  comme  invariable.  Oii  aura 


^ö' 


lim  — ^^ =  ; =-  o  [u.  V). 

A  U  tili 

Oll  aurait,  de  meine 

/(»,  o  +  Ar;  —  f{u,v]_d/{,Kv] 

lim — —  V  ;"» •  J ' 

Ac  civ  ^ 

donc,  en  representant  par  a  iine  fonclion  qui  s'evanonit 
avec  Au,  qucl  que  soit  t',  et  par  o  une  fonction  qui  s'e- 
vanouit  avec  Ai',  qiiel  que  soit  z/,  on  a 

(1)  /(«  H-  A«,  (')    — /(«,  c)=:[(p     U,v)-+-u]Sl(, 

(2)  /(«,<•  + Ap)  —f{u,i')  =  [6{u,v)  H-S]A<'. 
Changeant  ii  en  u  -+-  A«  dans  requalion  (.2),  il  vient 

)  /(«  +  A«,('  + A.')— /(«  + A«,  P) 

6'  designant  ce  que  devient  o   quand  ou  y  cliange  11  en 
it  -f-  Ai/,  et  s'annulant  comnie  o  en  menie  teinps  que  Au. 
Ajoutant  maintenanl  les  equations  (i)  et  (3)  uiembre 
a  meinbi'e  et  divisant  par  Ax,  on  a 

_/(//  -i-  A«,  ('  -+-  Ac)  — /^(«.  (') 
A.r 

A  M  r        ,  ,  n   ^  «-' 

'■'  ^     '    ^  -■  A^        L  •  ^  -         '  ^  A^' 

ce  qui  devient,  ä  la  limite, 


dy  rr^  o  [u,  c)  du  -h  ijj  (h,  v)  di>. 


OU  e 


nfiu 


(4)  r/j=  j^./„H-4-./.. 

II  faul  observer  que,  dans  les  derivees  partielles  — -  et  — » 
*  ^  au       ät> 
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les  variables  u  et  p"  doivent  eire  considerees  coninie  inde- 
pendautes,  tandis  que,  dans  les  facteurs  du  et  <7i'  qui 
muliiplient  ces  derivees,  on  doil  legarder  u  et  i^  comme 
des  fonotions  de  x. 

47.  Une  formule  analogue  ä  la  forniiile  preccdente  a 
lieu  pour  une  fonctioii  composee  dun  plus  grand  noinbre 
de  fonctions  de  la  variable  independante.  Ainsi,  soit 

Ona 

Aj  =  /(  u  H-  All,  0  -\-  Ar,  3  -J-  Az)  — ./"('",  '',  z). 

SJ  Ion  pose 

iiu  dv  dz, 

on  aura,  d'apres  les  considerations  qui  precedent, 

( 1 )  f[u  -f-  Aw,  (',  z    — /,«,  ^,  2)  =  [?("»  •■>  ^)  -^  «]  '^"j 

(2)  /(«,  c  H-  Ar,  z    —  j   ti^  »',  z)  =  [-^  ^w,  <',z)  -+-6]  Ac, 
(3j     /;>/,  f,  2  +  Az)  —f{ii,v,z)z=i  |7_(«,r,  z)  -l-7]Az. 

Faisant  varier  «  dans  Tequation  (  2  i,  on  a 

/(«  +  Am,  c  4-  At',  z";  ^  f[ii  -~  A«,  t^,  z) 


(4 

^~^'  \        =  f-^  (/<-}- A/^<■,^; -^  e']A.'. 

Faisant  vaiicr  u  et  p»  dans  l'equatlon  (3),  on  a 

(  /(«  -r-  A//,  ('  -L  A(^,  Z  +  Az)  — f[u  -!-  A«,  «'  -I-  Ai',  z) 

( 5 ) 

^    '     I         =  [;j  (m -^  A«,«» -h  Ac,  z) +  7'jAz. 

Ajoulant  les  equalions  (i),  (4)  et  (5)  membre  ä  mcm- 
bre,  et  divisani  par  Ax,  il  vieiit 

A  >'  Ah  ,  A <' 

—  -  z=z[o  in,  f,  z    +  al \-\-l  'u  -h  Aw,  i',  z]  -f-  o' 1  — - 

Az 

"^  [x("  "^  A«,  i>  -{-  Ac,  z)  4-7']  —  > 

et,  ;i  la  limile,  on  a 

f/y  ,  flu        ,  ,  ,  cA'  ,  r/z 
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Oll  enfin 

(6)  dy^'^du  +  ^d.+  ifdz. 

'  -^        du  dv  dz 

De  lä  on  pcut  coiiclure  en  general  que  la  differentielle 
(l\me  fonction  j ^  composce  (i'un  nombre  quclcoiique 
de  fonclions  de  la  variable  independante,  s'ohlicnl  en 
prenant  successwemejit  la  differentielle  de  lafoncüonj\ 
par  rapport.  ä  chaqiie  fonction  de  la  'variable  indepen- 
dante, dans  laqnelle  cette  variable  seule  serait  snppo- 
see  varier,  et  ajoutant  toutes  ces  differenlielles . 

Cette  regle  comprend  comme  cas  parliculicrs  toiilcs 
les  precedentes  sur  une  sonimc,  une  difference,  im  pro- 
duit,.  .  .  de  fonctions. 

EXERCICES. 

1 .  X  =  x^  [a-  -\- x' ]  sjcr  —  J. - ,     dy  =-- x dx. 

\/a'  —  x^ 

3(7  —  ix^J  xdx 

2.  y  ■  


Y  «  —  X 


3.  y=.f[o-\-x\  dy~  f'[a^x)d.i. 

4.  y  =f[a-^-bx^]^  dy  ^  if  [a -\- bx'')  bx dx . 

I    -  f a-\-x 

6-  y  =  --2f 


x^J  \b-xj' 

dx. 
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QUATRIEME  LECON. 

o 

NOTIONS    SUR   LES   SERIES. 

Definitions.  —  Theoremes  sur  la  converjjence  des  series.  —  Application  h 

/  '  Y' 

des  exemples.  —  Limite  de  {  i  h • 

\         mj 


DÄFIKITIONS. 

48.  Avant  de  passer  ä  la  differentiation  des  fonclions 
iraiisceiidantes,  il  est  necessaire  d'elablir  quelques  iio- 
lions  sur  les  series. 

Uiie  Serie  est  une  suite  composee  dun  nombre  infini 
de  termes  formes  tous  d' apres  une  loi  determinee.  On 
represenie  ordinairement  par  S„  la  somme  des  n  pre- 
miers  termes  d'une  Serie.  Ainsi,  //j,  lu,  u^--  ••■!"«  de- 
signant  los  termes  successifs  de  la  serie,  ä  pariir  du 
premier,  on  pose 

S„  r-z  U,  -i-  U-i  -\-  U3  -\-  .  .  .  -\-  U„. 

Si,  ä  pariir  d'une  valeur  de  n  suiTisamment  grande, 
S„  approche  indefiniment  d'une  limite  fiiiie  et  determinee, 
quand  on  prend  n  de  plus  en  plus  grand,  on  dit  que  la 
Serie  est  convergenle,  et  la  limite  S  vers  laquelle  eile 
tend  est  appelee  la  soinnie  de  la  serie.  La  difference 
S  —  S„ ,  que  Ion  designe  par  Tl„ ,  se  nomme  le  restc  de 
la  serie.  On  a  donc,  par  defmition, 

R„=:S  — S„,       Oll      S=:S„H-R„. 

Si  la  somme  des  n  premiers  termes  n'approche  pas  in 
delinimenl  d'une  limite  ?i\c^  quand  «  augmente  indefini- 
ment, la  serie  est  divergente. 

Une  des  series  les  plus  simples  est  la  progression  geo- 
mctriquc 

a,      ah;      ak-,      öA',...,      o/.""',.... 
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Cctte  Serie  est  conver£;ente,  lorsquc  la  raison  Ä  est  plus 
potite  que  l'unite.  En  cßet,  on  a,  quol  que  soit  /., 

all  —  /,") 


S„=  a  -+-  a/i  -h  ak''  -!-...-]-  ak"~'  = 

ak" 


S„  = 

I  —  /•         i~  k 

Ur,  si  Ja  raison  k  est  nioindre  que  J  unilc^  • j  peiil 

(Icvenir  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  des  lors ^  est  la 

iimile  vers  laquelle  tend  S„.  Si,  au  contraire,  on  a  Ä:^  i;, 

\-\  quantite ,  peut  surpasser  touie  grandeur  donnee, 

et  la  Serie  est  divergente,  il  en  est  de  menie  si  A  =:r  i. 

THEOREMES    SUIl    I.A    CONVERGE^CE    DES    S^RIES. 

49.  La  somme  d'une  serie  convergente  est  une  quan- 
tite deterniine'e  qui  souvent  n'cst  pas  susceplible  dune 
autre  expression  :  eile  peut  etre  cmployee  dans  le  calcul 
coninu'  une  fonction  des  leltres  qu'elle  renferme.  II  est 
donc  iniporlanl  de  savoir  si  une  serie  est  convergente. 
Yoyons  donc  coniment  on  pourra  reconnailre  ce  carac- 
leie, 

Pour  qu'une  serie  soit  convergente,  la  condition  ne- 
ccssaire  et  sitjfisante  consiste  en  cc  que  la  sonuiie  fV lui 
iioinhre  quelconque  de  termes  au.  delä  da  /z'^'"',  ;/„,  soii 
(lussipetiteque  Von  voudra,  sin  est  sujjfisamjnent grand. 
C'etie  condition  est  iiecessaire  puisque,  les  deux  sommes 
S„  et  S„4_,  devani  converger  vers  la  meme  limite  lorsqne  77 
ept  de  plus  en  plus  grand,  leur  dilTerencc  doit  lendre 
vers  zero.  Elle  est  süffisante,  car  si  la  somme 

est  comprise  entre  —  £  et  -h  £,  S„+,  sera  comprise  entre 
S,„. —  s  et  S„  -4-  c,  quanlites  qui  sc  rapprocheront  de  plus 
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eil  plus  a  mcsure  que  n  augmentera,  i  reslant  le  meme, 
mais  pouvant  cVailleurs  etre  suppose  aussi  grancl  qu'on 
voiidra. 

oO.  De  celte  proposilioa  resulle  la  suivanle  :  quVi  par- 
lir  cVun  terine  m„,  n  elant  assez  grand ,  les  termes  doi- 
\'eiit  finir  par  deveniv  plus  petits  que  toule  quaiiLilc 
(lonuee.  Mais  cetle  condition,  qui  est  iiecessaiie,  ii'est 
pas  suflisanle.  Ainsi  Texemple  ci-dessous, 

I        r       1  II  I  I 

IH H-  +  7  -+-.  .  .-1 \ 1 h.  .  .H i-..., 

"i.       6       \  n       n  ^  \        n  -^1  in 

ollVe  une  serie  dans  laquelle  cctte  condition  est  evidem- 
ment  remplie,  mais  qui  neanmoins  n  est  pas  convergente, 
car,  en  groupanl  les  termes  comme  il  suit, 


I  1 

l-u-i 

V             /    T              I              1 

■^ 

-(^- 

•+7ti)-^(iV"^- 

I 

on  voltque  eiiacune  des  sommes  renfermees  entre  paren- 
thesesest  plus  grandeque -»  et,  comme  il  yena  une  infi- 
nite, la  Serie  a  necessairement  une  somme  inilnie. 

iil.  En  generale  pour  recoiinaitre  si  une  serie  est  con- 
vergente, on  compare  ses  termes,  ä  partir  d'un  certain 
rang,  ä  ceux  d'une  autre  serie  qu'on  sait  etre  conver- 
gente, ets'il  arrive  que  les  termes  de  lapremiere  soicnt 
inferieurs  ou  au  plus  egaux  ä  ceux  de  la  secondc,  alors 
celte  preniiere  serie  est  convergente.  On  pcut  se  dispen- 
ser de  comparer  les  premiers  termes. 

En  comparant  une  serie  a  une  progrcssion  geome- 
trique-,  on  est  conduit  aux  theoremes  suivants. 

52.  THrLoREME  I.  —  Une  scric  dont  tous  les  termes, 
ou  flu  ninins  les  termes  tres-eloignes ,  sont  posilijs,  est 
convergente  si\  apailir  d\in  certain  ternie,  le  rnpport 
dun  lernte  qnclcunquc  au  preccdent  est  plus  pclil  quun 
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jionihre  determind  k,  qiii  est  lui-menie  plus  petit  que 
liinite. 

Ainsl,  supposons  qu'ä  parlir  de  ?/„  celte  condilion  soit 
remplie.  On  aura,  nt  elant  plus  grand  que  «, 

et  rt  fortiori 
de  memo, 

on  aura  donc 
Donc 


Or 


I  —  /■ 


est  une  quanlite  ünie,  quelque  grand  que  soit  /,  pniscju'on 
suppose  k  moindre  que  ij  d'ailleurs  u„,  <^h"'~"ii,^  peut 
devenir  plus  pelil  que  loute  quantite  donnee,  en  picnant 
ni  assez  grand ;  par  suile,  le  resle  u,„+i  H-  ",„_^2  H- . . .  -h  //„,+, 
peut  devenir  inlerieur  a  tout  ce  que  Ton  voudra,  en  pre- 
iiant  in  suffisammcnt  grand.  Doue  la  serie  est  conver- 
gente. 

Au  contraire,  la  serie  est  divergente  si  Ton  a  k  plus 
grand  que  i . 

Efreclivement,  si  a  partir  de  //„cette  condition  est  rem- 
plie, les  termes  deviennent  de  plus  en  plus  grancJs. 

53.  Theoreme  IL  —  Unc  serie  a  termes  posilijs  est 
coiivergentej  si,  ä  parlir  d' an  ccrlai/i  terine,  on  a  cun- 
itaniinent 

>  u ,  <  A  <r  I . 
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Ell  effet.  on  aura,  d'apres  cetle  conditlon. 


h 


ou  Dien 


4-  «„+,  <  A" 


I  —  /.• 


doü  Ton  conclul,  comnie  precedemment,  que  la  seric  est 
convergenle. 

Au  coniraire,  la  serie  est  divergente,  si  Ton  a  toujours, 
ä  partir  d'un  cerlain  terine. 

V  "u  ^  /.  >  I  . 

Et,  en  effet,  comine  de  lä  on  deduit  //„^A",  il  seiisuit 
qu'en  prenant  n  suffisamment  grand.  (/„,  Gl  ä  fortiori 
le  reste  de  la  suite,  sera  plus  grand  que  toule  fjuantilc 
donnee  (oü). 

oi.  Oll  a  supposc  jusqu'ä  present  que  tous  les  lei'ines 
de  la  Serie,  ou  du  nioins  les  termes  tres-eloignes,  etaieut 
positifs.  Soit  maiiitcnant  une  serie  doiit  les  termes  aient 
des  sigiies  quelcoiiques. 

Si  la  uouvelle  serie  quon  obtient  en  prenant  positive- 
ment  tous  les  termes  au  dela  d  uu  certain  rang  est  cou- 
vergente,  la  serie  proposee  le  sera  aussi.  Effectivement, 
le  reste  de  la  serie  donnee  a  une  valeur  absolue  moindre 
que  le  reste  de  la  serie  iransformee:  par  consequent,  il 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantite  donnee. 

Celle  condiüonde  couvergence  est  süffisante,  mais  non 
pas  necessaire. 

oo.  Theoreme  111.  —  Une  serie  est  convergente  quand 
les  termes  eloignes  soiit' alternativcnicnt  positijs  et  iic~ 
galijs,  et  \)0iit  en  decrLissant  indcjininient . 

En  effet,  admettons  que  cetle  loi  se  verifie,  dans  la  serie 

//,    -i-    £^2   -+-   «3    H-  •••+''"  -1-1    ■+"    ".<  +.'   "T-   "n  -t-;,    +...-<-    ''^    -f    ...    . 

ä  partir  du   terme    Un-^\  que  uous   supposerons  posilil. 
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Appelons  U„+i,  U,,^,,  U„+3,  etc.,  la  valeur  absolue  des 
lernies  //„+i-,  "„+25  ";,+3j  etc.  On  aura,  p  eianf  ,>  //, 

s,,  =  S„  +  (U,,^,  -  U„+.)  -f-  vU„+3  -  U„+, )  4-  . .  .  , 

et,  par  suite, 

s^>s„. 

On  a  aussi 

S^,  =  S„  +  U„+,  -  (U„+..,  -  U„+3)  —  (U,,^,  -  U,,,.,'' .... 
Sous  cette  forme,  on  voit  quo 

S^<S„-^U„.,; 

donc  on  a 

S„  <  Sp  <  s„  +  u„+, . 

Donc  Sp  est  toujours  compris  entre  S„  etS„-hU„^_,,  et 
comme  L„4.i  peut  devenir  aussi  pelit  qua  l'on  voudra,  la 
Serie  est  convergente. 

56.  On  considere  quclquefois,  dans  le  calcul,  des  sei  ies 
imaginaires  de  la  forme 

(tt,  +i',  V' — I  j  -+- ( «j -+- "2  V — 1  )-!-...  +  («„  -T-f,,  v' — 1}  +  --.. 
Une  pareille  suite  sera  convergente, ,si  Ies  deux  sommes 
« ,  -t-  ?/.,  -I-  «3  -f-  . . .  -1-  //„  H-  .  .  .  ,      »'i  -:-  «'..  H-  ('3  -i-  .  - .  H-  i'„  -f- . . . , 
sont  clles-memes  des  series  convergentes. 

6tcbe  de  quelques  s6uies. 

57.  Nous  allons  appliquer  Ies  regles  precedentes  ä  quel- 
ques exemples. 


I"      I  +  X  -i 


1.2  1.2.3  1.2.3...« 

Cette  Serie  est  convergente,  quel  que  soit  x.  En  effet, 
on  a 

^  I .2.3. . .p 
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et  aussi 
d'ou 
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.rP-' 


I  .2  .  O  .  .  .  (/3  —  I  ) 


"p  ~  p 

Oll  voit  par  lä  que  le  rapporl  d'un  ternic  au  prt'cedeat 
finira  loujours  par  devenir  plus  petit  que  toul  ce  que  l'on 
voudra,  et,  par  consequent,  plus  petit  qu'une  fraciion 
quelconquc  A.  Donc  la  serie  est  convergente,  et  cela  quejc 
soit  posilif  ou  negalif. 

On  peut  savoir  quel  est,  dans  cette  serie,  le  plus  grand 
terme  pour  uue  valeur  donnee  ä  x. 

Supposons  que  l'ou  ait 

i  <'x  <^  i  -^-  \  : 
le  plus  grand  terme  sera 


1.2.3...? 

En  effel,  on  peut  mettre  cc  terme  sous  la  forme  d'un 
produit 

X         X         .r  X 

12  3  l 

compose  de  facteurs  plus  grands  que  i  :  tous  les  termes 
prccedenls  sont  moindres,  puisqu'on  les  obticut  cn  siip- 
primaut  dans  celui-ci  un  cerlain  nonibre  de  facteurs  plus 
grands  (|ue  i  ;  tous  les  icrmes  suivants  sont  aussi  moin- 
dres, puisqu'on  les  oblicnten  multipliant  celui  que  nous 

JT.  nr. 

venons  d'ecrire  par  des  facteurs  ,  ■>  •  •  •  •>  moin- 

^  i  -f-  I       /  -f-  2 

dres  que  l'unile. 

et  qu'on  veuille 


Supposons  qu'on  s'arrete  a 

oir  une  limite  superiei 

("     ./• 

ß«  '— —     — — 

i  .  j..  .    n  \_n  -H  I 


1.1.6. 
avoir  une  limite  superieure  du  reste  W.^.  On  aura 


')l«  -^2j 
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d'oü 

.r"  r      X  .r'  r^  I 

r .  2  .  . . «  L  /?  -f-  I  (  «  -h  I  )^         (  «  -r-  I  /  _i 

ou,  en  supposant  «  H-  i  ^>  jr, 

.r"  ^ 

R„  < , 

1.2...//     «  -f-  I   —  JC 

OU,  enfin, 
R«< 


1.2...«     rt  -r-  I  —  X 

2°  Lcs  differents  tennes  de  la  sen'e 


.r  cos.r  H COS2X 

1  . 2 


sont  plus  petils  que  ceux  de  la  serie  pit'cedcnte.   Donc 
la  nouvelle  serie  est  couvcrgenle  a  plus  forte  raison. 


3"  f  +  ü  +  :L 

I  2  6 


Oii  a,  daiis  cct  exemplo, 


n  ~\-  I 


Comme  ce  rapporl  teiid  vers  x  a  mesure  que  n  aug- 
niente,  il  en  resulle  que  la  serie  est  convergenle  pour  les 
valeurs  de  x  comprises  entrc  —  i  et  -i-  i . 

Ou  arrive  ä  la  menie  conclusioii  en  appliquant  le  sc- 
cond  tbeoreme  (S3). 

On  peut  facilement  trouver  une  limite  superieurc  du 
roste  R„.  En  effet,  on  a 


,,'1+1  ,^-1-2 


«  -i-  I  //  -f-  2  ^  /^  H_  I    V     ^       ^  / ' 

ou,  puisqne  x  est  moindre  que  i , 

//  -i-  I     I  —  :z. 
Stirm.  —.hl.,  I.  A 
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ni  {  m  —  I ) 


X- 


1  .2 


1.2.../» 

Oll  a,  dans  cet  exemple. 


llp  "        p 


Si  X  est  moiiidre  que  runile  et  posilif,  les  lermes 
linissenl  loujours,  quaiid  p  est  suffisamment  grand,  par 
deveiiir  alternativement  posilifs  et  negatifs,  et  par  de- 
croitre  indetiniment.  Donc  alors  la  serie  est  convergente. 
Elle  Test  encore  si  Ton  aa:<^o  et  que  sa  valeur  absolue 

soit  plus  petite  que  i  ^  car,  daus  ce  cas,  le  rappori  — ^— 

llp 

ßnit  toujours  par  elre,  en  valeur  absolue,  coustamment 

plus  pelit  qu'unefraction  quelconque  k  plus  grande  que  x. 

Si  X,  posilif  ou  negatif,  est  plus  grand  que  i,  la  seiie  est 

T  fni  -hl  \        /-    . 

divergente,  car  ( 1  ]  x  tinit  toujours  par  surpas- 

ser  I. 

5**  La  serie 

III  .  I 

^  '  2'"       i'"       4'"  p""      [p^T 

est  divergente  pour  m^=^i    ou  m  <:^  i ,  et  convergente 
pour  ni^  I . 

En  effct,  quand  /«  =  t ,  on  a 

I        I        I 

(2)  I-f h   .7  -t-T  -^•.., 

^    ^  2         ö         4 

Serie  dont  la  divcrgence  a  ete  demonlree  (50). 

Quand  m  est  <^  i ,  la  serie  (i)  est  ä  plus  forte  raison 
divergente,  puisque  &es  termes  sont  plus  grauds  que  les 
termes  coirespondants  de  la  serie  (2). 
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Soit  ensuite  m  "  >  i .  On  a 


Ce  rapport,  quoique  constammentplus  petit  que  l'unite, 
finira  loujours  par  cn  approclier  autant  qu'on  voiidra. 
On  iie  peut  donc  pas  appliquer  lepieniier  tlieoreme  (52), 
mais  Oll  demoiitre  la  convergence  de  la  serie  pour  ni  ^  i 
en  groupant  les  termes  de  la  maniere  suivanle  : 

I  4- ( -'    +  75^) -(- (  7^+^  +  ,!- +— ) +(  r;^-+-..  .-I- -*- W  •••, 

^a"      i"'j      \4"'     5'"     6'"     7"'/      \8"'  i5"V         ' 

d'oü  Ton  conclut  que  la  somme  des  termes  est  inoindre 
que 

2  4  8 

2 "         4  o 

c'est-ä-dire  inoindre  c[ue  la  somine  de  la  progress'on  geo- 
inetrique  decroissaiile 


I  I  I 

I 


2'"-'      4"-'     b"'-' 

6''  Si  dans  la  serie 


i-\ h 


1        1.2        1.2.3    '■■■       1.2.3...« 

on  fail 

a:  =  Ig 

on  obtient  la  serie  numerique 

III  I 


1.2        1.2.3        1.2.3.4  '       1.2.3...« 

sei ie  convergente,  puisqu'elle  est  un  cas  particuJier  d'une 
serie  qui  est  convergente,  quel  que  soit  x.  On  en  repre- 
sente  la  somnxe  par  la  lettre  e, 

4. 
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Le  noinbie  e  csl  coinpris  enlie  2  ei  3 ;  car  on  a  evi- 

demmtnt 

e>  2 

et 

^  X  I  T  I 

<?  <  2  H 1- 1 ;- . . .  H — ■  +  ■ . . 

2       2.2       2.2.2  2 ' 

ou 

II  estfacilede  trouvcr  unelimite  superieure  du  resleT{„ 
de  la  Serie,  ou  de  la  somine 


i  .1 .3  .  .  .n  [ri  -r  i  j        I  .  2 .  3  ...//(«  -i-  I y ;//-:-  2 ) 
car  011  a 

1  /        T  I  I 

I  .2.3.  .  .//  \ /^ -,- I         («-T-I;-        ^n-T-1)'^ 

OU 

_  I  I 

X 


1.2.3...//        u 


On  voit  que  la  convergence  est  tres-rapide.  Los  onze 
preniicrs  terraes  doiinenl  en  effei  e  =  2,7182818,  valeui- 
approchee  ä  un  dix-milliouienie  pres. 
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V       '"/ 

58.   Le  nojubre  e  est  la  liniitc  vers  lagiifillp  le/ul  In 

auanüle  '  i-{ ]    quaiid  m  croiL  indcfinimenl. 

'  \  III  j     '  ^ 

Supposcjiis  d'aljoid  ui  eutier  etposilif.  Üu  a 

I  \ '"  I  in  hl)  —  II      I 

l  -\ I     =  I  -I-  /»  • h • h  .  . 

m  I  m  1.2  III  ■ 

III ! m  —  \) .  .  .' III  —  n  -\~  \^      I 

1  . 2 .  i  .  .  .  a  in" 
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CR  qii'on  peilt  t'crire 


1.2  1.2.3 

I  \     /  2 


ni 


1.2.3...« 

Les  termcs  de  ce  developpement  au  nombre  de  m  soiu 
toiis,  a  partir  du  secoiid,  plus  petits  que  les  lermes  de 
meme  rang  dansla  sen'equi  represente  !e  nond)ree,  elils 

augnientent  avec  m,  d'oü  il  suit  que  1  iH augmenie 

avec  /?/,  cn  rcstani  toujours  <^c.  Les  numerateuis.  des 
premiers  lermes,  qui  sont 


I I  '  I  — 

in 


approchentindefinimenl  de  ruuile,  quand  m  cioit  juscju'ä 
linfinl:  et,  par  consequent,  ces  lermes  icndent  ä  devenir 
egaux  a  ceux  de  la  serie  e.  Mais  il  n'en  est  pas  de  meine 
pour  les  lermes  tres-eloignes,  car  si,  parexemple,  n — i 

etait    la    moilie   de   m,    le    facteur    i -,   dans    le 

m 

n'""'  terme,  serait  ->  et  le  numerateur  de  ce  terme  si^rait 

<^  -•  Cependant,  en  prenant  /?i  tres-grand,  et  negligeant 

dans  les  deux  series  les  termes  tres-eloignes  qui  fönt  une 
tres-petite  somme,  on  concoit  que  l'une  des  series  dif- 

fere  infiniment  peu  de  Tautre,  et  qu'ainsi  (  iH |     doit 

s'approclier  indefiniment  de  e.. 

S9.   Au  surplus,  en  voici  la  demonstration  tres-rigou- 
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rt'use.  En  s'arretant  au  n'^""  lerme,  on  a 


iV>.    '    "' 


<ii         \         in  j    \  ni  I 

1.2,3 

■.  in  I   \  m )         \  in     I 

1.2.3    . .n 

Quelque  graiid  que  soit  n^  on  peut  prendre  le  nombre 
771,  qui  cstindependant  de  7Z,  tellement  grand,  que  le  iiu- 
nierateur 


I  — 


///  j   \         m )  \  m     j 


qui  est  inferleur    ä  l'unite,  surpasse   i  —  £,   ;  etant  un 
nombre   delermine   aussi    petit    qu'on    voudra.    Car   ce 


'/  —  I 


numerateur  etanl  plus  grand  que     i )      •>  il  suf- 

lira  de  poser 

/         /?  —  I  \ "- ' 

I >i 

\  in     ) 

d'oü  Ton  tire 

n  T 


n— 1/ 


n — 1/ 
I—       v/I—  £ 

Älors,  dans  le  developpement  de  (  i  H )   ,  les  numera- 

\  m  j 

teurs  des  lermes  jus(|u'au  n'"""  etant  tous  ^>  i  —  e,  oii 
aura,  en  les  rcmplacant  par  i —  ;  et  negligeant  les  termes 
qui  suivent  le  n'''"\ 

/n-  — )'">  2-)- (i  — £•;,'  — 


)    >2-)-{l  — £) ! -. 

/  \ I . 2  1.2.3 


et  rt  fortiori 


['-^) 


2  -J- 


1.2  1.2.3  1.2.3...« 
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puisque  la  somme 

I              I                               I 

-j-                                „       -t-   .     •     :    -\-                               « 

1.2            1.2.3                            1.2.0...« 

(qui  multiplie  s)  est 

<-H --{-...      OU      <!. 

2           2.2 

Ol)  ad'ailleurs  (57,  6^) 

^      ,      I      ,           ,            I            ,            I 

I 

ff  <-^^  2  -f-            — !- .  .  .    i                               ! 

1.2                            1.2.0.../2           I.2.O.. 

../in 

DD 


Ayant  ainsi  deux  quantites  qui  renferment  enlre  elles 
e  et  (  1  H ]   y  on  aura,  en  comparant  les  differences, 


et  comme  on  peut  supposcr  ii  aussi  grand  et  £  aussi  petit 
quon  veut,  en  faisant  croitre  m  ä  Tinfini,  on  voit  que  e 

est  la  liraite  vei-s  laquelle  tend  (  H 

60.  On  obtient  la  merne  liinite  qiiand  m  cesse  d'elre 
un  noinbre  entier.  Dans  ce  cas,  ni  tombe  entre  deux  en- 
tiers  conseculifs  p  et  p  -h  i  ^  et  l'on  a 


on 


et 


<■ 


< 


PJ 

et     >(^ 

I   \p 

l-\ 

p-^-^l 

])'■{ 

PJ 

I 

V^'  ( 

T        \ 

p  -^I 

p^\l 

Quand  m  croil,  ces  deux  quantites,  enlre  lesquelles  la 
valeur  de  !  i  H — ■  |  est  toujours  comprise,  tendent  Tune 
et  l'autre  veis  la  liniite  e  (puisque  p  est  entier).  Donc 
(  1  -i — -  j     a  la  meme  limiie. 
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Gl .   Enfin,  si  Ion  faii  m  iiegalif,  ni  =  —  a,  on  aura 

\       '" !        ,       v- ,  ''■    1  V-  — '  / 

I     \  _  (    ,      ^    V-—'  /         I    \ 
^"^F  — '/  ~  \  "^f^  — 1/      'v      f*  — I,'' 

quanlite  dont  la  limile  est  encore  e,  quand   ^jt  devient 
infini. 

62.   Le  nonihre  e  est  inccrmmensiirahle .  —  En  effct. 

si  e  elait  un  uomLre  commcnsurablc -r^  on  aurait 

b 

a  i  I  I 


b        "         1.2  1.2. ..6         i  .1.  .  .b'  b  -\-  i) 

En  faisant  passer  2  -1 -i-  • . .  -1 7; — r  dans  le  pre- 

^  1.2  i.2.o...y  ^ 

micr  memliie.  niultipllanl  par  i  .2.3.  .  .^,  et  designant 

par  iN  un  nonibi  e  enlier,  on  aurait 


N  = 

I 

H- 

I 

-:-. 

b 

-+- 1 

[b  -hl)  ^b-h  2; 

On  a 

donc 

N 

>-o. 

D'aill 

eurs 

I 

1 

-h. 

■••<r^ 

-4- 

T 

b^i 

[0  +  I 

Jl 

b  -i- 

'^) 

b 

-t-  1  / 

dune 

N< 

^  I 

Oll  aurait  ainsi  un  nombre  entier  compris  entre  o  et  - 

b 

ce  (|ui  est  absurde;  e  est  donc  incommeusuralile. 
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CINQUIEME  LECON. 

DIFFERENTIATION   DES   FUNCTIONS   TRANSCENDANTES. 

üifTorentiation  des  fonctions  logarithmiques,  —  des    fonctions  exponeii- 
tielles,   —  des  fonctions  circulaircs  dircctes,  —  invcrses. 


FOA'CTIO^S    LOGARITHMIQUES. 

(>3.   Soit  7"  le  logarilhme  de  .r  dans  le  Systeme  dont  ]; 
base  est  a,  de  sorte  que 

Oll  a 

j  -+-  Ay  =:^  lo|jj  ( jr  -f-  A  x ) , 

d'oü 

/'        -^  ■'■  \ 
Aj  =  log  {.c  ■-)-  Ax)  —  logx  =  log  I  IH I 

et 

A.r 


Ar        '  * 


'  Ax  Ax 

Si  Tou  pose  Ax  =^  — ?  on  aura 

Ar        m  ,       (  I  \         \  ,       f  I  '/" 

-^-  =  —  loi;     14-  —     =  -  log  I  1  +  —  1    . 
Ax         X      ^   \         in  j        X  \         ///  ' 

Si  l'on  fait  croitre  ni  indefiniment,  Axdiniimuera  jus- 

qu'ä  zero,  et     :  H )    attelndra  sa  limite  c  (o8]  \  doiK 

\  Hl     ' 


im  —     ou      -  -  r-  -  löge, 
Ax  (Ix       X 


A  >-  (Ir        I 

lim 

d'oü 


dy     on      ti.  log^  :=  —  'oge. 
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64.  Quan  J  on  preiul  le  nombro  e  pour  base,  les  loga- 
ritbmes  apparticiineiU  ä  cc  quoii  appelle  le  sysleme  ne- 
perieii  :  nous  Ics  designerons  par  1. 

Dans  ce  sysleme,  ou  a  le  =  i,  et,  par  suite. 

rU 
diJ-  =z  — . 

X 

II  est  facile  de  passer  d'uii  Systeme  quelconque  au  Sys- 
teme neperien,  et  vice  versa. 
En  effet,  requatioii 

X  ^=  aT 

doniie 

\x  :=  jl«  —log .riß. 

En  faisant  x  =  e,  il  vicnt 

I  r=  \o<ze .\a. 


d'oü 


pui 


\oac  =  — , 


logjT  =  i^  X  .  -  =  I  -^  X  löge. 


Le  facicur  constant  —  ou  löge,  par  lequel  il  faut  mul- 

liplier  le  logariihme  neperien  d'un  norabre  pour  avoir  son 
logan'ibme  dans  le  svsteme  dont  la  base  est«,  est  appclele 
moilule  de  ce  dernier  Systeme.  Quand  a=  lo,  le  niodule 
est 

Ioge=:  0,4342945. 

En  multipliant  les  logaritbmes  des  Tab) es  ordinaircs 

par  ou  ].io  ([ui   est   2,3o258ji,   on  aura  les  loga- 

I  Iog6'  15^  o 

ritlimes  neperien s. 

Oo.    La  regle  de  la  differentiallon  des  logarillimcs  est 
touvent  utile  pour  differentierd'aulres  fonctions. 

Ainsi,  on  peut  b'ea  servir  pourdifferentier  u"\  quel  que 
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soll  m,  u  etant  une  fotiction  de  la  variable  independante. 

On  pose 

y  =  u'",      d 'ou     ]y  :^  rn\u, 

ot,  en  differentiant,  il  vieiit 

dy  du 

y  II 

OU 

d.  H'"  =  riiu"~^  du. 

Seit  encore  un  produit  de  plusieurs  fonctions  de  x,  icl 
que  y  =^  uvz. 

Comrae  il  pourrait  y  avoir  des  facieurs  negalifs,  ele- 
vons  au  carre,  et  prenons  les  logarillimesj  il  viendia, 
apres  avoir  differentie  et  divise  par  2, 

dy        du        dv         dz 
y  u  V  z 

rcsuitat  dejä  obtenu  par  une  aiitre  methodc. 

66.     EXEAIPLES. 


üna 


.rdi 

d.T  -{-—-^^ 


\ld-  -+-  x'  d.i 

X  -r-  \^d--\-  X-         s] (r-r-  x' 

Oll  remarquc  d'abord  f|ue 


1     \  =  la?  —  1  y/fl-  -4-  x: 

\\/a^-+-x-'J 

d'oü 

dx  xdx  a^dx 

dy=z  — 


a' -\- x'^        x[a-^x''\ 
y  =  \{[x  -    a]"'  {x—  b)"  [x  —  c]!' .  .  .]. 


6o 


cotns  D  a?.aly?ü;. 


Cctte  quamile  est  egale  .1 

/?i\  [x  —  a]  -^  n\{x —  bj  -\-p\  [-r  —  c)  -t- . 
doiic 

[& f»  n  p 

ilx       .f  —  (t    '    X  —  b        j-  —  c 

Si  Ton  pose 

{x  —  a)'"  i^x  —  b)"  \x-~c)P.,.~f[x], 

on  aura  encore 

dy  _d\f{x^'  _f'[x\ 
dx  de       ~~  J^x)     ' 

il  en  resulte 


/'(^^ 


///  /i 


P 


f  \X )         X  —  a        X —  b        X  —  (•        ••*' 
formule  qui  sert  de  base  ä  la  llieorie  des  raciiies  egales. 

FONCTIOKS    EXPOIVEKTIELLES. 

67.  Soit 

">"  =  d" , 

u  designant  uue  foncliou  quelcoaque  de  x.  En  prenanl 
les  logariihmes  des  deux  membres,  dans  le  Systeme  uepe- 
rien,  ponr  plus  de  siniplicite,  il  vient 

dy 
lr  =  Kla,       d*oü       —  ^^\adu, 
X 
e'esi-ä-dire 

r/.fl"  :=z  a"\a  da. 

68.  En  particulier^  si  «  =  e  et  a  =  x,  on  a 

d.c^  r^  c'  dx^ 

d(3  Sorte  que  la  fonction  e^  est  egale  ä  sa  derlvee. 

On  peut  se  demander  si  celle  fonction  est  la  seule  qui 
joulssedecelte  propriete.  Pour  repondre  ä  celte  qucstion, 


posons 


cn  en  tirc 
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- —      ou      d\y  =^  f/", 

y 

dcnc 

\j  —  xA-  c, 

el,  lemplacanl  e"  par  C, 

ce  qui  montie  qvxe  la  fonctiou  iuconiiue  doil  elie  le  pro- 
duit  de  if  par  une  conslante. 

69.    EXEMPLES. 

V  el  u  eiaiil  deux  foiiclioiis  de  x.  On  a 
Ij  — «I", 


d'oü 


- —  =  (la  1  f  -f-  «  — 


dj  ::=  y  du\v  -r-  —  u  (h, 

ou  bieu  eucüie 

d  ( f " }  =  v"  1  ('  du  +  1'"- '  «  dv, 

Ce  resultat  peut  d'a'lleurs  s'oblenir  en  appliquant  la 
regle  des  ionelions  eomposees  (4-7). 

2"  y  =--  a'''\ 

dy  =  «*"•»  lab'^dx  +  /•/"'' ^-^.r  I  «  1  i  J.r. 

FOaCTIOAS    ClUCULAIRES    DIRECTE5, 

70.  Commeiicous  par  etaLIir  dune  manieie  precise 
sous  quel  poiiit  de  vue  les  Ionelions  eirculaiics  sotil  eon- 
siderees  dans  le  Calcul  inliniieslmal. 
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Dans  ce  Calcul,  conime  dans  la  Trigonometrie,  les  no- 
tations  sino:,  cosx. ...  representent  les  rapporls  des 
droiies  alnsi  nommees  au  rayon  du  cercleauquel  elles  ap- 
])artiennent ;  ce  sont  donc  des  norabres  abstraits.  La 
lettre  X  represente  la  longueur  d'un  arc  rapportee  au 
rayon  pris  pour  unite;  c'est  encore  un  nombre  abslrait. 
Alors  le  nombre  7:  =  3,i4i5926  est  la  longueur  de  la 

demi-circonference  dont  le  rayon  est  l'unite :  — -—  est  la 

•^  löO 

longueur  del'arcde  i  deefrc;  et  -4t—  est  la  lonsfueurdelarc 

o  '^     '       löo  '=' 

de  z   degres,  de  sorte  que  i'on  a,  si  z  est  le  nombre  des 
degres  contenus  dans  x, 

TTZ  180°  ^  „, 

Jr=:-— -,        Z=^ X  -3^==  57°ID    X  ^. 

100  TT 

L'arc  egal  au  rayon  est  envirou  de  57°  16'. 

71 .   Sitius .  —  Soit 

^  =  sinjT. 


On  a 

d'oü 


y  -V-  Aj  =^  sin  (x  -1-  A.r], 

Aj- =:  sin  ^x -^  Ax    — sinx; 
ou,  d'apres  une  formule  connue. 


Donc 


A  r  =  2  sin  —  \x  cos  \t.-\ —  A  j:  ) 


I 

sin  —  Ax 

Ar  ">         ,       /      .   ^  V 

— ^  =  X  cos     .r  -, \x 

^■'-  Aax  ^  ' 


2 


.      I 

sin  -  A  X 
2 


Maintcnant  Ax  devenanlnul, a  pour  limite  i, 


Ax 
2 
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et  COS  I  jc  H —  I^x  j   se  reduit  ä  cosx  j  donc  il  vient 
dr 

:=  COSX, 

tlx 
OU 

d%\nx  ■=■  COS. Tax. 
Celle  foiniule  inontie  que  le  sinus  d'un  arc  augmente 
quand   l'are   croit  de  o    ä  -,  diminue  quand  l'arc  croit 

de  -  ä  71,  etc.,  comme  on  le  voit  sur  uiie  figure. 

72.   Cosinus.  —  De  la   differentielle  du  sinus,  il  est 
facile  de  tirer  celle  du  cosinus.  On  a 

.  /TT  > 

COSZ  =1  sui  1 z    ) 

\2  J 


et 


dcos  z  =  d  sin  { z\  i=  cos  i ^)^M ^' 


1 


d  cos  z  =  —  sin  z  dz. 

73.    Tangente.  —  La  differentielle  de  Ja  tangente  se 
deduit  de  la  formule 

sin  z 

tang3= , 

cosz 

qui  donne 

cossr/siiis  —  sinzr/rnsz 
d  tangz  = ^ 


dz 
(/tangz  = 

cos-'s 

On  trouve  de  la  nieme  maniere 

dz 

d  COtZ  =^ : 

sarc 
ün  voit  que  si  l'arc  z  augmenU-.  (/längs  est  loajour 
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positive,  et  ficoiz  toujours  negative,  c'est-a-dire  qiie  la 
langeiite  augmente  sans  cesse  avec  Tare,  et  que  la  culau- 
genle,  au  contraire,  diniinue  conliauellemeut. 

74.  Secante. 


d'oü 


cos^z 

7o.  Ces  regles  suftiseiit  pourdifferentier  toutesles  fonr- 
tions  circulaires  directes.  Eu  voici  quelques  exeiujjles  : 

1°  f/sin  [ax  -\-  b)  ^^  a  cos  [ax  -i-  b)  clx; 

r/.r 


Ona 

Sfic  Z  : 

= 

I 
cos 

- 1 

d  sec  z 

sin 

zdz 

d\  sin  j:  = 


tangx 

3°  d  sin"'  X  ;=  m  sin"'~'  x  cos x  dx ; 

tantr.r        9..T  —  sin  2.r 

4"  d ^—  = d  X 

X  ix'^cos'x 

sin. 7-        .rcos.r  —  sin.r             ca9,x(x  —  (ana.r)    . 
5°  d =  ^ dx  =: ^ dx. 

Gelte  derniere  differentielle,  etant  negative  quaud  x  est 

moindre  que  ?:,  lail  voir  que  le  rapport va  saus  eesse 

en  diminuanl,  lorsque  x  eioit  de  o  ä  t:. 

FORCTIOttS    ClRCl-LAIRES    INVERSES. 

70.  Les  fonelious  circulaii'es  iuverses  sonl  edles  dans 
lesquelles  on  legarde  uii  arc  comme  fonetion  d'une  de  ses 
lignes  Irigonouielriques.  On  representerarcdonl  le  sinus 
est  X  par  la  noiation  arc  (sin  ^^x),  ou  plus  simplernent 
par  arcsino:.  On  ecrit  de  meuie  arc  cos  j:,  arc  lango:. 

Are  sinus.  —  Soll  d'abord 
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n  etant  une  foncllou  de  ,r.  Oa  aura 


«  :=  Sin  3, 


d'oü 
et 

ou 


Comme  v^i  --u^remplace  cosz,  il  faul  donner  ä  ce 
radical  le  signe  de  cosz. 

77.  y4rc  Cosinus.  —  Soll 


duz= 

dz 

cosz, 

dz 

du 
cosa 

du 

v'i- 

«» 

di 

irc  sin  u 

— 

du 

V^i- 

«2 

z  =  arc  cos  w,     d'oü     u  -z  cos  3; 

ori  auia 

du  =^  —  sin  zdz; 

d'oü 

du                     du 

smz                y/l  —  «^ 

Ainsi 

,                                 du 

y/l  —  «' 

Coiunie  \/i  —  li-  remplace  sin  2,  il  faut  donner  a  ce  ra- 
dical le  signe  de  sin  z. 

A  cause  de  la  double  valeur  de  \j  i  —  ir ,  on  voit  que, 
pour  une  meme  valeur  de  u,  les  differentielles  de  arc  sin« 
el  de  arc  cosu  sont  egales  et  de  signes  contraires,  ou  bien 
cgades  et  de  meme  signe,  ce  qui  llent  a  ce  que  ces  deux 
arcs  mit  suivant  les  cas  une  sonime  ou  une  difference 
coiistante. 

78.  j^rc  taiigente.  —  Soll 

z  =  arc  fang//,      d'oü     tangz  =  «, 
Sturm ^n.,  \.  5 
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On  a 


dz 

— —  =  au ; 


d'oü 

donc 


clz  =  du  cos'z  = . 

I  -i-  u'^ 


du 

d  arc  taniTK  = 

'^  I  -I-  «* 


On  trouve  de  memc 

du 
darc  cotK  = -• 

I    —   /£» 

On  voit  que,  pour  une  meme  valeur  de  u,  darc  lang?/ 
et  darc  colli  sont  loujours  egales  et  de  signes  coniraires. 
En  effet,  les  arcs  correspondanis  ont  toujours  uue  somine 
constante. 

79.     EXEMPLES.     1° 

I        ia  —  IX 


yO.ax  ■ —   r^           ^     i\Jia.T  —  x'  dx 

rf  arc  sin  ^ =:  r-— =  dx  — 


inx  —  x^  si0.ax  —  .r^ 


d arc  sin  [ix  \^  i  —  x^ ^  = 


\'  1  —  x'' 

[  u\         vdu—udv 
S''  d  arc  tanif     -     =; . 

\   V  J  M-  -r-   (^' 

Un  trouve  par  celte  formule 

X  dx 

darc  tang  —      —  =  — ^  • 

y/l  —  x'^         \j\  — x' 

Ce  resullat  pouvail  elrc  prevu,  car 

dx  ...  T 

—       — -  :=:rfarcsinjr,      arc  sin  x  :^  arc  tang —.:^,^:;=r- 
y/ 1  —  x"^  \Jl  —  x^ 
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it  -h  ('        Ci  — ni>) (flu  -+-  dv"  -f-  (a  -\-v){udv-\~vdu) 

^  ^l  —  UV  (U  -\-y)      -h  (l   —  UvV 


darc  tang 


(i  H-  (<')  du  -+-  fl  -f-  u']  df 
(i  H-M^)(l  H-c';  ' 


—  MC  I  -f-  «•*  I   -t-  c' 

resultat  facile  ä  prevoir,  puisque 

U  -\-  V 

arc  tang =  arc  lang«  -+-  arc  lange. 

80.  Les  exeniples  suivants  (l  ä  18),  oü  toutes  les 
fonciions  transcendanles  sont  combinees  entre  dies, 
fourniront  Toccasion  d'appliqucr  los  regles  contenues 
dans  ce  cliapilie. 

EXERCICES. 

i.    y  —  (•^"\  dy  =  maf"-^  e'"' dx. 

2.  ^=6'""*,  dx—COZxc^''"dx. 

3.  y^  e""^',  ffy={i  -\-  tang'jr)6'""'K-'.'/j:. 

4.  y^^af'"',  dy=x'"'^[cosx.\x  +  ^^^\dx. 

5.  y^e""^'"',  dy  =-- ? /?="•"'"  ^^/r-. 

6.  y  —  e""  cosbx,  dy  =  —  e-'  [2.x  cosbx-ir  bs\nbx)dx. 

7.  /  --  1  (cosx),  dr  —  —  lan'^xdx. 

8.  r—  1  ( tane;jr),  dr  ~ -, 

9.  j—  sin(ljc),  dy  =- cos  (\x)  dx . 

10.    j  =  sin'" j:  cos"  j-,  dy  =  sin'"-'  x  cos"" '  x  [in  cos" j:  -  n  siivx]  dx. 

X  dx 

\\.    j  ^  arc  sin  — T=^_^i— ,  <iy  ^^ ■' 

yj  i  -\-  x'-  J  -i-  •^' 


, ,  (I  cos  .r-\-b  ,  \l(i'  —  h^      , 

I2 .     r  —  arc  cos  -. ,  dy  — dx. 

ocosx  +  a'  '         h COS./'  ■+-  a 


5. 
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13.    j  —  arc  lang {\/T+j?  —  a) ,     ^/y ^^-^       , 

2(1  -t-  u.--  j 

il.     r  =  arc  lang ^,  ./;■  =  (f'-o)r/.v 


b 


•  — rt)-  +  (^  — j:)- 


•  v,  nx-^-b  ncfh 

\o.     r=arctang j  (^/i  = 


16.    j)  —  1  (arccos  v^i  —  x',,  dy 


fix 


\  I  —  o-  arc  sin.r 

._  ,1  —  cos.r  ,         sin.r  +  rnc.r 

17.     r  =  1 ,  (ly  ~ —, dx. 

1  H-cosj:  sm^j: 

g         _  (2-1-gcos  or )  si  n  .?•  dy=—  "^  ^  ^  ~^  ^'  ^  ^°15  ^/j- 

-^'^      (i  +  e'cosxj-     '  (n-ecosj-)-' 

19.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tangente  soit  constante. 

SOLLTIO.\. 

J=  cc«. 

20.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-tan^ente  soit  proportionnelle 
a  une  puissance  de  l'abscisse. 

Solution  . 

\f  =  öx'~"'-|-c. 

21.  Trouver  une  courbe  dont  la  sous-normale  soit  en  raison  in- 
f'erse  de  l'abscisse. 

Solution. 
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DIFFfiRENTIATION  DES  FONCTIONS  IMPLICITES.  -    CHANGE- 
MENT  DE  LA  VARIABLE  INDEPENDANTE. 

Fonctions  implicites  donnees  par  une  scule  equalion.  —  Elimination 
d'une  constante  entre  l'equation  proposee  et  l'equation  qu'on  oblient 
par  la  dilTerentiation.  —  Fonctions  implicites  donnees  par  un  nombre 
quelconque  d'equations.  —  Derivecs  et  differentielles  successives.  —  Du 
changement  de  la  variable  independante. 


DIFFERENTIATION    DES    FONCTIONS    IMPLICITES    DONNEES 
PAR    UNE    SEULE    EQUATIGN. 

81.  Nous  savons  (o)  ([u'on  no\nn^Q  Jor}ctions  implicites 
Celles  qui  sonl  liecs  a  la  variable  dont  elles  dependent 
par  une  ou  plusieurs  equatlons  non  resolues. 

Supposons  d'abord  deux  quantites  x  et^'iiees  enlre 
elles  par  une  seule  equalion 

(I)  /(•r,j)  =  0, 

et  soit  X  la  variable  independante.  On  peut  trouver  dy 

ou  —  saus  etre  oblige  de  resoudre  requalion  par  rappori 

äj\  En  cdet,  si  Ion  concoit  que  y  soit  remplacee  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x,  y=  o  (.r),  on  aura  identique- 

nient 

/[.T,^{x)]  =  o. 

Donc  la  difierentielle  de  f{x,y),  prise  en  regardant  j' 
comme  une  fonction  de  x,  doit  etre  identiquement  nulle, 
et,  d'apres  la  regle  des  fonctions  composees  (47),  on  a 

(2  ^  dx -^ -•[- dy=  o, 

dx  dy 
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d'oü  l'on  tire 

dl 

(3)  ^  =  _^.. 

djc  df 

dy 
Alnsi .  hl  derivee  de  la  fonction  implicite  y  s'ohticnt. 
en  dwisant  la  deriuee  du premier  membre  de  Vequadon 
prise  par  rapport  ä  x^  par  la  derwee  de  ce  membre  prise 
par  rapport  ay  et  en  changeant  le  signe  du  quotient. 

82.   Lorsque  l'equation  d'une  courbe  se  presente  sous 
la  forme 

la  regle  precedente  permet  d'obtenir  le  coefficient.  angu- 

laire  de  la  taiigente  menee  par  un  point  quelconque  de 

1  •>        '    T      dy  ,        1       I-  ^ 

cette   courbe,   c  est-a-dire  — -?  sans    resoudre  requation 

dx 

par  rapport  ä  l'une  des  variables. 

ExEMPLES.   1°  Soit  l'equation  de  l'ellipse 

En  difTerentiant,  on  a 

"ia^jr  dy -\- 2b^xdx  ^=  o; 
d'oü 

dj  b^x 

Ux  a-y 

L'equation  de  l'ellipse  donne  deux  valeurs  de  j^, 


.Ti  =  -r-  -  V'a'  —  x\     Jj  = V  ö' 


a 


auxquelles  correspondent  deux  valeurs  de  —■>  qui  sont 

c//i  b         X  dy-i        b         x 

dx  u  ^ ^i^  _  _j,2         dx         a  ^'a^Z^  x' 

Engeneial,  — -  a  auiant  de  valeurs  que  j'. 
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1°  Soit  l'equalion 

ky  -^  B.t"  +  Co:/' J?  =  O, 

011  cn  tire 

m.\y"-'dy  +  «B.r"-'f/x  +  pCxP~^  jidx  -\-  qCxP yl-'dj  =  o 

d'oii 

m  h.y'"~ '  -r-  </  Cji~ '  j:/' 

a:^  +  jK  ^  —  3  axj  =  o ; 

dy        ar  — -  x^ 
dx         y '  —  ax 

Comme,  eu  general,  a  une  meme  valeur  de  x  repondent 
trois  valeurs  dej  ou  trois  points  de  la  courbe,  il  y  a  aussi 


dy 

dx 

3° 

Soit 

on  cn 

deduit 

ly 

L's  ae  - 
i 

4**  Soit  encore  requalion 


trois  valeurs  correspondantes  de  - 
^  dx 


.     .r  -f-  Y 
a'  SMi '—  =  xy. 


qu'oii  iie  pounait  pas  resoudre   pai'    lappoit  a  y^  eile 
doiine 


doü 


X  -'-  y 
a  cos '—  ( dx  -;-  dy)  z::^  x  dy  +  y  dx  ; 


X  -h  y 

r  —  a  cos 

dy  _^  a 

dx  X  -\-  r 

a  cos '—  —  X 


Elimination  des  constantes, 

83.  Entre  une  equation  donnee  et  l'equalion  qu'on  en 
lireparladürerenliation,  on  peut  eliniiner  uneconstante; 
il  en  resulte  une  nouvelle  equation  qui  exprinie  une  pro- 
priete  de  la  langenle,  commune  ä  toules  les  courbes  que 
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represente  l'equalion  pruposee,  quand  on  y  donne  diffe- 
rentes  valeurs  ä  la  constante. 
Ainsi,  soit 

j-  =  -znx; 


on  en  lire 


puis,  en  eliminant  a, 


y  (ljz=z  a  dx. 


dx 


dy 


C'esl-ä-dire  que,   dans  toules  les  paraholes  qui  ont  le 
meine  axe  et  le  meine  sommet,  la    sous-tangente  est. 
double  de  Vabscisse  du  point  de  contact,  quel  que  soit 
le  paranietre  2a. 
L'equalion 

^'  =  7.ax  -+-  a', 

qui  represente  une  suite  de  paraholes  ayaiil  le  meme  axo 

et  le  meine  foyer,  conduit, 
par  Telimination  de  « ,  ä 
requalion 


Fig-  6. 


dx] 


-f-  Q.X 


dr 


r  r^  o, 


dV)ü 


clj 
dx 


V/.r^-f- 


y 


ou 


dy 


^d^=^^' 


niais 

jr  =  FP, 
Ol)  aura  donc 


dy 
^  dx 


PN,      v^x-  +  y^  =z:  FM ; 


F]M  =  FIV,     puis     FM  =  FT. 

C'est-ä-dire  que  dans  toute  parahola  le  foyer  est  egale- 
ment  distant  des  poitits  ou  la  tangente  et  la  normale 
rencontrent  Vaxe,  ainsi  que  du  point  de  contact. 
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FONCriONS    IMPlICITF.S    nONK^ES    PAR    PLUSIEUnS 
6QUATIOKS. 

84.  Deux  fonctions  implicites  de  x,  savoir  j^  el  s,  clant 
donnees  par  les  cqualions 

(1)  /{x,  x,z)  —  o. 

(2)  Y{jr,  y,z)  —  o, 

on  priU  obU'iiir  —  el   —  sans  les  resoudre.  En   cÜ'cl,  si 
<ix        dx 

\o\\  portait  dans  les  equalions  (i)  et  (2)  les  valeurs  dej)' 

et  de  z   eil  foiiclioii  de  x  qu'elles  determinent,  savoir 

r  =  ö  (r)  et  z  ^=  'j>  (.r),  les  prerniers  meinbres 

/[.r,^(.r:),-H^)],      F[.r,y(.r),.Ha:)] 

scraient  idenliquement  iiuls;  done  leurs  dKVerenlielles 
seraient  nulles  aussi.  11  faul  donc  egaler  a  zero  les  diffe- 
rentielles  de/"{j:,  r,  z)  et  de  F  (jr,  y^  z).  en  y  regardant 
y  e.lz  comme  des  fonctions  de  la  variable  independaiite  x. 
On  oblient  ainsi 

(  ^ }  -j-dx-\ — —  dy  -\ dz  -  -  o. 


dx  dy  dz 

dV  dF  d? 

-;-  rfr  4-  — -  dy  -\ 

dx  dy  dz 


(  4 }  --  dt  +  — -  dy  -\-  --  dz  -^  o, 


r  11-  ^0'  '/z 

«effuations  qui  renlermeni  les  deux  inconnues     -  el  —  au 

'  *  dx       ux 

prcniier  degre  sculement  :  on  en  tire 

d£<l^  df  d¥ 

dy  d.T  dz  dz   dx 

dx  ~^  df  dF  dfdF^ 

dz  dy  dy  dz 

df  dV  df  dY 

dz         dy  dx  dx  dy  • 

di  ~"  df  dV  df~'^ ' 

dz   dy  dy  dz 
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Si  requation  (i)  ne  conteuait  pas  x,  oii  aurait 

df 
d.r. 

ei  requation  (3)  devienJrait  simplement 

o; 
ay  (iz 

d'oü 


df    - 

-,-  dy  - 
dy 

^f- 

ori  tireiait 

dz 
dy 

df 
dy 

df 

dz 

Celle  (Jerniere  expression  est  Ic  rapport  des  differeniielles 
de  z  et  de  j^  considerees  comme  fonetions  de  x  \  mais  c'est 
aussi  bleu  la  fonctioiiderivee  de  z  consideree  comme  fonc- 
tion  dej^,  en  regardant  j^  comme  urie  variable  indepen- 
dante.  En  effet,  z  elanl  fonctiou  de  7',  eii  posant 

etpreaanl  les  differeniielles  par  rappoi  l  a  x,  o\\  a,  d  a- 
prcs  la  rc'glc  des  fonetions  de  fonetions, 

dz 

dz  =  ©'  (  r)  dr,      d'oü      o   (  y^'  z=  — . 
■      -^  '  .     vy  ;         ^^ 

85.  En  general,  si  Ton  a  /i  ecjuations  entre  //  -h  i  varia- 
bles, une  seulc  sera  independanle  et  toules  les  aulics  se- 
ront  fonetions  de  celle-lä.  On  egalera  ä  zero  les  differen- 
iielles des  premieis  membres  de  toules  ces  equations-  on 
auraainsi  n  ecjuations  oü  dx,  ffy,  dz^  etc.,  enlrcront  au 

Premier  degre,    et   d'on  Ton    lirera  les    valeurs  de   —  -, 

dz 

-— •>  etc. 

dx 

80.   Soient,  comme- exe(n[)le,  les  deux  equalions 

{ I  j  .rM-  y''  -T  z'  =  /•% 

(a)  ax  —  by  -:-  cz  -1-  ä  :=  o ; 
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on  en  tire,  par  la  differeniialion, 

xd.T  -\-  ydy  -+-  zdz  -^  o, 
adx  -h  bdj  -t-  cr/z  =  o, 
d'oü 

dj        az  —  CT 

(Ix        cy  —  bz 

(4)  ^^i  ^_  ^^-"y, 

^^'  dx        cj  —  bz 

Voici  l'interpretalion  geometrique  de  ce  resultal  :  les 

coordonnees  etant  supposees  rectangulaiies  ,  les    equa- 

lions  (i)  et  {2)  representent,  la  premiere  une  spliere  dont 

le  centre  est  ä  l'origine  des  coordonnees  el  la  seeonde  \\\\ 

plan  ;  le  Systeme  des  deux  equaiions  represenle  dont-  le 

eercle  resultant  de  rinierscciion  de  ces  deux  suifaces. 

dy        dz   ^  ,,.,..  , 

-7-  et  —  donnenl  1  inclinaison  des  tangentcs  aux  proiec- 

dx        dx  o  1      j 

tions  de  ce  ccrcle  sur  le  plan  des  xy  et  sur  celui  des  zx. 
On  connait  donc  la  piojeclion  de  la  tangente  sur  deux 
des  plans  coordonnes,  et  par  suite  cette  tangente  ellr- 
meme. 

d6rIv6eS    et    DIFFEllEM  lELLES    DE    DIVERS    OKDllES. 

87.  Solentj'=y(.r)  une  foriclion  quelconque  de  x,  et  }  ' 
sa  derivee.  Gelte  derivee  etant  une  fonction  de  x,  on  peut 
la  differenlier,  et  l'on  obtient  ainsi  la  fonction  derivee 
dej''  que  l'on  appclle  la  derivee  seeonde,  ou  du  secoud 
ordre  dej',  et  qu'on  designe  par  j".  De  menie  j"  auia 
une  derivee  7'",  et,  eu  conlinuant  ainsi,  on  aura  les  de- 
rivees  de  tous  les  ordres  de  j".  On  les  represente  aussi  par 
f'{x),f"[x),f"[x),.... 

A  ces  derivees  correspondenl  les  diffeieMtielles  succes- 
sives  dej^.  En  regardant  /?,  qui  est  raccroissement  arbi- 
traire  de  x,  comnie  une  constante,  on  a 

dy=y'h,      d[dy,^d{j'h)=y"h\ 
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et  aiiisl  desuitp;  donc,  si  l'oii  represente  d  [dj]  par  d^J^ 
d'yd-j^  par  d'^y,  et  ainsi  de  suite,  on  pourra  ecrire 

dyz=zy'h,      (Py=:y"h\      d\r  —  y'" /i\  .  .  .  ,      (/"y  z=  y!-"^  h". 

Comme  A,  ou  l'accroissemenl  arbitraire  de  x,  est  la 
meine  chose  que  r/.r,  ces  relaiions  deviennent 

tiy=izy'(lx,     d-y=y"<Ix-,     d\y  =:  y'" d.r\  . . . ,     d"yz=y(''^ dx". 

On  tire  de  lä  les  expressions  suivantes  pour  les  deri- 
vees  successives  : 

,         dy  d^Y  ,„        d^y  d"  y 

dx  dx'  dx^  du." 

88.  ExEMPLEs.    i"  jr  =  "C"',  m  etant  entier. 

y     ou    — ; —  =:  nix'"    ', 
dx 

d'  r 

— —  =  m  [m  —  i)  .7f  "', 
dx^ 

-—^ni{m—l){rn~l)  x'"-\ 


d^y 
dx" 


n  -+■  I    r" 


— —  z=:  m  im  —  i\.  .  .6.1.1. 
dx"'  ^ 

On  voit  quo     -^-  a  une  valcur  constantc,   et  que  les 
dcrivees  ulterieures  sc  reduisent  a  zero. 

2°  y=i  Ax'"  -f-  Bj~"-'  -+-  Cx""-  -I-  .  .    . 

-p  r=  mAx""-'  -h  Im  —  i)  B.V.'"-'  -4-    .  . , 
d:r 

i— ^  _;  m  {m  —  J )  A u-"'-'  +  (m  ~  i )  [m  ~  i)  Bx'"-"  +  .  .  . ; 
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et,  si  m  est  un  nombre  entier, 

d"'r 

r=  I  .  2  .  O  .  .  .  W  .  A. 

dx'" 

Les  derivees  suivanles  sont  nulles. 

Si  «  =  e,  on  a 

dy  _  f/^j  _  _  d-^y  _     _   : 

'dx  ~~  li^  ~^  '"  ^  dx"~'^  ~^  ' 

4°  y  =  logx. 

^^  -I   1 

dx  *    ' 

d^y  ,  . 

— —  =  —  I  .ar-  ^  löge, 
dx^  "^    ' 

=z\.i.x  •'.lose, 

dx'  *"    ' 


— ^  —  (  —  i)"-'  I  .2.3.  .  .(/i  —  i)x-".loge. 


5" 

J  = 

SlUX. 

dr  _ 
dx" 

=  cosj:, 

=  —  smx, 

^  =  —  COSJ-, 

dx^                     ' 

dW 

— —  =  sinjr. 

fix' 

Les   derivees  suivanles  repreiment  periodiquemeut  ces 
quatre  valeurs. 

On  peut  remarquer  aussi  qua 


dr         .     I  1 

-f-  =  sin  {  X  -\ — V 

dx  \  2 


d'oü 


c/'  r         .     /  2     \        c/'  r         .     / 

— —  =  sin  \x  -A —  TT    5      — —  =  sin  I 
dx-  \  2     y         dx'  ^ 


X 

\ 


ei  en  geneial 


d"r         .  n     \ 

— ^-  =  sin     X  H — TT  1  • 
dx"  \  2 
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Pour  j'  =  cosx.  on  trouverait 

d^'  Y  (  n    \ 

——  =  cos     .r  H TT     . 

dx"  \  2     / 

89.  Quand  la  fonction  y  est  iniplicite,  on  peut  avoir 
ses  derivces  successives  sans  resoudre  l'equalion  qui  la 
determine.  Soit 

Oll  aiira 

(2)  -,    -r-  -- r  —  o, 

equatlon  qui  fournit  d'abord  la  valeur  dej^'en  fonction 
de  X  et  de  y,  ou  en  fonction  de  x  senlemeni  si  Ton  eli- 
minej^  entre  les  equations  (i)  et  (  2). 
Maintenant,  represcntons  par 

?  [  '^5  r>  j'  j  =  o 

requation  (2),  ou  plus  generalement  une  combinaison 
quelconque  des  equations  (i)  et  (2).  On  pourra  conside- 
rer  la  fonction  cj*  comme  identiquement  nulle,  si  Tony 
suppose  j'  ety'  remplacees  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  X.  Donc  on  doit  avoir  de  =  o.  ou 


d'oü 

d(?    ,           ^?  ,     fh    ,  , 

— i  dx  -h  --    dy  -A ,  dy   =:;  O  ; 

dx              dy    ■'         df    -^             ' 

(3) 

do        do               d(ii 

■ — '-  -i ■-  r  H '-  T    =  0. 

dx      dy^        df  ^ 

Cette  equation  fera  connaiti  e  y"  en  fonction  de  x^  y  el 
y\  ou  en  fonction  de  x  seule,  si  l'on  eliminej^  eij'  entre 
les  cquallons  (i),  (2)  et  (3)  \*). 


(•)  Si  l'equation  (i)  renfcrme  dcux  constantes,  on  peut  les  eliminer 
entre  les  equations  (1),  (  2  )  et  (3),  el  l'on  arrivera  ainsi  a  une  equutioii 
exprimant  une  propriete  commune  ä  toutes  les  courbes  representees  par 
requation  (i',  dans  laquclle  on  ferait  varicr  ces  conslantes  (83).  On 
pourrait  eliminer  un  plus  j;rand  nombie  de  constantes  en  l'urmant  un 
nonibre  süffisant  d'equatiuns  diiTerentielles. 


sixiEME  LEgo.^.  yg 

On  trouverait  de  meme  j"\  j'",  etc. 

Nous  verrons  plus  loin  (111)  comment  les  equations 
qui  detcrminenlj)^",  y"'\  elc,  peuventse  former  au  moyon 
des  derivees  succcssives  du  prcniier  membre  /(.c,  j)  de 
requalion  primitive,  prises  par  rapport  h  x  el  kj. 

DU    CHANGEMEKT    de    LA    VAUIABLE    IKDÄPEKDAKTE. 

90.  Si  l'on  a  n  equations  entre  [n  -+-  i)  variables,  7,  x, 
f,  if,  p-. .  .  . ,  011  peut  en  regarder  iine  comme  indepen- 
dante,  et  imaginer  que  toutes  les  autres  soicnt  exprimees 
en  fonction  de  celle-ci.  Si  Ton  clioisit  /,  par  exemple, 
on  a 

y  =  -.[^  ( t)     et     d'>j  —  -JvC')  [r]  dl". 

Supposons,  maiiitenant,  qu'auparavant  x  ait  ete  la  va- 
riable independante,  et  que  l'on  ait 

jr  =  f{x)      et     j:=z'f[t). 

L'eliminalion  de  .r  entre  cos  deux  equations  conduirait 
ärequation  y=  -y  (/),  qui,  par  la  differentiation  imme- 
diate,  donnerait  les  derivees  C  [t),  'l"  [.'),. o.,  'V"^  (/)  de  j, 
en  considerant  j  comme  Couction  de  la  nouvelle  variable 
independante  t. 

Le  probleme  que  nous  allons  traiter  consiste  a  expri- 
mer,  sans  passer  par  Telimination  de  x,  les  derivees  ou 
differentielles  successives  de  j"  consideree  comme  fonc- 
tion de  i,  au  moyen  de /"' (x),  y"  (x),  etc.,  et  des  deri- 
vees ou  differentielles  de  x  prises  en  regardant  x  comme 
fonction  de  t. 

91.  \  cet  effet,  si  l'on  prend  t  pour  variable  indepen- 
dante, et  que  l'on  considere  x  et  j^  comme  fonctions  de  t, 
on  a,  d'apres  la  regle  des  fonctions  de  fonctions, 

dy-=zf'    r)  dx. 

En  differenliant  ceiie  equation  par  rapport  ä  t  et  regar- 
dant dx.,  non  plus  comme  une  constante,   mais  comme 
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uiie  foiiction  de  /.  on  a 

d'y  =:/"  [x)  dx--  +  /'  [x]  rl'x. 
De  meme, 

d'x=/"'{x)dx'  -•-  3/"  '  x)  dx  d--  X  ~  f  (x)d\r^ 

et  ainsi  de  suile. 

Si,  au  lieu  des  differcntiellcs  dej'  ou  de  'l  {>)  par  rap- 
port  n  t^  on  veut  avoir  ses  derivees  'V  [t]  el  ■'^"  (^),  etc., 
il  suflll  de  diviser  !cs  equalions  precedenlcs  par  dt.  fW^ , 
di^  respectivemcnt,  ce  qui  doniie 

^'  [t)=f'[x)o'{t), 

Y{t):=f"{x)^'[tY-^f'[x)o"[t^,, 

f"(0  =/"'(-r)  ?'  [ty  +  3/"  {.:)  o'  (0?"  (0  +  /'  '»  'i'"  'S). 

92.  Reciproquemcnt,  si  Ion  connait  les  differeiilielles 
Oll  les  derivees  succcssives  de  x  et  de  y  considerees  (  omme 
des  fonclions  o  (/) ,  'h  (/)  de  la  variable  independante  t,  on 
en  peut  deduireles  derivees/'  [j  ).J"  (x),etc.,  äey  ron- 
sideree  comme  fonclion  de  x.  Car  on  liic  des  ecjuations 
piecedenles 

dv 

dx  d'  y  —  '/ 1  <l'x 
■^     ^    ^  dx" 

dx  ( dx  d^  Y  —  dy  d^  x)  —  3  d^x  idx  et''  r  —  dr  d^x) 

les  differenlieües  dans  les  seconds   membres  etatit  lou- 
jours  relatives  ä  t. 

93.  Yoici  un  aulre  nioyen  d'arriver  ä  ces  forniules. 
On  a  d'abüid 

En  dilfercnliani  ks  deux  meuibres  de  celte  e(|LUilion  par 
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rapporl  a  f,  011  trouve 

/    {.)rU  =  ä.-  = ^-^ , 

et,  endlvisant  par  dx, 

dxd'^y  —  dYd''.r 


f"{^) 


dx^ 


üne  nouvelle  differcntialioii  par  rapport  ä  t  fera  con- 
iidAire  f"  [x)  ^  et  ainsi  de  suite. 

94.  On  doit  remarquer  que  la  derivee  premierey  (ar) 
est  la  seule  dont  l'expression  par  los  differentielles  de  x 
etdej^  reste  la  meme,  quand  on  cesse  de  prendre  x  pour 
variable  independante  ou  quand  cix  cesse  d'elre  con- 
stante. 

En  effet,  f  [x)  est  toiijours  exprimee  par  —  •,  landis 

que  les  autres  derivecs/"  (x), /'"  (x),  etc.,  qui  sont  re- 

d^ Y     d^  Y 
presenlees  par  -— ,  -— -,  etc.,  lorsque  x  est  la  variable 

independante,  ont  des  expressions  plus  compliquees 
quand  on  regarde  x  ei  j  comme  des  fonclions  de  la  nou- 
velle variable  independante  t. 

9o.  II  se  prescnte  ici  une  verification  des  formules  ge- 
nerales,  Si  Ton  prend  x  pour  variable  independante,  en 
faisant  x  =  t,  011  a 

d.r d^x  d^  r 

'dt  ~  ^'      liF^^'      HF  ^^ 

et  Ton  trouve 

dx  est  ä  present  constante,  et  les  differentielles  dy^ 
d^y,  etc.,  se  rapportent  ä  x. 

96.  Sl  Ton  preuait  j"  pour  variable  independante,  l'e- 
SitRM.  —  Au.,  I.  5 
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quation 

etant  resolue  par  rapport  ä  x,  donnerait  une  valeur  de  la 

forme 

^  =  F(7). 

F  {j)  est  dxte  Jbnction  inverse  dey(x).  II  faudrait  faire 
alors  j  z^t,  d'oü 

dy  —  dt,     d^y  =  o,     d^y  =  o,..., 
puis 


/(-) 

dy              I 

I 
■F'(J)' 

clx          1  dx  \ 

d'x 

/"(-) 

drd-'x 
dx^ 

dy' 
ld.r  v3 

F"  (.r) 
F'(/)^ 

f"  ('r\ 

—  dx  dy  d^x 

-+- 

3dy(d^xY 

dx' 

dx  d^x  i  d^  j\  - 

dy'd^'^      \7Ii^j    _3F"(r)— F'{r)F'"(j) 


/  ^  \'  F  \yf 

\dy 


97.  ExEMPLE.   Solent  j^  =y  (ar),  et  l'expression 


dy^y 

dj'j    _\T^f'(xyY 


d^  /"{x) 

'dx^ 

dans  laquelle  dy  et  d^ j  designent  les  differentielles  dey 
ou  do/^  [x]  par  rapport  ä  la  variable  indepcndante  x. 

1°  Si  Ton  prend  pour  variable  independanle  une  aulre 
variable  f,  liee  ä  x  et  a  j'  par  les  equalions 

^  =  ?(0.      7  =  ^(^5 
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Ics  rrlations  precedemnieut  Irouvees  (92)  donneront 


dxd'  y  —  dj  d'^x        dx  d-  y  —  dy  d'  x 


dx' 
ou  bicn 


L     ?V)ü       _ 


\o'{tY^-^'{tY\ 


2°  Si  Ton  prend  pour  variable  independante  la  fonc- 
lion  inversej)'^,  on  aura,  en  supposant  x  =  F  (j  ), 


„  v-mi 


fi-'-F'(7)'V 


d'x  F"(j) 

dy' 

Par  exemple,  si  l'on  a 

x-^a[t  —  sin/),      j  =  a(i— cosr], 
on  auia 

dx  ^=  a  [\  —  cos/)  dt,        dy  ^=.  a  sin t  dt, 

d^x^as\nldl\  d^y  =  a  cost  dt^ 

La  subsiitution  de  ces  valeurs  donne  (en  omettant  le 
signe— ),  

«  =  2  fl  y/2  ( 1  —  COS  / )  :=  2  V'^a  ay  . 

EXERCICES. 

i .  Troiwer  la  derivee  de  la  funcdon  y  donnee  par  Fequation 


Solution. 


<r  _  _  y/i  +.r  ^  J'+ay/d  -\-x)[\+y)  ^ 
^^  VTT^     ^  H-  2  v^ti  4-x)(H-j) 

6. 
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2.  Eliminer  la  constonte  a  de  [equation 


m 


Solution. 


/rly-y  dr    , 

X  [  -^  ]    —  Y  -f-  -\-m  — 
\iUj         ^  dx 

3.  Eliminer  a  et  h  de  V equation 


SOLLTICN. 

d^y       1  dy       2  r 

dx'^       X  dx    '    x'^ 

4.  Eliminer  n,  b  et  c  de  Vequalion 

z  ~  ax  -\-hx-\-  c, 
y  etant  une  fonction  de  x. 

Solution. 

'Hl    I2I  _  ^    d^  _ 
dx^     ax'         dx^     dx' 

5.  Dt-montrer  quc  si  u  et  i>  sont  des  fonctions  de  x,  011  a 

fl"'iff        d'"u   ,        di>    d"'~' it       n>lm — i)rP('    d"'~^u  d'"v 

ilX"         dX"~'~      dx    dx"'~^~'~        1.1       de'    dx""'^      '"  dx"" 

G.   Trouvcr  la  m^"^""  derivee  de  la  fonction 
y=  e'^"*^cos(xsinO). 

Solution  . 

:^'  =  6^^°'^cos(.rsin0  4-we). 
dxf"  ' 

7.   Troucer  la  m"""  derivee  de  la  fonction 

y  =  x"{i  -x}". 
Solution  . 

'— ^  -  n(n—i)...{a  ~  m  -h  1)  (i  —  xY  jf'"" 


['-^ 


+ 


//i  -j-  i   i  —  X 

m{m—  i)  n(n  —  i) 

1.2       [n  —  in-\-i][n  —  ni-\-%)  [ 
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cPy  (h'^  dy^  _ 

dx^  dx^  dx^ 

Que  devient  cette  t<iHntion  quand  la  ■variable  independante  est  yt 

Solution. 

d\r 

\-  X  —  e^  =  o . 

9.  —  +  -^  —  =  o. 

dx 


Qnc  dcvicnt  cette  cfjuation  quand  on  prend  t  pnur  variable  inde- 
pendante, .sachant  qii'on  a 

t=  \{x-\-\/i-\-x')  •'. 

Solution. 

dy 

dt 


-'rj=  o. 


10.       (l  —  X') x-T-+«V=o,    x  —  cost. 

^  '  ax-  dx  -^         ' 

Prendre  t  poiir  variable  independante. 
Solution. 

d^Y 

dt'  ' 
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SEPTIEME  LECON. 


DIFFERENTIATION  DES  FUNCTIONS  DE  PLUSIEÜRS  VARIABLES 
INDfiPENDANTES. 

Differentielles  partielles  et  totales.—  Proprietesde  la  differentielle  totale. 

—  DilTerentielle  d'une  fonction  composee,  —   d'une  fonction  implicite. 

—  Dcrivees  et  difTerentielles  de  divers  ordres.  —  Theoreme  siir  l'ordre 
des  dilTcirentiations.  —  DilTerentielles  totales  de  divers  ordres  des  fonc- 
tions  expliciles  ou  iniplicites. 


DIFFtRENTIELLES    PARTIELLES   ET    TOTALES   D  UNE  FOKCTION 
DE    PLLSIEURS    VARIABLES    liSDErEHDAKTES . 

98.  Si  dans  une  fonction  de  plusieurs  variables  iiide- 
pendantes 

«=/(^,  r,  z), 

on   ne   fait  varier  que   .r,   et   qu'on  prenne   la  derivee 
de  la  fonction  par  rapport  ä  x.  celte  derivee  pariitlle 

(  qui  est  la  liniite  du  rapport  - —  ]  sera  unc  cerlainc  fonc- 

,  ,  1  ,  ,  .        (In 

lion  Q(.r,j'",  s);   on  la  represente  par  la  notalioa ---  ou 

(1/    [XYz\ 

— ^ La  derivee  partielle,  multipliee  par  dx  ou  par 

l'.'iccroisseraent  arbitraire  de  x.  donnera  la  differcnlicUe 

partielle  de  u  par  rapport  ;i  x.  ou  —  dx. 

On  pourra  prendre  de  menie  la  derivee  et  la  differen- 
tielle de  u  par  rapport  a  j^,  et  aussi  par  rapport  ä  z  . 

99.  Si  l'on  pose 

du  eilt  du 

dx~  '■'^'^'^■'    ;^-=''M-^»  J'Z)'    ^=yA^>r,-)^ 

la  sorame  des  diffureniielles  partielles  de  ii  par  rapport  ä 
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toiiles  les  variables,  ou 

?  {■^,y,^)dx-^-'j  {x,f,z)df  -^y^{jr,y,z]  dz, 

sera  nomraee  la  difjereniielle  totale  de  u.  Dans  cette 
expression,  dx.  dj%  dz  designenl  les  accroissements  arbi- 
traires  de  x.j'",  z,  ou  Ao:,  ^J-,  Az. 

100.  Pour  trouver  l'expression  de  l'accroissement  total 
A«  de  la  fonetion  «,  nous  allons  reprendre  la  marclie 
suivie  pour  demontrcr  la  regle  des  fonclions  composees. 
On  aura,  en  designant  par  a,  S,  y  des  fonclions  qui  lendent 
vers  zero,  avec  Aa:,  Aj'-  et  Az  respectivement, 

(i)    f[x-^  \.T,y,z)—f{.v,j,z)  =  [cp(.r,j,  z)  -f- a]  Ax, 

(3)    /l-^,/,  3  +  Az)  —f{x,y,  z)  =  [x\.'r,y,  z)  +  7]  ^z. 

Siipposons  que,  dans  l'equalion  (2),  on  rem  place  :c 
par  X  +  Ax,  et,  dans  rcqualion  (3),  x  eiy  par  x  +  \x 
ely  -r-  ^y-,  il  viendra 

fix  -f-  \x,y  -^\y,z)  —'/{x  H-  Aa^,  j,  z) 


*^''^  ^       =[.{.(^  +  A^,7,^)-i-6']Aj 


et 


i       =[X(a7-4-A:r,^4-Aj-,4:)^Y']A.^, 
o'  s'evanouissant  avec  Ax  et  Aj^,  et  v'  avec  Ajt,  A^  et  Ag. 
Si  Ion  ajouie  la  premicre  equation  avec  les  dcux  der- 
nieres,  il  vient 

/(x-h  A.r,  j-t-  Ar,  z-\-  ^z)  -~f[x,r,z) 

■=i\_o[x,  y,z]  -i-  a]  Ax  -1-  [il/  f.r-+-  Ax,  j,  z)  -f-  o']  A  j 
-^  [x(-^  +  A.r,jH-A/,  z)  H-7']  Az, 

ou,  en  designant  par  ß"  et  y"  de  nouvelles  fonclions  (pü 
lendent  vers  o, 

Ainsi  raccrolssement  de  la  fonetion  u  se  compose  de 
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deux  parlies  :  dans  Tune,  les  accroissements  des  variables 
sont  multiplies  par  des  fonctions  independanles  de  ces 
accroissements,  et  qui  sont  les  derivees  partielles  de  u\ 
dans  l'autre,  ces  accroissements  sont  multiplies  par  des 
quantites  a,  ß",  y"  qui  s'evanouissent  en  menie  tempj; 
qu'eux.  Daus  le  cas  oü  les  variables  independanles  se  re- 
duisent  ä  une  seule,  la  premiere  parlie  se  nomme  difle- 
rentielle  de  la  fonction.  II  est  donc  naturel  de  donner, 
dans  tous  les  cas,  ä  cette  premiere  partie,  le  nom  de  dil- 
ferenlielle  totale. 

101 .   Voici  quelques exemples  dedifferenlielles  totales: 

I"  «  =  x"'y'\      du  =r  m.if"~^y'*dx  --  njc"'y"~^dy. 


du 

et  com  nie 


Sjx-  -+-  y- 
a  V  jr'  -^y^  dy  —  ay  d  sjx'' 

xd.r  -\-  y  dy 


dsjx'^  -^  y 


il  vient 


du  := 


sJ.T-  -4- 
—  axy  dx  •+■  ax^dy 

{x-^-^fY 
y 

u  i^arc  lang  -? 


d.^ 


^ffy  —  y^-^ 


y.  jc'  +  r-' 


PROPRIKT^S    DE    LA    DIFFfiREXTIFLLE    TOTALE. 

102.  Nous  avons  vu,  au  commencement  du  Cours  (22), 
que  la  limite  du  rapport  de  raccroissemcnt  d'unc  fonc- 
tion d'une  seule  variable  a  sa  difTerentiellc  est  l'unite 
(pourvu  que  la  dcnvee  ne  soit  pas  nullej.  Le  meme  theo- 
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renie  a  lieu  powr  les   fonctious   de   plusieurs  variables 
independaiites. 

On  a,  d'apres  la  definition  de  la  differentielle  totale. 

(hl  =z  o{.r,y,  z)  Ix  -{-  -l)  i^x,  y,  z]  Ajr  -\-  yj^x,  y,  z)  As, 
par  consequent  (100), 

Au  —  du^=ot.Ax-h  Ö"Ar  -f-  '/"Az; 
puis,  en  divisant  par  duy 

Am  "^     A.7:  '     Ax 


du  Ar  ,  A3 

Lorsque  Aj:,  Aj^  Az  deviennent  infiniment  pjiits, 

le  numeraleur  tend  vers  zero,  mais  le  deuotninateur  ne 

devient  pas  infiniment  petit,  tant  que  Tun  au  moins  des 

ArAz  ,.      .       Ti'-      lA«         , 

rapports  —^1  —  reste  arbitraire.  La  limite  de  -—  est  clonc 
'^  ^  Ax    ix  du 

Tunite,  si  Ics  yaleurs   des  accroissemenls  Ar,  Aj  ,  Az 

n'annulent  pas  du. 

103.   Quand  une  fonctioji  de  plusieurs  xmrinhics  est 
constante,  sa  dijferenlielle  totale  est  nulle. 

En  effet,   la  derivee  de  cette  fonciion  par  rapport  ä 

chaque  variable  est  nulle,  par  consequent  sa  differentielle 

,  .  du    j  du    ,  du    .  ,, 

totale,  qui  est    -  dx  -\ — —  dy-\ — —  dz,  esl  nulle  aussi. 
'   ^  dx  dy    ^        dz 

On  en  conclut  que  si  deux  fonctious  ont  une  difference 

constante,  leurs  differentielles  partielles  ou  totales  sonl 

egales.  Car  si  u  —  ^'=:^c.,  c  elant  une  constante,  on  a 

di^u  —  «»)      DU      du  —  dv  =  0     et      du  r—  d'.>. 

Et  reciproquement,  si  du  =  dv,  on  a 

,,  diu  —  v)    ,  d[u  —  v\  fl(„^i>) 

d(u  —  t>j= dx  H ^ dy  H ^^ '-  dz  =  o, 

^  '  dx  dy  ■^  äz 
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cgalile  qiii  enlraine  les  suivanles  : 

d{u  —  t>)  d{u  —  v)  d{u  —  f)  

dx  '  dy  '  dz 

pnisqne  les  accroisscmeiits  clx.  rly^  dz  sont  louL  a  fail 
aibitraires.  Par  consequent  la  dificrence  u  —  v  est  iiide- 
pendantc  de  chacune  der  variables  r,  J  ei  z  (2i).  C'est 
donc  une  constante. 

DIFFERENTIATION  d'uKE   FO::CTION    COMPOSEE  DE   FONCTIOWS 

DE  plusieurs  vatlIAbles  indEpendantes. 

104.  Si  une  fonclion  est  composee,  par  exemple,  de 
dcnx  fonclions  des  variables  independanles  x^y,  z^ 
romnie  p  =  Y  {u,  P"),  ou  aura,  en  la  differenliant  lour 
ä  tour  par  rapport  a  chaque  variable, 


dx 

dp  du 
du  d.v 

dp  du 

''"-  7h  dx' 

dp 
dy 

dp  da 
du  dy 

dp  dp 
<-/p   dy 

dp 

dp  du 

dp  d\> 

dz  ■ 

du  dz 

de   dz  ' 

-:  1       designant  les  derivees  de  p  ou  de  F  (f/,  t^)  prises 

par  rapport  ä  chacune  des  quantites  u  et  t^,  comme  si  u 
et  V  elaientdes  variables  independanles. 

En  multiplianl  les  derivees  -7-5-7-5    ,-par  dx.  dy,  dz 
^  dx     dy    dz  ^  "^ 

respeclivementetajoulaut,  oa  aura  la  differenlielle  totale 

de/;, 

dp  r=  -  -  du  -~  ■--  dv. 
du  d\> 

Les  facteurs  du  et  r/p»  qui  multiplient  les  derivees  par- 
tielles -,-5  --  desiencnt  les  differenliellcs  totales  de  u  et 
du    dv  ^ 

de  V.  Ainsi  le  theoreme  relalif  ä  la  diflerenlialioa  d'uiie 
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foprtlon  composce  (47)  s'etend  au  cas  de  plusieurs  va- 
riables indepcndanles. 

r!lFFi:[lE>'TIELLES    DES    FOXCTIO>.S    IMPLICITES    DE   TLLSIEURS 
VAlUABLES    IIVDEPENDAKTES. 

lüo.  Soient,  par  exemple,  les  deux  equalions 

(1)  f{x,y,z,u,v)-=G, 

(2)  ¥{.r,y,z,u,v)-o. 

On  pcutclioisir  x,  7,  z  pour  variables  independantes  : 
alors  u  cl  p-sont  des  (üDClions  implicites  de  ces  variables. 
Or, /"(x,  j".  z,  «,  ^')  et  F(.r,j)'-,  ^,  //,  i-")  ayant,  pour 
loutes  les  valeurs  des  variables  x.  j^  z^  une  valeur  con- 
slante  cpii  est  zero,  lours  differentiellos  totales  doiveiil 
etie  nulles  (103).  On  aura  donc 

(  J )        — —  (Ix  H (ly  -^s dz  H du  -; (h>  =;  O  , 

dx  (ly     '  dz  tili  (•/(' 

4)        -—  dx  -^  -—  dy  H r-dz  -i-  -~-  du  -+-  —-<-/('  —  o. 

f/x  dy     '  dz  du  di> 

De  ces  deux  equalions  on  tirera  les  valeurs  de  du  et  de  di^ 
qui  s'y  trouveut  au  preniier  degre. 

D6ravi!:ES  et  diffekeintielles  de  divers  or.DUES. 

lOo.   Soit 

u=f{x,y,  z) 

une  fonction  des  variables  independantes  .r,  j^  z.  Les 
regles    relatives    aux    lonctions    d'une    seule    variable 

donnent    immediatement    les    derivees    successlves   -— ? 

dx 

d'U  d"  II  .     du  d"u        du  d"  u 

c^x-=  dx"      ^  dy  dy"-         dz  dz" 

Or  toules  ces  derivees  sonl  des  fonctioas  de  x^  j  et  r, 
qui  ont  elles-memes  lenrs  deiivpcs  par  rapporl  ä  chacuut; 
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"(? 


des  variables.    Ainsi   l'oii   peut   prcndrc  — ?  c'est- 

ä-dire  la  derivee  par  x^apport  ä  y  de  la  derivee  de  u  par 
rapport  ä  x. 

Pour  plus  de  clarte,  on  poiirrail  indiquer  ces  deux 


"^(S) 


(K.  iL  II 


Operations    siiccessives    par  ; — —  ou :    mais    ii 

^  ^  ily  dy  dx 

suliit   d  ecnre    simpjenient   -      —    ou  — — — >   parce  que 
^  <ly  dx  dy  dx.      '■  ' 

1  ordre  des  differenlielles  dy  et  dx  au  denominaieur  in- 
dique  suffisamment  (ju'il  faut  prendre  d.  abord  la  derivee 

1  .  .da  .,,,., 

de  u  par  rai:)port  a  x,  qui  est  — ■,   et  ensuite  Ja  dtrivee 

de  -—  par  rapport  Si  j.  Ue  meine  — — ~  expnniera  la  de- 
rivee par  rapport  a  jc  de  la  derivee  de  u  par  rapport  ä  j  . 
Oll  indique  dune  maniere  sernblable  le  resultat  d'un 
nombre  qnelconque  de  differcnliations  successives  exe- 
cuiees  dans  un  cerlain  ordre  sur  la  fonction  u  par  rapport 

fi  *  ti 

aux  diverses  variables  cru'elle  renferme.  Ainsi  ; — ; — — 

^  itzdx d\  dx 

du 
signifie    qu'il    faut    prendre    d'abord    -—  =r //, ,    ensuite 

diir  .     du.,  p      r/«3  ,,,  , 

—  =  «2     puis  — '-  ^^  113.  et  enlin  —    =  u^.  L.  est  ee  der- 

dy  *■  dx  dz 

,      1  ,  .  ,  .  d^  n 

nier  resuJtal  /k  ein  exi)rime  Ja  notalion  — 

^  ^  dzdxdydx 

THl^OREME    SLR    l'okDRE    DES    DIFFERE>TIATIO>S. 

107,  Le  residtdt  Jinal  de  plusicws  dijjereniialions 
sncccsswes  est  toujours  le  meine,  qiiel  que  soii  Vordre 
dans  Icquel  on  opere  par  rapporL  aux  dwerscs  variables. 

Je  dis  d'abord  que 

du            du 
d  —        d  — 
dx           dy                           d^  u  rr- a 

—  Oll  (jue      = 


djf  dx  dy  dx        dx  dy 
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Ell  cffct,  si  Ton  nc  fait  varier  clans  la  fnnclion  //  quo  x 
cl  }  .  Oll  peut,  en  faisant  abstraclion  des  aiilrcs  variables, 
rcpresenler  u  pa.v  J  [x,j').  Or  on  a 

(i)  /(r-^/^ j)-A^, j)=^  (J^  +«)/', 

a  etant  iine  foncliou  de  x.y  et  //,  qui  tend  vers  zero  en 
meine  temps  que  A,  quelle  que  soit  la  valeur  qu'on  donne 
ä  y. 

Cliangeons  dans  cetle  equalion  j^  en  j  -+-  k.  Le  prcmier 
membre  devlent 

/{x  -^-  /i,  y  +  k]  —J{.T,  y  -h  k). 

Dans  le  second.     -  devietit 
'  äx 

du 

d  — 

du  d  r 

z  tendant  vers  zero  avcc  A  5  a  prendra  une  nonvelle  valeur 

de  la  forme  a  -+-  ä'A,  a'  ayant  pour  limite  ■ — ' ■>  si  k  dimi- 

nue  jusqu'.i  zero;  celte  nouvelle  valeur  devant  encorc 
deveuir  infininienl  pelite  avec  h  quel  que  soit  k,  il  faut 
que  a'  s'annule  aussi  avec  h.  On  aura  donc 

/{x-}-/i,y-¥-  k)  —/{x,  y  -^  k) 

,    ,  ,  /  .du 

(2) 

1  I     n  II  n.r  i 

i!k)h. 


En  retrancliant  la  premiere  equation  de  la  seconde,  nuis 
divisanl  par  /?Ä,  il  vient 

/  /(.r  +  //,  y^k)  —f{x,  y-^k)  —f[x  +  Ä,  j)  -+-/(.r,  y  ] 


hk 


l  dx 
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Oh  voit  que  le  second  membrc,  et  par  suite  le  premier,  a 
du 

fix 

pour  limile 1  quand  7«  et  Z  dcrroisseiit  iiKlcfiniment. 

Mais  eil  faisaiit  varier  dansy(T.j)  )  d'abordj^  et  en- 

d  — 

•       1  .  dy  , 

suite  X.  Oll  trouverait  de  nieme  que  — ^  est  encore  la 

^         dx 

linille  du  premier  membie  de  l'equalion  (3)  quand  h  et  /r 

lendent  vers  zero. 

Les  deux  limites  doiveut  ctre  egales;  on  a  donc 

da  du 

d—         d  — 
dr  dy  d- u  d^- u 

dy  dx  dy  dx        dxdy 

II  est  hon  d'observer  que  le  premier  membre  de  l'equa- 
lion  (3)  equivaut  aux  deux  expressions  (*) 


Ay  Aj  u             Ax  Ay  u 

Axi^y               Ax  Sy 

le  Sorte  qu'on  a 

A^  Aj,  u  :^  Ai  A^  u , 

aussi  bien  que 

dj.  dl  u  :    -  djrdyU. 

108.  II  resulte  de  lä  que  si  l'on  avait  a  differentier  une 
fonction  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  a  diverses 
variables  et  dans  un  certaiii  ordre,  on  pourrait,  sans 
changer  le  resullat  final,  intervertir  l'ordre  de  deux  dif- 
f«';rentiations  consecutives.  Ou  deniontrera  ensuite  qu'il 
est  possible  d'amener  chaque  differentialion  ä  tel  rang 
qu'on  voudra,  et  par  suite  d'intervertir  ä  volonte  l'ordre 


C)  A_^u  indique  raccroisseineiit  de  u  lor.sqtie,  j'  ne  variant  pas,  x  est 
change  en  x-i-Ax.  A  A^u  est  l'accroissemeiit  de  A^u  lorsque,  x  restant  le 
ineme,  on  chanjer  en^  -+-A^.  La  notation  d^u  est  quelquefois  eniployee 
pour  designer  la  derivcc  de  u  par  rapport  ä  x.  Alors  d^d^u  =  d^{d^u). 
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des  differentiations  successives ,  de  la  meme  manicie 
qu'ou  demontre  en  Arillimelique  qu'un  piodult  reste  le 
meine,  quel  que  soit  Fordre  de  ses  facleurs,  quaiid  on  a 
prouve  qu'on  peut  echaiiger  deux  facleurs  coiisecutifs. 
Ou  aura,  par  exemple, 

(Ix  dz  dx  dy  dz d.r.        dz  dz  dy  dx  dx dx         dz'  dy  dx^ 
109.     ExEMPLES.     l°U  =  X"'j". 

du  du  „    . 

dx  -^  dy 

du 

dv  d^  u 

zzr :^  mnx'"~^  y"     , 

dy  dx  dy 

du 

'■i  — 
dx  d-u  d^u 

=; =  wwz"-' r"-'  = • 

dx  dx  dy  dy  dx 

y 

a°  u  =^  arc  lani:  -  • 

X 

du  —  r  da  x 


dx        X-  -f  ■  y  -        dy        x^  -\-  y'^ 
d^  u  y-  —  x^  d-u 

dy  dx        [x-  -i-  y'Y        dx  dy 


DIFFtRE>TIELI.ES     TOTALES     DE     DIVERS     OHDHES     D  €KE 
FOWCTIÜJV   DE   PLUSIEUUS   VARIABLES  IKDÄPENDAIVTES. 

IJO.  Soll  u  une  fonclion  de  trois  variables  indepen- 
dantes  x^j^  z,  et  proposons-nous  d'en  calculer  les  diffe- 
rentielles  totales  J//,  d'^ u.  (Pu,  etc. 

La  differenlielle  premieie  est 

du  da  du 

du  =;  —  dx  -\ r  "X  -^  ~r  "^• 

dx  dy    -^         dz 

On  aura  la  differenlielle  totale  de  ilu  ou  la  differen- 
tielle  totale  et  du  second  ordre  de  u,  ea  prenant  la  diffe- 


96  COrRS    DAKALYSE. 

lenlielle  totale  de  cliaque  leime  de  J«,  ce  qui  donnc,  en 

,  d'U  d"^  u 

observant  crue  -- — —  =  - — — ,  etc., 
ciy  dx         a.r  dy 

tUi  d'  u  d'^ii        \    , 

dx  H — —  dr  -1 ; — -  az  ]  dx 

d.i-'^  dx  dy  dx  dz 

d^u  d'^u.  d^it       \ 

dx  +    — —  dy  -h  - — 7-  dz     dy 


ou 


dx  dy  dy^  dy  dz 

'  d'  u  d^  II  d''  11 

dx  -i •  dy  -\-    dz     dz . 

dx  dz  dy  dz     -^  d-J  '       * 


d^  rt  d^  II  d"- II  d^u 

d-  u  ;=:3 dx^  4-  dy^-i dz-  -+-  7.  — — —  dxdr 

dx'  dy'     •'  dz-  dxdy         "^ 

d'^U  d- II 

dxdz  -\-  1  dydz. 


dxdz  ^lf<l^ 

On  voit  que  cV'  u  peul  se  former  en  elevant  au  carre  la 

t.nr,         -11  •'        da    ,  du    j  da   , 

ditierenlielle  premiere  —  dx -\- —nf -\- -j- dz^  pourvu 

qu'au  numerateur  de  cliaque  terme  du  carre  developpe 
on  remplace  dii^  par  r/^u.  Avec  celte  Convention,  on  ecrit 
la  formule  symbolique 

1  du   .         du   ,         du    .  \  (') 
d"  u  =.  [ -—  dx -\- —-  dy  +  -—  dz]      • 
\  a.r  dy  dz       j 

On  aura  de  meme  en  general 

,  du  du    ,  du      \  CO 

f/"  tt  =     -—  (/x  H-  —  dy  -i-  ---  dz        , 
\dx  dy  dz       j 

rex[)osant  entrc  parentliescs  indiquant  qu'il  s'agit  d'une 
formule  symbolique,  c'est-ä-dire  d'une  expression  dans 
la(ju('lle  il  faudra  remplacer  du"  par  d'^u  apres  le  deve- 
loppcment. 

On  demontre  la  generalite  de  celte  formule  en  prou- 
vant  quc,  si  eile  est  vraie  pour  un  certain  indice  n^  eile 
est  encore  vraie  pour  Tindice  n  -\-  \. 

En   effet,    un   lermc   quelconque  du   developpcmcnt 
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svinbolique  de  d"u  est  de  la  forme 

flu" 
^  '  dxP  dyl  dz'  "^ 


ou 


et 


<7  -!-  r 

1.2.3, 


1.2.../?  >;  I  .  2  .  .  .  (/  X  I  •  2  .  .  .  r 

Le  terme  correspoudaut  de  d"u  est 

f  2 )  k dxPdyl  d-J, 

^    '  dxPdyldz" 

On  aura  {i"+^  u  en  prenant  la  differenticile  totale  de 
cbaque  terme  de  d"u.  Or  la  dilfcrentielle  totale  du 
terme  (2  )  pcitl  s'oblenir  cii  mullipllant  sa  valeur  symbo- 
lique  [i)  par  rexpressioii 

du   ,         du   ,         du   , 
(3)  Si-^'  +  ^T^^  +  S^"- 

pourvu  qu'apres  le  developpement  du  produit  on  (bange 
^h"+*  eri  (l^^^u.  Donc  la  differenlielle  totale  de  d"ii  ou 
^1?"+'«  s'obtiendra  en  multipliant  par  l'expression  (3)  la 
valeur  symbolique  de  r/"/i  qui,  par  bypolliese,  est  la 
puissance  n'"""  de  la  meme  expressiou.  On  aura  donc 
uussi  la  formulc  symbolique 

du   ,         du   ,         du   ,  \  ("+') 
\dx  dy  dz 
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111.  Une  equaiiony (a',  y)  ■=  o  entre  dcux  variables  ./•      ^ 
etj  donne,  comme  on  l'a  vu, 

df        dfdY_ 
^''>  dx~^  dydx-""' 

Stlrm.  —  An  ,1.  7 
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tiou 


df 

dy 

dx 

dx^ 

~df' 

dy 

r\  •  1        j  '    •     '  •  d'Y    d-v 

Uu  peut  expnmer  les  derivees  sui vantes  — ^ :  — '—  -,  etc. , 
^  ^  dx"     dx^ 

parles  derivees  partielles  de  divers  ordres  de^'(x,j'),  car 

en  diffcrentiant  par  rapport  ä  x  l'equation  (a),  dx  etant 

regardee  comme  constante,  on  trouve 

,„,      d^'f  d^f     dy         d'f  fdyY        df   d'Y 

(ß)     — ^ '-  2 '- i-  — ■"—     -^  I    H '—  =  o; 

^^'      dx^  dxdy    dx         dy-'  \dx]  dy    dx^"  ' 

d  ou  i  011  tire  — — 

dx-" 

En  differentiant  de  nouveau,  on  obtiendra  successi- 

</•>-    d'Y 
vement  -—5  -^— ?  •  •  •  • 
dx^    dx* 

112.  Si  Ton  a  une  seule  equation  entre  trois  variables 

(i)  J\j^,y,  z;  =  o, 

deux  quelcoiKuies  d'entre  elles  x  elj''sont  independanles, 
et  la  troisieme  z  est  une  fonclion  determinee  de  celles-ci, 
On  trouve  les  derivees  successives  de  z  de  la  raaniere 
suivante. 

En  differentiant  Tequation  (i)  par  rapport  ä  jr,  dont  :; 
est  une  fonction,  on  a 

df       df  dz 


=  o: 
dx        dz   dx 


dz 
d'oü  l'on  tire  -— •  On  a  de  meme 
dx 

,„  df       df  dz 

(3^  dy-^dz-dy^""^ 

equation  qui  doune  la  valeur  de  -t^- 
*  ^  dr 
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Ell  differenllant  l'equation  (2)  par  rapport  ax,  on  aura 

d-f  d'f    dz        d'f  ( dzy       df  d'z 


dx"    '   ^  dxdz  '  dx        dz''   \  dx  j         dz '  dx""       ^' 

d^z 
(l'oü  l'oii  tire  —-  • 
dx^ 

Ell  differentiant  l'equation  (2)  par  rapport  hj  ou  l'e- 

quatioii  (3)  par  rapport  ä  x,  011  trouve  egalement 

d'f         <-/'/     dz        d-f    dz       d'f  dz    dz       df    dH 

—  o; 


dxdy       dydz   dx      dxdz   dy       dz'    dx  dy       dz   dxdy 

d'z 
d'oü  Ton  deduira  -, — -- 
dxdy 

Eiifm,  en  differentiant  l'equation  (3)  par  rapport  äjr, 

on  aura 

d'f  d'f    dz        d'ffdzY       df  dH 

df-  dydz   dy    '     dz'    \dy  I  dz   dy^ 

equation  qui  fera  connaitre -r-^-  On  irouverait  de  meme 

d'z     d'z 
dx^   dx' dy 

413.  Par  exemple,  l'equation  de  la  sphcre 

X'-  -1-  y'  -h  Z-  —  fl-  zzr  O 


donne 


dz  dz 

^-}-z---=o,     j  +  z— -=o, 
dx  dy 


■  -"  (  ä) 

d'z                          (dzy           dH 
-^%7?-=^^^      '-^   [d-yj    +^^^=-"°= 

dz  dz             d'z 
dx  dy           dxdy 

d'oü  l'on  tire 

dz               X        dz               r 
dx               z         dy              z 

dH                  .r2  -4- 

-  z'         d'z              y''  H-  z'           d''z                .1 

dx'  "~              z' 

'              dy                    z^       '      dxdy                ■■ 

'>• 
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EXERCICES. 

\.  u  -  arc  sin  4  / -r. — ^, ,    du  =  '-— {T^v  ■—  xdy). 

3.  «,  V,  z  etant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles, on  a 

d .  WZ  -—  vzdu  +  itzdv  -\-  uvdz, 

la  lettre  d  designant  une  differentielle  totale. 

4.  Demontrer  les  formales 

cP.ui'z — ud^.vz — wP.uz — zcP.m>-\-('zcP.u-'rUzd'.r-\-uvd'.zrr7  o, 
cP.iu'z — ucP.vz—vcP.uz — zcP.ui>-i-i>zcP  M-\-uzd^  .s'-\-uf>d^.z—  Gdududz. 

5.  u  el  o  6tant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles, on  a,  pour  ih  <  m, 

(d'.uf  f-mi od'. uo'"-')"-^-"' '"'~'^\'Jd'. HO"-' )"-... 
'  1.2  ' 

q=  m[^'"-'d'.uof  z^  [f'd'.u)"z:^o[*). 


(*;  Voir,  poiir  cctte  formiile  et  d'nutres  analoj^ues,  mon  Memoire  sur 
quelques  Jonnules  (;6nciales  d'analj'se  '  LiolvillK;  t.  XXI,  p.  32l).       1'. 
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HUITIEME  LECOIN. 

FORMATION  DES  £QUATI0NS  DIFF£RENTIELLES; 
CHANGEMENT  DE  VARUBLES. 

Elimination  des  constantes.  —  Elimination  des  l'onctions  arbitraires. 
—  Changement  des  variables  indepondantes.  —  Changement  simul- 
tane des  variables  independantes  et  de  la  lonction. 


ELIMIKATIOIV    DES    CONSTAATES. 

lli.  Elant  donnee  une  eqnalion  entredeiix  variables 
x^y  et  une  constanle  arbitraire  C,  on  a  vu  (n  '  83)  quo 
si  l'on  elimine  C  entre  l'cqualion  donnee  et  celle  qu'on 
en  deduit  en  differenliant  par  rapport  ä  x ,  on  obtient 

une  eqiiation  difTerenlielle  enlre  x^y  et  -.- •  Cette  Ope- 
ration pent  se  generaliser.  Soient  n  equations  de  la  forme 
(')  -       /(^,  j.  ;;....,/,  C,,  Co.  ..  .,C„  1  =  0, 

enlre  n  -~  1   variables  x^  y,  :■ t  ei  n   constantes 

arbitraires:  on  peiit  rcgarder  l'une  des  variables,  x  par 
exemple,  comme  independante,  etj)',  z,  ...,t  comme 
des  fonctions  de  :c  :  la  forme  de  ces  fonctions  change 
avec  les  valeiirs  altribuees  aux  arbilraires  C| ,  Co  .  .  . ,  C„, 
et  il  V  a  lieu  de  chercher  n  equations  debarrassees  d'ar- 
bitraires  et  pouvant  remplacer  les  equations  (i).  A  cet 
effet,  je  difTerentie  chacune  de  ces  equations  par  rapport 
ä  X,  ce  qui  me  donne  n  equations  de  la  forme 

da:       dy  dx       " ' '       ^^  dx         ' 

si  l'on  elimine  C, ,  Cj  ....  C,z  entre  ces  equations  et  les 
equations  donnees,  on  obtiendra  n  nouvelles  equations 


102  COLP.S    D  A^•ALYSE. 

dela  forme 

qui  sont  des  consequences  des  equations  donnees  et 
forment  im  Systeme  de  ii  equalions  diflerentielles  simul- 
tanees  du  premier  ordre. 

Si  les  equations  (i)  renfermaient  n -\- p  constantes 
arbitraires,  on  pourrait  encore  eliminer  ces  parametres 
et  obtenir  un  Systeme  de  Ji  equalions  qui  devraient  etre 
satisfaites  poiir  toutes  les  valeurs  de  x.  y.  z,  .  .  . .  t  qui 
satisfont  aux  equations  donnees;  mais  il  laut  alors 
dilTerentier  chacune  de  celles-ci  un  nombre  k  de  fois 
süffisant  pour  que  nk  soit  au  moius  egal  ä/>,  et  les  equa- 
lions resullanl  de  l'elimination  conliennent  des  deinvees 
de  l'ordre  k.  Soit,  en  parliculier,  l'equation 

(3)  /^a^,  j.  Ci,  Co.  . .  .,  C,„'i  =  o: 

on  peul  eliminer  les  m  arbitraires  C,,  Co  .  ,  . ,  C,„  enlre 
l'equation  doni.ee  et  celles  qu'on  en  deduit  en  la  differen- 
lianl  771  fois  de  suite  par  rapporl  ä  .2;;  on  arrive  ä  une 
equalion  differentielle  du  /?i"  ™^  ordre,  qui  est  identique- 
mentverifiee  par  toutes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  ä 
l'equation  (3  1. 

llo.   Considerons  maintenant  l'equation 

(4)  A^,r,  ^,  Gl,  Co) -^o, 

qui  renferme  deux  parametres  arbitraires  C,  et  Co  :  eile 
dclerminc  z  en  fonctionde  x  et  de  1',  que  nous  devrons 
regarder  comme  deux  variables  independantes.  Nous 
pourrons  encore  eliminer  C)  et  Co  ä  l'aide  de  deux 
differentiations  :  nous  poserons,  suivant  l'usage, 

dz  dz 

dx^P'         dy"''^- 

DifTerentions  tour  ä  tour  l'equation  (4;  par  rapport 
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ä  X  et  par  rapporl  a  r  :  nous  aurons 

df  df  df  df 

l'elimination  de  C,  el  Co  enlre  ces  equations  el  l'equa- 

lion  (^4)  donne 

(5)  ¥ix,  y,  z,  p,  q  \^=o. 

c'est  une  equation  aux  derivees  paxlielles  du  premier 
ordre. 

On  pouirait,  par  le  nieme  procede,  eliminer  un  plus 
grand  nombre  d'arbitraires  d'une  ou  plusieurs  equations 
renfermant  plusieurs  variables  independantes,  mais  il 
convient  de  dire  qu'on  obtiendrait  des  resullats  essen- 
liellcnient  differents  de  ceux  du  n"  114-.  On  demontre, 
dans  le  Calcul  integral,  que  les  systemes  d'equations  (\) 
et  (o),  par  exemple,  sont  equivalenls,  mais  il  n'en  est 
plus  de  meme  pour  un  svsteme  d'equations  a  plusieurs 
variables  independantes  et  cclui  qu'on  en  düduil  par 
l'elimination  des  constantes  arbitraires.  Bornons-noiis  ;i 
conslater  le  fait  sur  un  exemple  :  soit  l'equation 

(  4  bis  )  ^  =  C,  :r  -^  C^y  '■ 

on  en  deduit,  en  difTerenliant  par  rapport  ä  x  etä^, 

p  r^Ci,        q  ^  C2; 

l'eliinination  de  C)  et  Co  donne 

(5  bis)  z  —~px  —  qy\ 

or,  on  verifie  que  cette  equation  est  satisfaile  si  Ion  donne 

ä  ^  la  valeur  -    ^  qui  ne  satisfait  pas  ä  l'equation  <  4  bis)\ 

celle-ci  est  donc  moins  generale  que  l'equation  (5  bis\ 

ELIMINATION     lEi    FOKCTIOKS     ARBITRAIRES. 

116.  On  peut  avoir,  entre  deux  variables  indepen- 
dantes x^y  et  une  fonction  inconnue  z  de  ces  variables, 
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une  equalion  (|ui  renfernie  non  seulemenl  des  constantes 
arbitraires,  mais  meme  des  fonctions  arbilraires  de  cer- 
taines  quanlites  variables  :  une  teile  tquation  represente, 
en  general,  un  nombre  infini  de  surfaces.  INoiis  allons 
voir  comment  on  peut,  ä  l'aldc  de  differentiations,  en 
deduire  une  autre  equation  qui  ne  dependc  plus  des 
fonctions  arbitraires  contenues  dans  la  proposee. 

Le  cas  le  plus  simple,  qui  repond  ä  la  question  resolue 
au  n°  83,  est  celui  oii  l'on  a  une  equation  de  la  forme 

U)  /[^.  JS  -i  'f(^)]=o, 

a  etant  une  fonction  explicite  donnee  de  jc,  y,  z  et  o 
designant  une  fonction  arbitraire  de  a.  Si  l'on  diffe- 
rentie  tour  ä  tour  l'equation  (\^  par  rapport  k  x  elky^ 
on  a 

df  df       df    ,,      [  d%  d-x  , 

II  suffit  d'eliminer  si  y.)  et  '^\x)  entre  ces  deux  equations 
et  l'equation  (  ij  pour  oblenir  une  equation  renfermant 
X,  y,  z,  p  et  q,  mais  independante  de  la  fonction  o ;  eile 
exprime  une  propriete  commune  aux  plans  tangents  ä 
toutes  les  surfaces  du  groupe  (i  i. 

L'equation  (i)  peut  sc  ramener  ä  un  type  plus  simple  : 
en  effet,  eile  determine  '^(y-)  en  fonction  de  x,  y,  s, 
soit 

ß  etant  une  fonction  connue  de  .r,  y,  c;  et  cetle  der- 
niere  relation  est  un  cas  particulier  de  Tequation  quo 
nous  allons  considerer, 

dans  laquellea  et  |j  sont  des  fonctions  connues  de.r,  v,  :■, 
el  '!/  designe  une  fonction  arbitraire  de  aet  [j.  Lcs  surfaces 
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representees  par  cette  equation  forment  une  famille  ca- 
racterisee  par  les  expressions  de  a  et  de  ß.Lequation  (2), 
(lilTerentiec  par  rapport  ä  x,  puis  par  rapport  äy,  donne 

Tn.ydx  ~~^  dz'"~  d^  \d^^P  dz)~^' 
^Jdy-^'^dz)~d^\dy^'JT.)  =  ''- 

i.es  derivees  parlielles  ~-  j  -^'  salisiont  donc  a  deux  equa- 

tions  du  premier  degre  dont  les  seconds  membres  sont 
nuls:  et  conime  elles  ne  sont  pas  elles-memes  constam- 
incnt  nulles,  le  denominateur  commun  qui  figure  dans 
les  formiiles  generales  de  resolution  de  ces  equalions 
doit  s'annuler,  ce  qui  donne  la  condition 

r/a  d'j.\   1  d'^  f/3 \       >  d-j.  d:t\  ,  d'^  </3\ 


/  <7a  d'/.\  [ dp  dzi \       ,  d-x 

ydx-^Pdz)\4'^'^d-z}-'-(d^-^i 


dz  '     dx  dz 


P :/  -- 


ou,  en  rediiisant, 


/dx  dl  _  dx  d^\     _^f(h.  d'^j  _  dx  f/ß  . 
^  dz  dy  ~  dy  dz  )P^\dx  dz        dz  dx )  ^ 
_  dx    f/?  dx   rfß 

dy  dx        dx  dy 

C'est  une  equation  aux  derivees  partielles,  lineaire  et  du 
premier  ordre;  eile  est  independante  de  '1/,  tout  en  etant 
une  conscquence  de  l'equation  (2)  ä  laquelle  eile  est 
equivalente,  comme  on  le  demonlre  dans  le  Calcul 
integral. 

117.  Considerons  maintenant  une  fonction  inconnue 
z  ^&  n  variables  independantes  x^ ,  x-j,  .  .  . ,  x^  el  soient 
a,  '^j.  .  .  . ,  X /i  fonctions  connues  de  z^  Xi,  Xo,  .  .  .,  x,/', 
on  donne  l'equation 

(3)  'lU.  ?,...,  X)  =  o, 

dans   laquelle  'l  designe  une  fonction  arbitraire  de  a, 
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ß,  .  .  . ,  A.  et  Ion  demande  d'en  deduirc  une  equation 
independanle  de  <]>.  Acet  effet.  nous  differenlierons  tour 

ä  tour  ] "equation  (  3  )  par  rapport  ä  :r,,  x^ :r„.  Si 

nous  posons 

dz  dz   dz    

-dxy^P''     ^^^''      •••'     dT-.r^'" 

il  viendra 


d%\dxy       P'  dz)      -"       dl     d^i       P'  dz. 


d'l  !  d'j.  d'x  .  d'l  /  dl  dl 

(4)   . 

d^-j  f  d^    _        d'j.  d'l   '  dl  dl 

d'x   ^  dx,i,       ^  "  dz         '  '  '       dl     dxn  "  dz 

Nous  devrions  exprimer  que  ces  equations  admeltent 

liour-V->  •  °  •  >  -T-  des  valeurs  differentes  de  zero  ;  luais, 
'■  dn.  dl 

pour  reconnaitre  la  forme  de  l'equalion  qiii  exj^rime 
cette  condition,  sans  in'a])[)uver  sur  le  calcul  des  deter- 
niinanls,  je  reniplacerai  les  n  equations  (4)  par  le  Sys- 
teme siiivanl,  ([ui  leur  est  equivalent, 

_^  d'l  dl    _^  _ 

'  " '      dl  dz    ~^  ~    ' 

d'ij    dl 

-f-...-i '       ,-    -    Pi  II  rz-o, 

dl  rfxi       ^  ' 

d'^i  _dy^  ^  d^    d^  ^       _^^  _^  _       j  __ 
cl-j.  dxn        d'^  dXn    '  '  "  '    ^X  dx,i       ^" 

Nous  avons  n  -+-  i   equations  homogenes  et  du  pre- 

.      j        ,  .d'l    d^  d'l        j 

mier  degre  par  raj)port  a   /  '  ^yA  '  •*•  '  3:;v  ^t  /i :  commc 

ces  quantites  ne  sont  pas  toutes  constammcnt  nuUes,  le 
denominateur  commun  qui  figure  dans  les  lormules 
gencrales  de  resolution  doit  s'annuler.  Chacun  des 
termes  de  ce  denominateur  est  le  produit  de  n  -f-  i  coeffi- 
cients  apparlenant  tous  ä  des  inconnucs  dilTerentes;  pi, 


dl  dl. 

d'l  r/ß 

d'x  dz 

d'i  dz 

dit    d'x 

d^    d^ 

dx  dxi 

d'p  dxi 
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p.2,  ...   }  figureront  lineairement  et  le  resultat  cherclie 
sera  de  la  forme 

PiT^i  ^-  ^iPi  -^ . . .  -r-  P„Pn  -H  Q  =  o. 
P,,    Po,    ...,   Q  etant  des   fonetions  expliciles  de  oc^, 
X2,   .  .  . ,  J"«  et  :;  :  on  a  encore  une  equation  lineaire  et 
du  premier  ordre  aux  derivees  partielles. 

118.  La  liaison  qui  existe  entre  plusieurs  variables 
independantes  et  une  fonction  de  ces  variables  peut 
dependre  d'une  fonction  arbitraire  dans  des  conditions 
differentes  de  Celles  que  nous  venons  d'etudier  et  con- 
diiire  ä  une  equation  aux  derivees  partielles  qui  ne  sera 
plus  lineaire.  Soient 

(5)  /[•^■>  J'-  -,  «?  c^a)]  =  o 

une  equation  entre  x,  y,  z,  uu  parametre  a  et  une  fonc- 
tion arbitraire  'j  de  ce  parametre ;  posons  en  outre 

<^)  £-"■ 

-—-   designanl  la  derivee   totale  de  /"  par  rapj)ort  a   a. 

L'eqiiation  (6)  etablit  une  relation  entre  a  et  JC,  y,  z\ 
on  n'en  pourra  tirer  la  valeur  de  a  qu'en  particularisant 
la  fonction  C3,  niais  a  n'en  est  pas  moins,  d'une  maniere 
generale,  une  fonction  de  x,  y,  z-,  et  si  l'on  imagine 
qu'on  metle  cette  fonction  ä  la  place  de  a  dans  l'equa- 
tion  (5),  celle-ci  definira  une  valeur  de  z  qui  depend  de 
la  forme  de  la  fonction  arbitraire  cp,  ou,  si  l'on  veul, 
eile  representera  une  famille  de  surfaces  qui  se  distin- 
guent  les  unes  des  autres  par  la  forme  de  ca. 

Cela  pose,  differentions  l'equation  (5)  en  regardant  a 
commc  fonction  de  x,j-,  z',  nous  aurons 

df  elf       df  /  da  da  \  _ 

di^  P  dz'^  'da  \~di  '^P  "dz)  ""  ^' 
df  df        df  .  da  da 

d]r'^'^dz^~da\dj'^'^  dz)  "  °' 
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En  vertu  de  requalion  (6  >,  les  dernieres  partles  de  ces 
equalions  disparaissent  et,  entre  les  equations  reduites 
et  l'equation  (5),  on  peut  eliminer  a  et  '-p(a)  :  requation 
resullanle  est  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre, 
mais,  en  general,  eile  n'est  plus  lineaire. 

Dans  le  cas  de  n  variables  independantes,  on  aurait, 
au  lieu  de  l'equation  (5  ;,  une  equation  renfermant  /^  —  i 
parametres  et  une  fonction  arbitraire  de  ces  parametres, 
et,  au  lieu  de  requation  (6),  les  n  —  i  equations  formees 
en  egalant  ä  zero  la  derivee  de  la  premiere  par  rapport 
ä  chacun  des  parametres  qui  y  figurent. 

Comme  exemple,  considerons  les  deux  equalions  ä 
deux  variables  independantes 

(  5  bis  I  (X  —  a)-  -f-  [y  —  o(a)]-  —  ^■-  —  R-, 

(6  bis  I  X  —  a  -^{y    -  ci(a)]o'(a  j  —  o; 

en  Geometrie,  elles  represententrenvelopped'unesphere 
dont  le  centre  parcourt  une  ligne  arbitrairement  clioisie 
dans  le  plan  des  xy.  Si  nous  diflerentions  parlielle- 
ment  l'equation  (5  bis\,  en  ayant  egard  ä  la  suivante,  il 
viendra 

X  —  a  -- pz  =  o,        y  —  'j;  ( a  )  -T-  ^-c  =  o ; 

reliniinalion  de  a  et  de  'f  f« )  nous  donne 

11*).  On  peut  a\üir  a  considerer  des  equalions  plus 
generales  que  les  pn'cedentes  et  renfermant  plusieurs 
fonctions  arbitraires;  il  est  toujours  possiblc,  en  pre- 
nant  les  derivees  partielles  jusqu'a  un  ordre  suffisam- 
ment  eleve,  d'avoir  assez  d'equalions  ])our  eliminer  les 
fonctions  arbitraires  et  leurs  derivees  introduitcs  par 
les  diilerenliations  :  on  formera  des  equations  aux  deri- 
vees partielles  d'ordre  superieur.  Je  me  borne  ä  donner 
deux  exemples  tres  simples  de  cctlc  eliminalion. 
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Soit  d'abord  l'equation 

ni  etantune  constante,  o  et  'l  deux  fonctions  arbilraires. 
Si  l'on  differenlie  deux  fois  par  rapport  ä  ^  ou  deux  fois 
j)ar  rapport  ä  j-,  on  trouve 

-,— ,  —  ni-o  (  X -I    my)-,    m-t  {.r  ^  my), 

1  elimination  se  fait  imniediatement  et  donne  iine  equa- 
tion  lineaire  aux  derivees  partielles  du  second  ordre 

m2   -— -—    =:  o. 

dx'^        dy- 
Soil  niaintenant  ie  Systeme  des  deux  equations 

ax  -^ yo{a)  -^  <l(  a)  —  z  =  o,         x  ~^yo' {  a)-i-  <l' (a)  =:  o. 

Si  1  üu  differenlie  la  premiere  par  rapport  a  o:  et  a  j^, 
on  trouve,  en  tenant  compte  de  la  secondc;, 

a — p  =  o,         ^i<^) — 7="; 

la  fonction  'l  a  disparu,  et  rien  n'cst  plus  facile  que  deli- 
niiner  aussi  a  :  on  trouve 

dz  fdz\ 

^='^^^>         °"         dy-"Adxl' 

differentions  tour  a  toiir  par  rapport  ä  ^  et  ä  ;^  : 

d-z     ^     ,         d'-z  d-z  _^  d-z 

d^^  ^  '"^  ^P'  d^^'        dy^^'^'^P^d^-' 

L'elimination  de  '^' {p)  conduil  ä  l'equation  non  lineaire 

d^-z  d^z  _  /    d'^z 
dx-   dy-        \  dx  dy 
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CHAWGEMENT    DES    VARIABLES    IKDEPENDANTES. 

120.  Supposons  qu'ayant  ä  considerer  dans  une  ex- 
pression  qiielconque  deiix  variables  independantes^c,  y, 

11  nefonctionw  de  ces  variables  et  lesderivees  partielles -^- j 

-^,  —, — ,  •  • ,  on  veuille  substituer  ä  ^  et  ä  y  deux  nou- 
dy     dx-  "^ 

velles  variables  independantes  c  et  r,  :  en  general,  x  ely 
seront  des  fonctions  donnees  de  z,  et  de  v]  et  on  n'aura 
qu'ä  les  remplacer  par  leiirs  valeurs;  mais  il  faul  voir 
comment  on  exprimera  les  anciennes  derivees  partielles 
de  u  au  moyen  de  ses  derivees  relatives  ä  q  et  ä  7, . 

Si,  dans  la  valeur  de  u  en  fonction  de  x  et  y,  on  rem- 
place  X  et  jv'  par  leurs  valeurs  en  c  et  r, ,  11  deviendra 
une  fonction  de  ces  dernieres  variables  et  l'on  pourra 
former  ses  derivees  partielles  ä  l'aide  du  theoreme  des 
fonctions  composees  : 


(0 


/    du  dv  dx  du  dy 

y   d\  dx  d^  dy  d\  ' 

du  du  dx  du  dy 

dr^  dx  dq  dy  dr, 

d-  u         d^  u  ■  dx  \  -  d-  u    dx  dy 

ICi;^   ~  dx^  \'d^J   ^  ^  dx~dy  Jt  7/; 

d^u  /  dy  .-       du  d-  x        du  d-y 
'"d^^^'dl)   '^  di  ll^'  '^'dy'd^-'- 


^  ^     dx     dx  c  •         i     ^     u  ,1 

On  connait  -ttj  -,   ?  •••  en  lonction  de  c,  et  r^,  et  les 
a^     dl] 

.  .         ,         ,  du     du 

equations  (i),  qui  sont  du  premier  degre   en  --,-  ,  -j-, 

-r^,  •  •  • ,  permettent  de  calculer  ces  derivees  en  fonction 
dx'^  ' 


de  ~-,  -"7  II  est  d'ailleurs  evident  que  l'analyse 

precedente  s'etend  au  cas  011  il  y  a  plus  de  deux  variables 
independantes. 
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121.  On  peut  quelquefois  suivre  avec  avanlagc  une 
voie  differente  :  supposons  u  exprime  au  nioyen  de  q, 
Y, ,  et  remplacons  cos  variables  par  leurs  valeurs  en  x 
etj-;  u  redevient  une  fonclion  de  xely.  et  Ton  a 


(2) 


j  du 

du    dz         da  dy\ 

dx 

de,   dx        St;   dx 

du 

du   d\        du  dr. 

dy 

d'r    dy        d-r\dy' 

d'-u 
Hx^ 

d^  UtHi   d^         d^u    dt\\ 
~  dx  \  d\^    dx    '    d^cdf]  dx) 

1 
/ 
\ 

fd'^            '  d^        \ 
du          dx  d\             dx  dr\ 

d\    \    d\     dx           dy\     dx  / 

dr\  ^    d'^u    d\         d-u  di\  \ 

dx     d^dr,  dx         dr^-  dx J 

d  ^'               d  - '          \ 
du          dx  de,            dx  dl] 

dr^         d\     dx          dt]     dx  1 



maisil  faut,  pour  l'ohjet  qu'on  se  propose,que-j^3  ~,  •  •• 

soient  exprimes  en  fonetion  de  \  et  de  r, . 

Admettons,  par  exemple,  que  ^  et  jk  designent  des 
coordonnees  rectangulaires  et  qu'on  veuille  leur  sub- 
stituer  des  coordonnees  polaires ;  on  a 

a7  =  rcos0,         j'  =  rsinO, 

et  ces  formules  de  transformatlon  conviendraient  ä  l'em- 
ploi  des  equations  i  i  i;  mais  on  a  aussi 


d'oü 


V^ 


■y- 


=  arc  tang- 


dx 


--  =  cosO, 


dx 


Mnf) 


a?2. 


y 


dr  .    , 

— ,-  =  sinl 
dv 


dh 

dy 


cnsO 
r 
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On  peilt  appliquer  les  forniules  (2)  et  l'on  Irouve 

du  .  du         sinO  du 

—     =  cosO  —. ,,7 

dx  dr  r      «U 

du         .  du        co*0  du 

dy  dr            r      di) 

d-u              ,f^  d- u  sin'Afi     d- u          sin^fi  d- u 

'dx-i   ^  ^°^'     7/72  r'    drd^  "^  ~r^~   rfö^ 

sin- 6  <r/a  sin^.O  du 

r       dr  r-       d% 

d-  u  .    ,,         „  /  d-  u         1    du  I    d-  u 

=  sinO  cosü     -7-, 


dxdy        "  \dr^         r  dr        r-    d^'^ 

d-  u  I   du 


:osa6  / 


drdd        r   db 


d^u  _    .    ^(,d-u        sinaO    d-u         ms- 6  d'-u 
cos-6  du        j-inaO  <-/// 


r       dr  r-       db 

De  ces  relalions  on  tire  deux  forniules  importantes  ; 

ji^J    '^\dy)    "Kdr)    '^y-\'d^^    ' 


d-^  u 

d-  u        d-  u 

I    d-  u 

I    du 

dx-^ 

'     dy^  ~   dr-i 

''  r^~d^-^' 

'    r  dr 

122.  II  peut  arriver  qu'on  garde  une  des  variables 
independantcs  primitives,  x  par  exemple,  et  qua  les 
autres  variables  independantcs  soient  seules  changees; 
ainsi  on  a  d'abord  x  e\  y  et  l'on  prend  ensuite  x  et  une 
variable  c,  qui  est  donnee  en  fonction  de  x  et  de  >'.  II 
est  essentiel  de  remarquer  que  la  derivee  partielle  de  // 
par  rapport  ä  x  n'a  pas  la  meme  valeur  dans  les  deux 
cas  ;  si  on  represente  les  derivees  partielles  par  la  lettre  d 
quand  les  variables  independantcs  sont  x  et^',  et  par  la 
lettre  d  quand  cc  sont  x  et  ^,  on  a 

du  _  du       du  d\ 
dx       dx        d^  dx 
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Le  moL  de  derivce  partielle  par  rapport  ä  x  n'a  de 
sens  precis  que  si  Ton  indique  les  quantites  qui  restcnL 
constantes  quand  on  fait  varier  x. 

La  Geometrie  donne  une  representation  bien  claire 

,    du        i    du     .         .  '»!']' 

de  -^  et  de  -— ;   imaginons  que  u  represente  1  ordonnee 

d'iin  point  quelconqiie  M  d'une  surface,  dont  la  projcc- 

tion  sur  Oxy  a  pour  coordonnees  xe.\.y  :  -j-  est  le  coef- 

ficient  angulaire  de  la  tangenle  en  M  ä  la  sectioii  falte 
dans  la  surfacc  par  un  plan  parallele  au  plan  des  ux\ 

-r-  est  le  coefficient  angulaire  de  la  tano^ente  ä  la  courbe 

suivant  laquelle  se  projelte,  sur  le  plan  des  ux^  l'inter- 
section  de  la  surface'avcc  le  cvlindre  lieu  des  points  pour 
lesquels  \  est  constant. 

CHAKGEMEKT    SIAIULTAK6    DE    LA    FOKCTION 
ET    DES    VARIABLES    IND^PENDAKTES. 

123.  Dans  les  condilions  oCi  nous  nous  sommes  places 
au  debttt  du  n°  120,  on  peut  se  proposer  de  changer  ä 
la  fols  loutes  les  variables  :  ä  x,  y,  u  on  subslituera  des 
vai'iables  c,  r,,  u  telles  qu'on  ait 

(3)     :r=  o(f,  T„  u),         y  =  '^i{h-'n-^),         «=  Z(?,  •'■,,  y), 

et  l'on   regardera  u    comnie  fonction  de    -j  cL  de  r, ;   il 

,     .     ,,  .         du    d'^u  -,    Jj    d'-'j 

s  agil  d  exprimer  j-,  -y- t'  •  •  •  au  nioyen  de  -^j    .j.,  ?  •  •  •• 

Puisque  u  est  une  fonction  de  q  et  r,,  on  tirera  des 
equations  (3) 

dx         do          da  dj           dy  d'^  d<i^  d\j 

dl           dz          dx>   de,            de  d%  dx>  d\ 

du  _  d/  dy   dx> 

dri  dr^  d'j  dr^ 

d'^r  _  diz,  fli':,    ch        d^vi  / d'j\^       do  d^-u 

W  ^  ~(/c^  '^  ^  älch  ~dl  '^  'd^'  \dl)   '^  d^  W' 

Stirm.  —  .4n.,  I.  o 
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II  siilTit  de  remplacer  les  premiers  membres  de  ces 
identites  par  leurs  valeurs  dans  les  relations  (i),  n°  120, 
pour  obtenir  des  equalions  susceptibles  de  determiner 
nos  inconnues.  Les  calculs  faits  d'iine  maniere  generale 
seront  tres  longs,  mais  on  peut  les  abreger  dans  les  cas 
parliculiers,  en  Iraitant  direclement  la  question  parune 
methode  serablable  ä  Celles  que  nousavons  exposees. 

EXERCICES. 

1°  Etant  donnee  l'equation  generale  dune  parabole 


j"  =  «X  -^  b  ziz  )/ipx  -f-  (/, 

en  deduire  iine  equation  independante  de  a,  b.  p.  q. 
SoLVTiox.  —  En  differenliant  deux  fois  de  siiite,  on  a 

p' 

et  l'on  differentiera  encore  dcux  fois. 

1°  Que  devient  l'expression  x-j^  — -^'T~  ^l^^^^  ^"^  subslilue  ä 
X  et  j  les  variables  r  et  6,  telles  qu'on  ait 

a'=:;>cüsO,        j  =  rsinO? 

SOLLTION  : 

du 

rfe* 

3°  Eliminer  les  fonctions  o  et  ^!/  de  rcquation 

Z  =  j:cp(3)-+-J'({/(3J. 
SOLLTIOX  : 

4°  filiniiner  les  fonctions  o  et  '^  de  l'equation 
z  =  ':j(ax  -(-  bj^  '\(fiy  —  bx). 


Solution  : 


KEUVIEME    LE9OJV. 


NEUVIEME  LECON. 

APPLICATIONS   ANALYTIQüES  DU   CALCUL  DIFFERENTIEL. 

DfiVELOPPEMEiNT  EN  SERIES  DES  FONCTIOiNS  D'UiNE 
SEULE  VARIABLE. 

Demonstration  de  la  l'ormule  de  Taylor.  —  Aulres  formes  du  reste. 
—  Remarque  sur  la  serie  de  Taylor.  —  Serie  de  Maclaurin.  Re- 
marque  sur  la  scrie  de  Maclaurin.  —  Seconde  demonstration  de  la 
serie  de  Taylor. 


DEMOIVSTRATIOIV     DE    LA    FORMLLE    DE    TAYLOIl. 

124.  On  a  vu,  dans  VAlgcbre  elemcntaire,  que,  sl 
l'on  designe  pary(.r)  une  fonclion  enliere  et  de  degre /i 
de  x^  on  peut  developper  /[x-r-h)  en  une  suite  or- 
donnee.  suivant  les  puissances  enlieres  de  raecroisse- 
ment  /?,  et  qu'on  a  la  formule 

/  f{x-\-h)  =f{x)  -T-  h/\x) 

celte  suite  se  termine  d'elle-meme  a  son  n  -+- 1  '*'"'^  terme  : 
les  lermes  qu'on  obtiendrait  apres  celui-lä  en  suivanl  la 
loi  de  formation  du  developpement  seraient  nids;  en 
effet,  /"(x)  est  une  constante,  et  les  derivees  suivanles 
de /(^x)  sont  nulles. 

Quand  /(x)  ne  designe  plus  une  fonction  entiere  et 
du  degre  n,  il  suffit  evidemment  d'ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  (i)  un  terme  complementaire  con- 
venable,  R,,,  pour  le  rendre  egal  ä  /(x  -h  h);  la  ques- 
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lion  est  dnbtenir  une  exj3ression  simj)le  de  R,,.  Pour  y 

parveiiir,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemnie  suivant. 

[^26.  Lemme.  —  Soit  ^ {~-)  une  roncliou  de  z  cjui 
s'annule  pour  deux  valeurs,  a  et  Z>,  de  z,  et  qui  adniet 
une  derivee  finie  et  bien  determinee  F'(::)  pour  toutes 
los  valeurs  de  z  comprises  entre  «et  b\  il  y  a  toujours 
au  moins  une  valeur  de  z  comprise  dans  le  meme  inter- 
valle,  pour  laquelle  F'(5)  s'annule. 

Puisque,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
a  et  b,  F(::)  a  une  derivee  finie  et  determinee,  eile  est 
elle-meme  continue;  si  eile  etait  conslamment  nulle, 
F'(~;)  le  serait  aussi,  et  il  y  aurait  une  infinite  de  valeurs 
de  :;  jouissant  de  la  propriete  enoncee.  Supposons  done 
que,  z  variant  dans  l'intervalle  «,  b,  F(s)  prenne  des 
valeurs  differentes  de  zero,  positives  par  exemple  :  il  y 
aura  forcement  au  moins  une  valeurs,  de  ^,  comprise 
cutre  a  et  />,  pour  laquelle  F(;)  aura  une  valeur  plus 
grande  que  pour  les  valeurs  de  ;  comprises  entre  c,  —  t 
et  ^,  -i-  £,  £  ctant  suffisamment  petit;  si  donc  h  est  com- 
pris  entre  o  et  3,  on  aura 

^ k ^  "'        -~7i -  " 

bi  nous  iaisons  tendre  li  vers  zero, > 

h 

lejidra,  d'apres  l'hypothese,  vers  une  limite  determinee 

qui  scra  F'(j,);  cn  vertu  de  la  seconde  incgalite,  cette 

,.  .  ,  .  11  1  *  ¥(z^  —  h)  —  ¥{z^) 
limite  sera  negative  oii  nulle ;  de  meme — -y • 

aura  aussi  pour  limite  F'(:;,);  mais,  d'apres  la  der- 
niere  inegalite,  cette  limite  doil  clre  positive  ou  nulle  : 
il  faut  donc  que  F'(^,)  soit  nul,  et  le  theorcme  est 
demontre. 

Cette  demonstralion,  (lue  a  M.  jjonnel,  met  liors  de 
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doule  un  des  points  fondamentaux  de  l'Analyse;  eile 
exige  seulement  que  ¥'{-■)  soit  finie  et  deteriniuee  sans 
qu'on  ait  ä  se  preocciiper  de  sa  continuite,  ni  meme  de 
son  existence  pour  z^a  et  z  =  b.  II  faut  d'ailleurs  re- 
marquer  que  la  valeur  z,,  dont  rexislence  a  ele  elablie, 
est  distincte  de  a  et  de  0. 

126.    Cela  posc,   representons  par   —^ Ip  tenne 

complementaire  R„  de  la  formiile  de  Taylor;  on  aura 
J\x-^  h)—f{T)^hf'{x)-... 

1.2.  .  .«"^  1.2.  .  .« 

Nous  poserons 

X  -\-  h  ~\,  d'oii  /<  =  X  —  37, 

etl'identlte  precedente  deviendra 

j/(X;-/(^)-  -:^— /'(.r,-... 

(  2  )       < 

-!-^^ -Lfn(x)_. :        --(;X  — a7)"-l_0. 

Nous  supposons  que  x  et  A  et,  par  suite,  X  soient  des 
quantites  fixes  donnees;  A  est  alors  im  noinbi-e,  propre 
ä  verifier  l'identite  (?. ).  Soient,  au  contraire,  z  une  quan- 
tite  variable  et  '-2(^)  une  fonclion  definie  de  la  nianiere 
suivante  : 

_(X-^y^^.^__A^  „^,. 

1 .  2 .  .  .  n  "^  I  .;>...  /i 

0(5)  s'annule  evidemment  pour  i:  =  X;  eile  s'annule 
aussi  pour  z  =:.  x,  car  alors  eile  devient  egale  au  pre- 
mier  membre  de  l'identite  (2");  nous  pouvons  essayer  de 
lui  appliquer  le  lemme  du  n°  12o,  et,  pour  cela,  nous 
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calculerons  z\  :■  )  :  on  trouve 

r(X  — ^)"-      ,,  (X  — 2)«-i   ^      1 

L    I.'2.  .  .«    -^  ^      ^  l.'2,..(/l—  ]/  ^J 

1  .  2  .  .  .  /l 

tous  les  termes  se  detruisent  ä  l'exception  de  deux,  et  il 
reste 

Si  /■''+' f?)  est  fini  et  determine  pour  les  valeurs  de 
z  comprises  enlre  a;  et  X,  il  en  sera  de  meine  pour  'f  (2), 
et,  d'apres  ce  que  nous  avons  vu,  ci'(^  1  sannulera  pour 
une  valeur  z^  coniprise  entre  :r  et  X  011  x  4- /i;  cette 
valeur  pourra  etre  representee  par  x  -+-  Hh,  9  etant  une 
quantite  inconnue  «/»/v'o/'r,  mais  comprise  entre  zero  et 
lunite.  Comme  Zt  est  different  de  X,  on  aura 


et,  par  suite. 
R 


Ji'i+i 
1.1. .  .^  n  -i-iy 


(4)    {  -^  ^    •       ,  ■/   ^    -'       1.2-^        -^ 


Are  A«+l 


1 .  2 .  .  .  /i 


Cest  Lagrange  qui  a  mis  sous  la  forme  (  3  )  le  terme 
complementairc  ou  reste  de  la  formule  de  Taylor;  h 
peut  etre  posilif  ou  negatif;  ä  l'egard  de  la  fonctiony(5), 
on  s'inquielora  seulenient  de  savoir  si  sa  derivee  /i-r  >  '^"^ 
est  finie  et  determinee  dans  l'intervalle  de  ^  ä  x -\- h\ 
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il  ea  resultera  d'ailleurs  qiie  /(^)  et  ses  n  premieres  de- 
rivees  seront  finies  et  continues. 


AUTUES    FORMES    DU    RESTE. 


l!27.  On  peilt  deduire  du  resultat  precedent  une  se- 
conde  expression  du  terme  complementaire  R„  qu'il  est 
quelquefoi!5  utile  de  considerer.  Si  nous  arretons  Ic  de- 
veloppement  de  f{x  -h  h)  au  «'^"^  teime,  nous  aurons, 
coniiTie  dans  la  formulc  (4  !. 

f{x-^  h)  =/{x)-^h/'{x)^... 

hn—l  I,n 


I.  2.  .  .(  « 1  )  1.-2.  .  .11" 

0  etant  toujours  compris  entre  o  et  i,  mais  n'ayant 
plus  la  nieme  valeur  que  lorsqu'on  prend  /^  +  i  termes 
de  la  suite.   Ajoutons   et  retranchons    dans   le  second 

niembre  — ■ f"(x):  nous  aurons  les  n  -h  i  premiers 

1.'2.  .  ./i*'       •  '■ 

termes  de  la  formule  de  Taylor,  et  le  terme  complemen- 
taire sera 

(5)  -       R,..=  — — — l/"ix-~(ih)~f"{x)]- 

cetle  expression  suppose  seulement  que  /"(:]  soitfinie 
et  bien  determinee  quand  z  varie  de  x  a  x  -{-  h\  niais 
/'"■'"'  [  z)  n'est  plus  assujelti  ä  aucune  condition. 

Nous  pourrons  obtenir  plusieurs  expressions  de  R« 
en  suivant  mot  ä  mot  la  metbode  du  n°  126,  sauf  une 
legere  modification  au  point  de  depart  :  eile  consiste  ä 

ecrire  R^„  sous  la  forme >  B  etant   un  nombre  ä 

1.1. .  .11 

determiner.  ^  l'un  des  entiers  i ,  2,  3,  . . .,  /i  4- i  clioisi 

arbitrairement.  Au  Heu  de  l'identite  (2),  nous  aurons 

/  /(X)  ~f{x)  -  i  X-x)f'(x)  -  ... 

ilbü)  ^X-X)n       ^^  B^^-^)^:^0. 

(  1.1.  .  .n  1.1.  .    n 
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La  fonclion  de  la  variable  :■  qiie  nous  introduirons  sera 

6(z)=/(X.-/(^)-  l=^/'(-)-... 

I  .  2  .  .  .  /t  1.2..« 

eile  s'annule  pour  z-  =  x  cl  pour  ^  =r  X  ;  sa  derivee,  qui 
se  reduit  ä 

1.2.  .  .rt 

s'annulera  pour  une  valeur  de  ;;  que  nous  pourrons  en- 
core  repre.senter  par  x-^-^h,  H  etant  toujours  compris 
entre  o  et  i,  mais  n'avant  pas  la  meme  valeur  quedaus 
les  resultals  precedents;  on  aura  donc 

=  ( I  —  0  yi-p-hi  hn-p^i  y«-r-i  (cr—dh ) 
et  enfin 

(6)  R„=  — -'— — (i  —  b)"-/'+if"+i(x-^i)/i). 

i  .•>...  n  .p 

On  aura  diverses  expressions  de  R,,  suivant  la  valeur 
qu'on  aura  prise  pour  p  :  si  l'on  fait  /?  =  /i  -+-  i ,  on  re- 
irouve  l'expression  (3/,  donnee  par  Lagrange;  pour 
p  =  i,  on  obtient  une  formule  due  ä  Cauchy  : 


REMARQUES    SLR    LA    SERIE    DE    TAYLOR. 

128.  Quand  f{x)  ne  designe  pas  une  fonction  entiere 
de  x^  on  peut  prolonger  indefinimentla  suile  de  Taylor, 
qui  devient  une  serie;  pour  que  cette  serie  ail  pour 
somme  f{x-\-  h  i,  la  condilion  necessaire  et  süffisante 
est  evidemment  que  R„  tende  vers  zero  pour  n  infini; 
cette  circonstance  entraine  la  convergence  de  la  serie  de 

(*  )  Gelte  elegante  melhode  de  demonstration  est  due  ii  !\I.  Pkouclie. 
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Taylor;  le  terme  complementaire  R„  est  alors  Ic  reste 
de  la  Serie. 

Quand  le  ( /i  -f-  i  V'^"'^  terme  de  la  formule  pour  le  deve- 
loppement  de  f{x  -H  li )  n'est  pas  nul,  on  peut  toiijours 
prendre  h  assez  petit  pour  que  le  terme  considere  soit,  eii 
valeur  absolue,  plus  grand  que  le  terme  complemen- 
taire R„  :  il  suffit  que  l'on  ait  (3)  en  valeur  absolue, 

1.2. ../r    ^    '       i.i...\ii  —  iy        ^ 

d'oü 

,,  ^  (n^-i)fn{x)  . 

il  est  possible  de  satisfaire  ä  cettc  inegalite  par  une  va- 
leur fi  nie  de  h  si  y"(.r)est  diflerent  de  zero,  ety^+'is) 
fini  dans  l'intervalle  x  k  x  -^  h. 

On  voit  meme  que  le  rapport  de  R«  au  terme  en  /t" 
oü  Ton  arrete  la  serie  tend  vers  zero  avec/z. 

SKI!  IE     IIE    MVCLAURI^. 

129.  Si  Ton  fall  ,r  ^  o  dans  l'equation  (^4  S  et  dans 
Celles  qu'on  obtiendrait  en  subslituantles  exprcssions(5) 
et  (7)  de  R,i,  et  si  l'on  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la 
lettre  .r,  on  obliendra  les  formulcs 

1.2.0...«  '  1  .2.0.  ..   //-t-  I) 


(8) 


|/(x)  =/(o)  +  a-/'{o)  +  Y^/'f"  '  +  •  •  ■ 

^-— ■t'-— >'^"Hoj+--^-[/^'"':9-^-/'"'(o)i, 

1.2.3...«  J.2.i...« 

f{x]  =/{o;  -f-  x/'(  o)  -^  —/"  ;o;  + .  .  . 

H % /W>'o]  4-  ^—^, ^/C''+')(0:r\ 

1.2.3.  ..<7  1.1.6.  .    n 
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On  developpe  ainsi  une  fonction  quelconque  de  x  en 
une  suite  de  termes  ordonnes  suivanl  les  puissaiices  en- 
lieres  et  ascendanles  de  x^  pourvu  que  la  fonction  derivee 
de  l'ordre  «  -h  i  ou  celle  de  l'ordre  n  dej{x')  reste  finie 
et  determinee  pour  les  valeurs  de  la  variable  x'  coni- 
prises  enlre  o  et  x. 

Si,  lorsque  Ji  croit  indefiniment,  l'une  des  expressions 

I.2.i...(/2  -f-  l)  I.2.Ö...« 

OU 

1.2   6. .  .n 

icnd  vers  o.  du  moins  Iors(jue  x  est  au-dessmis  d'une 
certaine  limite,  la  serie 

/(o)  4-  ^/'  (o)  +  -^  Z'^o)  -I-  -^3/"-  ,oi  +.  .  . 

iiidefmiment  prolongec  sera  convergente,  et,  en  oulre, 
aura  pour  sommey^  (j:).  On  a  dans  ce  cas 

/{x)  =/{o    H-  x/  '  (o;  -^  -^/"(o)  +  -^/"'  (o)  -  •  .  .  . 

Gelte  derniere  forraule  est  celle  de  Madam  in.  Si 
eile  elait  deniontree  avant  la  formule  de  Taylor,  ou 
pourrait  en  deduire  ceile-ci,  en  considerant  ^  (jc -i- //) 
(ornmeuiie  fonction  de  h  a  developper  suivaut  les  puis- 
saiices de  h  par  Tuue  des  formules  (10). 

REMARQUES    SUR    LA    FORMLLE    DE    MACLAURIN. 

130.  La  fonction  y(r)  ne  peut  pas  etre  developpee  sui- 
vant  les  puissances  de  x  par  la  formule  de  Maclaurin, 
quand  cette  fonction  ou  1  une  de  ses  derivecs  devient  in- 
fniie  ou  discontiuue  pour  x  =  o.  Mais  on  peut  alors  la 
developper  suivant  les  puissances  deo: —  a,  en  changeant 
dans  la  formule  de  Taylor  (6)  x  en  a  et  h  cn  x  —  a.  cc 
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qui  donne 

if{^)=f{a)-(.^-a)f\a) 

(9)    \  1.1     '  i.i..i.../r  ' 

I  H (x  —  ay+^     ß,i+i)[a~0(x  —  a)]. 

\  i.-2.i.  .  .1  n-hir 

La  seule  condition  ä  laquelle  la  valeur  a  soit  assujcltic  est. 
qiie /'"'■'■* '(\ö)  reste  finie  et  determinee  pour  touLcs  les 
valeurs  de  z  depuis  a  jusqu'a  x;  la  serie  sera  d'autant 
plus  convergente  que  la  difference  x  —  a  sera  plus  petita. 

131.  Lafonctiony(:r)  ne  peutetre  developpee  en  une 
seiie  convergente  procedant  suivant  les  puissanccs  en- 
tieres  et  ascendanles  de  x  aulrement  que  par  la  formule 
de  Maclaurin  5  car  supposons  cet  autre  developpement  ca 
Serie  convergente, 

/{x)  =  A  -h  Bx  -t-  Cx-  -f-  Dx-'  H-    .  .  , 

on  en  conclut 

[  A  ~/(o)]  -i-  [B  -J '  (o)] X  -^  Fe  -  ^^-^  I  X--  -[-...  =  o. 

En    faisant  x  =  o,    1  egalite   precedente    se    reduira  h 

A  =f[o).  Divisant  par  x  et  faisant  de  nouveau  x  =  o^ 

f"  (o) 
on  aura  B  =  /"'  (o).  On  obtiendra  de  memc  C  ==       -^ — » 

1.2 

et  ainsi  de  suite. 

De  meme  la  formule  de  Taylor  donne  le  seul  develop- 
pement possible  de  J'{x  -+-  h]  suivant  les  puissances  en- 
lieres  de  h. 

132.  II  ne  faut  pas  croire  que  la  serie  indefinie  de 
Maclaurin,  quand  eile  est  convergente,  aittoujours  pour 
sommey  (x) ;  la  somme  de  ses  termes  peut  converger  vers 
une  limite  differente  de  f[x).    Par  exeniple,   la  fonc- 

I 

tion  e  -^^  devient  nulle  ainsi  que  toutes  ses  dcrivecs 
poura:  =  o;   tous  les  termes  de  la  serie  de  Maclaurin 
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appliquee  a  cptte  fonciion  sont  donc  iiuls,  et  copendant 
la  fonction  n'est  pas  nulle.  Si  o  (a)  est  une  fonciion  de- 
vcloppable  par  la  formule  de  Maclauriu,  et  qu'on  pose 

I 

la  fovc{\ouJ(x)^  devcloppee  par  la  meme  formule,  don- 
nera  lievi  ä  une  serie  convergcnte,  mais  qui  aura  pour 
sonime  o  [x)  et  non  pas  la  fonciion  developpcey  (j"). 

LVgalite  d'une  fonction  J'(a:)  ä  la  serie  de  Maclaurin 
prolongee  ä  riufini  u'a  lieu  que  dans  le  cas  oü  le  reste 
qu'il  faut  ajouter  ä  la  3omme  d'un  nombre  quelconque  de 
ternies  de  cette  serie,  pour  avoir  la  valeur  exacle  de/[x), 
devient  plus  pelit  que  toute  quantile  donnee  quand  le 
nombre  des  lermes  croit  jusqu'ä  l'infini. 

Les  memes  remarques  s'appliquent  ä  la  serie  de  Taylor. 

AT.TRE    D^MOIVSTRATIÜW     DE    LA    sfiniE    DE   TAYLOR. 

133.  Soient  ni  la  plus  petile  et  M  la  plus  grande  va- 
leur de  J"'"'^^^  (.r),  lorsque  x  croit  depuis  Xq  jusqu  ä  X. 
Si  ß  -h  A  est  une  quantile  compriseentre  Xq  et  X,  on  aura 

y  "+'•    a  —  h)  —  m  ^    o. 

Mais  le  premier  mcmbrc  de  cette  inegalite  est  la  dcrivee 
par  rapport  ä  /*  de  la  Ibnction 

donc  cette  fonciion  croit  avec  //,  et  comme  eile  est  nulle 
pour  //  r=  o,  on  aura  pour  //  ^  o 

/  ("'  [a  -+-  h  I  — /(«)  («I  —  hm  >  o. 

INIaintenant  le  premier  membre  de  cette  nouvelle  ine- 
galite est  la  deiivcc  par  rapport  ä  li  de  la  fonciion 
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donc  cetle  derniere  foncllon  est  croissanle  avec  r/,  et 
comme  eile  s'annule  cn  meine  temps  qiic  A,  on  aiira 
poiir  h  >  o 

/("-O  [a  M-  h)  -/f—^tfl)  —  hf(^-)  (a)  -  .— >  o. 
On  aura  de  menie 

/';n-.M(^^_/,)_./(«-2)(„)_//(«-0(«)_  Ü./(«)u)_  :^->o, 

1.2  '      1.2.6 


et  enfin 

^  /(«  +  /')  -/{a)-/>/'{a)  -  ^-r{a)-.  . . 

( I )        ' 

V  l  .  1.  .  ./l  I  .  2  .  .  .  ( /i  +  I  j        "^ 

Qu  trouvera  de  nieme 

l  /{n  H-  /,)-/(«)-  ///  '  («)  -  -^/"  («)  -..  .  . 

— /("^  «, -M<n. 

'  1.2../?  ^      '  I.2...(/?-|-l)         ^ 

On  eoiicliu  de  ccs  dcux  inegalites 
/i" 

1.2...«        ^  ^ 

Iv  est  une   quanlite  coinprise  entre  —  m  et 

'  '  1 .2. .  .{n  -h  i) 

/i'i+i 
— .     _^   ,  M;  par  eonsequent  on  peut  la  represen- 

'"'I'^^'TTITM^^TÖ-^'         (^  +  ^^^)'   si/<""^'(.r)  reste 
finie  et  continue    pour   loutes  les  valeurs   de  x  com- 
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prises  entre  Xq  et  X .  Oii  aura  doiic 

/(«  +  Ä;  =/[u]  +  />/'  {a)  -f-  -^/"  («;  +.  . . 

1.2...«  1.2...  /2+l) 

ce  qui  est  bien  la  formule  de  Taylor,  accompagnee  de  son 
terrae  complementaire. 

On  a  suppose  jusquici  raecroissement  h  posiiif.  Lors- 
que  cel  accroissement  est  negatif,  il  n'y  a  de  change  dans 
la  demonstration  precedente  que  le  sens  des  inegaliles 
(i)et(2). 


DIXIEME    LK^ON. 


DIXIEME  LECON. 

APPLICATIONS  DE  LA  SERIE  DE  MACLAURIN. 

Developpement  des  fonctions  exponentielles.  —  Developpemcnt  de  sin  ^• 
et  de  cosx.  —  Fornmie  du  binöme  poiir  un  exposant  quelconqiie.  — 
Developpement  de  log  (i  -h-x).  —  Formules  pour  le  calcul  des  loga- 
rithmes.  —  Des  lojjarithmes  consideres  conime  limiles  de  Ibnclioiis 
algebriques. 


CEVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    EXPONENTIELLES, 

134.  Seit  d'abord 

Les  fonctions  derivees  sont  loutes  egales  ä  e"^,  ei  Ton  a 

/(oz^i,    /'(o)  =  i,...,    /(«+')  (o^)=eö..-. 
d'oü 

e^=  I  +  -     H H  ■ 5  -f- .  .  .  H „ 

I  1.2.  I.2.0  1.2.3...« 

6x 


.?•' 


I  .2.3.  .  .  («  -Mj  ■" 

Le    reste ^ ■  lend  vers  zero  ä  inesure  que 

1.2.0.  ..(«-l-l)  ^ 

n  augmente,  quel  quesoit  o:,  car  on  peut  ecrire 

.r""*"'  a:   a:        .T  (     x  x  x      \ 

-= -X       .         -'-. ■ •     • 

1.2.3.  .  .^«  -f-  l)  12  /  \/  +  I     i  -T-  2  n -^  l  j 

Si  Ton  prend  un  nombre  determine  /:<^i,   on  arriveia 

necessairement  ä  un  facteur <'A;  comme  les  fac- 

i  -r  \ 

leurs  vont  en  decroissant,  le  produit • — '- • 

^  iH-I«  +  2         «  +  I 

sera  plus  petit  qu'une  puissance  de  k  maiquee  par  Ic 
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nombre  de  ces  facicurs,  c\  sl-ä-diie  plus  petit  que  A""'''"', 
et  par  cousequeiil  aussi  petit  qu'on  voudra,  en  prenant/j 

asscz  jrrand;  donc  le  produit • ■,  et  par  suit-e 

le  reste ^ (puisque  e  ^  reste  fini).  peut  de- 

venir  plus  petit  que   toute  quantite  donnee^   d'oü  Ton 

conclut  que  la  serie  i  -1 —  -{ '-•.  .  est  conveicreute, 

^  I  I  .2  b  > 

et  qu'elle  a  pour  somme  e-*. 

13o.  On  lire  de  lä  le  developpement  de  a'.  En  effet,  si 
Ton  observe  que  a  =  e'",  d'oü  a^  ^^  e^*",  on  oblient,  eu 
changeant,  dans  le  developpement  de  6^,  .r  en  xla,  et  en 
remplagant  e         par  a     , 

.r\n         .r2(lrt)2  .r'fU-^  .r«ri^)« 

ß^  =  IH i ^ \ ~  +  .  .  .  H — 

I  1,2  1.1.5  1.2.... 

I  .  2  .  3  ,  .  .  (  A/  -f-  1  ^ 

resullat  quon  aurait  pu  obtenir  directement. 

d6veloppemekt  de  sin.r  et  de  coso:. 

136.   Soit 

f{x)  i^sinx, 

on  aura,  en  appelani  n  un  nombre  ^azV  quelconque, 

/■'  (x)  =  COS.r,  f"^x)---  —  %mx,  f"'[x):=  —  COSJT, 

/' "'(x)  =  sinj,. ..,    y^-' (jt;  =  zp  sinx,     y("'+'0  .^x)^:  zpcosj;; 
d'oü 

/(O)^-O,       /'(0)=:l,       /"(o:::-...,      /'"  (  O  )  =  -  I  ,  .  .  .  , 

/('')(0)  r-O,      /(«-'-')  (ex):iiz  — C0S(9x). 

11  faudra  piendre  -t-  eos  {Bx)  ou  —  cos  (Öxj,  sui\anl 
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qiie  n  -,'-  i  sera  de  la  forme  ^p  -\-  \  ou  \p  ~\-  3.  On  aura 
donc 

sin  X  =  ^  — 


1.2.3     '    1.2. 3. 4 -5 

qi '■ cosföx). 


1 .  2 .  .  .  «  -i-  I )        1 . 2 .  .  .   //  H-  1 J 

Comme  cos(5jc)    est  molndre  que   l'unito   et    qu'on 
peilt  toujours  prendre  yi  assez  grand  (11"  13i)  pour  que 

devienne  plus  petit  que  toute  quantite  don- 


\  .1.  .  .\n  -^-\ 
nee,  la  serie 


-  + 


I  .2.3..']  .1) 

est  convergente  qucl  que  soit  x  et  a  pour  somnie  sin  x. 

Lorsque  Ton  aura  x^.   '-'- ,  lesigne  de  cos  (!}x)  dependra 

de  la  valeur  de  ö,  et  Ton  ne  pourra  pas,  en  general,  sa- 
voir  le  sens  de  l'erreur  commise,  lorsqu'on  s'arr^tera  a 
un  lerme  dun  rang  determine.  Mais  si,  cotnine  il  arrive 

ordinairement,  x  est  <C  -^  eos  [Ox]  sera  toujours  positif.^ 

et  l'erreur  commise  sera  alternalivement  en  plus  ou  en 
moins. 

13/.  Soit  maintcnanl 

/(,r)  =  cosx; 

oa  aura,  en  appclanl  n  un  nombre  impair  quelconque, 

y  (x)  =  —  sinjc,        /""(r)  =  —  cosx, 

/■'"  (.r)  in:  sinx,  /'"  [x]  ^=cosx,.  .  ., 

fy")  {x)  =  —  sin.r,     /'«+')  ['ix)  =  —  cos  (ex)  ; 

d'oü 


1.2       1.2.3.4 

cos(6x): 


rU — I 


1.2,3..  .\n —  ij        1.2.3. ..(//  H-i) 
SiLRM.  —  An.y  I.  g 
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d'apres  ce  que  l'on  a  dejä  demoiitre  (134),  on  peut  donc 
ecrire,  quel  que  soit  x^ 


cos  .r  =  r  — 


1.2        1.2.3.4        1.2.3.4 .5.6 


FORMULE    DU    BINOME    POUR    UN    EXPOSAKT    QUELCOKQtE. 

138.  Proposons-nous  de  developper  (a  -\-  h)"\  in  etanl 
quelconque,  On  a,  en  posant  -  r=zx^ 

La    question   etant   ramenee    ä   developper  (iH-x)'", 
soit 

on  aura 

/'  (x)  =  /w  (i  -f-  .r)—,      /"(x  )  =  m  [w  -  i)  (i  +  a- )"'-', .  .  . , 
/C)  (j:)  r^  w  (m  —  i).  .  .{w  —  «  -f-  1)  (i  -+-J- )'"-", 
/("+')  (Oj-^  ^=m[tn  —  \)..  .{in—  n){\  -\-  9.r)"'-"-'.  .  ., 

et,  par  suile, 

^"  f '"  —  I )    , 

(I  -I-  tY  =  1-1-  inx  H x^  -1-  .  .  . 

^  1.2 

w  [m  —  1I.  ..(to  —  «H-i) 

H 2 xf 

1.2.0. . .« 

m  [vi  —  i) .  .  .[m  —  n\ 


I.2.3..(«H-I 


139.  Supposons  d'abord  que  l'on  ait  a:^i,eu  valeur 
absolue;  je  dis  que,  dans  ce  cas,  la  serie  sera  diver- 
gente. En  elFet,  on  a  pour  l'expression  de  deux  ternies 
consecutifs  : 

ni  [in  —  I ) .  .  .  { «;  —  p  -t-  l ) 


*/)+! 


I  .  2.  3  .  .  .y» 


xP, 


^-      r.2:3.:.(/7-i)  '       ' 
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par  suile, 


fp+i 


Comnie  ce  rapport,  ä  mesiirc  que  p  augmente,  Icud 
vers  —  x^  et  que  x  est  plus  grand  que  i ,  il  s'ensuil  que 
la  Serie  est  divergente. 

140.  Quand  au  contraire  x  est  moindre  que  i ,  eii 
valeur  absolue,  la  serie  est  convergente  et  a  pour  somme 
[v-^x)"K 

Supposons  d'abord  x  positif,  on  aura 

„         m  im  ~\) .  .  .{m  —  n)  x"-*-*         [       1 

I.2.3...(«-f-l)  \l-i-0j: 

Le  premicr  facteur  peut  sc  raellre  sous  la  forme 

m  {m  —  I ' .  .  .  ( /??  —  /  -f-  1 )  37' 


m  ^  n    \ 

n  -r-  I 

Les  facteurs  de  la  derniere  ligne  convergent  vers  —  x  en 
prenant  i'assez grand,  et  si  Ä  est  un  nombreposilif  moindre 
que  I,  mais  plus  grand  que  x,  on  peut  supposer  «"  assez 
grand  pour  que  cliacun  de  ces  facteurs  soit  moindre  que  A, 
abstraction  faite  du  signe.  Leur  produit  sera  donc  moin- 
dre que  Ä"+'~',  et  par  consequenl  aussi  petitqu'on  voudra, 

"     TA         1  1    •  -.mim — \).  .  .[m — n)     „,, 

si  n  croit.  Donc  le  produit  total ^^ ~ ;—  x"+' 

^  I  .2.3. .  .(«  -t-  1) 

sera  aussi  petit  qu'on  voudra  en  faisant  croiire  n 


n-l-l- 


Quant  au  facteur  1 -—  ?  comme  son  exposant 

finit  par  etre  positif,  il  tend  aussi  vers  o,  ä  moins  toutefois 
que  Ö,  qui  depend  de  /?,  nc  s'approche  aussi  indefiniment 
de  o.  Mais,  dans  tous  les  cas,  ce  facteur  reste  moindre 
que  l'unite.  Par  consequeut,  le  reste  R  tend  vers  o, 
quand  n  croit.  Donc  la  serie  represenle  (i-f-x)'"  pour 
toute  valeur  positive  de  x  plus  petite  que  i.  Comuie 

9- 
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d'ailleurs  le  reste  change  de  signe  quand  Ji  augmenle 
d'une  unile,  les  sommes  successives  de  la  serie  scront 
alternalivement  plus  petites  et  plus  grandcs  que  (i  -\-x)"'. 

141.  Si  la   valeur  de  .r  est  negative,  rlen  ne  prouve 

que  le  factcur  i  — -— — |  necroilra  pasindefiuiment, 

et  meine  il  devra  ci  oitre,  ä  moins  que  6  ne  tende  vers  o. 
II  faul  alors  recoutir  ä  la  seconde  forme  du  reste  (127), 

i .1.6.  . . n  ^  '  ^ 

on  a  donc,  en  valeur  absolue,  sl  Ton  pose  a:  =  —  z, 

„         mim  —  t).  .  .  I  m  —  n)  v  —  ')z)'"~' 

I.2.O...«  [l  bZj" 

ou 

_         m{m—  \).  .  .  m  —  n)     ^.     /i  —  ^  X"    , 

1.1.6.  ..n  \i  —  9zj      ^  ' 

Le  premier  facteur  tend  encore  vers  o,  quand  ji  aug- 

mente  (140). 

T^.                         '    '                                  ,  — 9              /  ,  — 0\« 
Dun   autre   cote,   comme  on   a r-<li-    ;^ 

I  —  Öz    ^       \i  —  OzJ 

peutdevcnir  plus  petit  que  toute  quautile  delerminee,  ä 
moins  que  0  ne  tende  vers  o,  et  dans  ce  cas  meme  ce  fac- 
teur est  loujours  plus  petit  que  i . 

D'ailleurs    (i  —  dz)'"'^    est   <^i  sim  —  i    est    positif, 

et  <^ si  771  —  z  est  neiratif :  c'est  donc,  dans  tous 

les  cas,  une  quanlile  finie.  Donc  R  peutdevenir  moindre 
que  touie  quanlile  donnee,  si  /i  est  assez  grand. 

Ell  resume,  si  x  lombe  entre  —  i  et  4-  i,   on  a,  quel 
que  seit  ///, 

m(m  —  i)          m(m  —  f)f/7z — 7)   , 
I  +  X  '"  =zi-hmx-\ ^ 'x'  -i '-^ x'4-. ... 

^  '  1.2  I  .2.0 
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DlSVELOPPEMEKT    DE    log  (l  -+-  x] . 

112.  Soit 

/(^•)  =  l(i+:r). 

(On  ne  cherche  pas  ä  developper  \x  parce  quc 
x  =  o  rend  infinies  cette  fonction  et  ses  derivees.) 
On  aura 

/'(x)=(l-}-^)-,    /'(^)  =  -l(H-x)-=,    /"'K=1.2(l-hJ:)-\.., 

/(«)(a-)  —  dii  .2.  .  .(«  —  i)(i  +  x)-", 
/"+')  (Gx)  =  qz  1 .  2 .  3 .  .  .  R  i  I  +  9.r )-«-', 

donc 

jr-       .r'        .T* 
1    I  -1-  ^ ;  =:  X h  „ ;- 

Le  rapport  d'un  terme  au  precedcnl  est  cn  valeur  ab- 

solue  — ^—  X,   et  converge  vers  x  quaiid  p  augraenlc. 

Donc  (52)  la  serie  est  divergente  lorsque  la  valeur  ab- 
solue  de  x  est  supeiieure  ä  i. 

Supposo'ns  maintcnant  qu'ou  air,  en  valeur  absoluc, 
X  inoindre  que  i.  Dans  ce  cas  la  serie  est  loujours  coii- 
vergentr,  et  nous  allons  demontrer  qu'elle  a  pour  somnie 
l(i-ha). 

i**  Soit  d'abord  x  positif ;  on  a 

— ^^^--— est  une  fraction  proprement  dite-,   sa    puissance 

(n  -t-  i)'^'"^  pourra  devenir  plus  pelite  que  toute  quantile 
donnec,  et  il  en  sera  de  meme  de  R,  äfort.iori. 

2"  Soit  maintenant  x  negatif.  Posons  a;  =  — z.  On 
aura,  abstraction  faite  du  signe, 

I  Z«+'  I  /         z        \"+' 

;;  ■ 


//  -t-  1    ^I  —  Ö3)""^'  /-'   -t-  I     \  I  Ü 
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Mais,  sous  celte  forme,  on  ne  voit  pas  que  le  reste 
tende  vers  o;  prenons  donc  l'autre  forme  de  R  (127), 

■        ■->        -t  r-.  ^  '  ^  '  T    _J—    H  T  l"-t-' 


on  aura 

/Z  —  özX"  z 

R  = X  ■ 

\  I —  Bz  I         I  — 


9z 


r\  z  —  9z    /       /        T^  /3— OzX" 

Ur  on  a  —      -  <C z<'i-   Uone      ■ 1  ,  et  par  suite 

I  —  ez  ^    ^  \i  —  Qzj         '■ 

i —  J  X •>  peilt  devenir  plus  petit  que  toute 

quantite  donnee. 

Ainsi ,  lorsque  x  tombe  entre  -H  i  et  —  i ,  on  a 

,   .  ,  ,  ,  x^        x^        a:* 

(l)  \(i-hx}  =  x !--y  —  T-+ 

FORMULES    POUR    LE    CALCUL   DES    LOGARITHMES. 

113.  On  tire  de  la  serie  (i)  des  forraules  tres-commodes 
pour  calculer  les  logarilhmes  neperiens  des  nombres. 

rLn  posant  x  =^     1  on  a 

J 


d'oü 


\(i-^x)r=\  (1-4-^)  -^i(r  +  /0-i/; 


j        2  \y  I        3  \>- 


Si  h  ^z  i,  on  aura 

1  /  ,       I  '  '  ' 

y        iy'        Sj-- 

formule  qui  donjie  1  (/-r-i)  au  moycn  de  Ij',  et  tTune 
serie  qui  est  tres-convergente  lorsque  y  est  un  nonibre 
ires-grand. 

Cepcndant  on  peut  encore  obtenir  une  serie  plus  com- 
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mode.  On  a,  en  changeant  x  en  —  x  dans  la  formale  (i), 


jt'         .r'         X* 

donc 

'('  +  -)-'(i--)=l(-_-)=-(^--i-3-'-5+- 

_,  I  -f-  r  h  .  h 

Posons =  I  H — :  on  en  tire  x= j->  etcomme 

I  —  X  y  iy  -v  h 


i(^i  +  ^^=i(/+/0-ij, 


on  aura 


r       //  1         h^  1 

Gelte    Serie    donne  le    moyen  de    calculer  l.io.    On 
fait  d'aLord  j  =;  i,  /i  =  i,  et  Ton  a 


puis 

1.4  =  21.2,     1.5  =  1.4+ 2  (-+_^,+. 

1.10^:^1. 2  +  1. 5  =  2,3o258l8, 

et,  par  snite,  le  modale  da  sysieme  decimal 
z=  o  ,434294482  =:  log  tab.  e, 

144.   Posons 

j- =  a:* — 25x'     et     j  4- /i  =  ,r* — 25a;'+i44» 


DU 


j>.-  =  x^  (.r -f-  5)  (r—  5}, 
y  +h=[.v-^  4)  [x  —  4)  (.r  -1-  3;  (x  —  3). 
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Ensubslituaiit  ces  valeurs  dansla  formule  (3),  on  a 
l(jr-i-4)+l:'jr— 4)+l(x-r3;  +  l{x— 3;:— 2l^— l(.-+5)-l(.'--5) 

= .  r "'1 + 1  { 21 \ 

_:( 23 V-;-...]. 

Lorsque  la  valeur  de  x  est  tres-grande,  le  second  mcm- 
bre  de  cette  egalite  est  tres-petit.  En  eifet,  si  par  exeniple 

•  ^2 

X  est  supeneure  ä    1000,  le  termc  L— 

plus  petit  que  — -,  car 


25.r    -f- 


72  ^-        7'         ^^  7^  ^ 


^r <- '——^< ^ 

:' — 25j;--;-';2      x'[z' — 2L))       10^(10' 


< 


-25]       10'"  25 

10^ 

10' 


Les  autres  termes  de  la  serie  seront  beaucoup  plus  petits 
et  decroitront  meme  tres-rapidement^  par  consequent, 
si  l'on  avait  x  =  1000,  ou  un  nombre  superieur,  on  pour- 

rait,  avec  une  erreur  moindre  que •,  poser 

I(jr4-4     _I(jr  — 4)  —  I(j_  3     -^1(j:—  3) 

—  'zlx  —  \{a:  -r  5    —  ]  [a:  —  5     :=0, 

formule  qui  donnerait  Tun  quelconque  de  ces  logarilhmes 
lorsque  les  autres  seraient  connus.  II  est  facile  d'obtenir 
une  multitude  de  formules  de  cette  espece. 

1 4o.  Lorsque  deux  nombres  depassent  une  certaine 
limite  asscz  grande,  teile  que  loooo,  leur  dillerence. 
pourvu  qu'elle  solt  suffisamment  pelite,  qu'elle  ne  sur- 
passe pas  I  par  excmple,  est  sensiblement  proportionnelie 
ä  la  diÜcrence  de  leurs  logarilhmes. 

En  eüet,  commr,  en  s'arrelant  au  premier  termr,  daus 
la  Serie  de  Taylor,  on  a 

1(14-^;  = 


J  -r-  (JX 
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on  aura, 

si 

X 

h 
1 

\{  Y     \-  h\        1  r  —           ' 

'(■'    '   "'       '^-y-(-9/4 

si  h  =1 

> 

i(r+.      'r  =_,.;,,; 

donc 

Ifr-f-  /')  —  l.r  _,.    r-f-O' 

Comme  il  ii'entre  ici  que  des  rapporls  de  logaritlimes, 
on  peut  eciire,  dans  un  Systeme  quelconque, 

puisque  las  logarithmes  des  memes  nombrcs,  pris  dans 
deux  systemes  differents,  sont  proporlionnels  (6i). 
Or 

TTT  <  "^ 5        Oll        <  I  +   -  ^ 


de  nieme 


>  - — ^ —  ?      ou     >>  I 


Donc 

w  ctant  plus  pelit  que  -  ;  par  suite, 

donc 

log  ( j  +  //;  —  logj  —  [log  (j  4-  il  —  logj]  h 

=tw//[Iog(j-t-i]  —  logjr]. 
Donc  si  Ton  pose 

log  {j-r/i,  —  logj  =  [log  f  J  4-  1  j  —  logj  ]  Ä , 


l38  COURS    D  ANALYSE. 

l'erreur  commise  E  scra 

wA[log(j-i-i)  —  logj]  =  '^Äloge[l  (/  +  i)  —  Ij], 
ou,  ce  qui  revient  au  meme, 

E==co/Hoge— 1^, 
et  comme  on  a 


"<^'    yir^'<~'    i«s^<^(*)'    ^*<i. 


on  aura 


I       ^  I     I         .  ^ 

E  <r' <r^ si  r  est    >iooooo. 


146.  Reciproquement,  on  a 

log  {  r  -r-  h)  —  log  X       a 


iob'(/-+- '/'  -  H'J      ^' 


eil  negligeanl  la  quaiitite  h(jd<^  -•  Si  j^  est  ^  loooo,  on 
a  donc  h  ä pres.  Mais  il  y  a  une  autre  erreur  ä 

lüOOO   ^  "^ 

craindre,  parce  que  a  ei  b  ne  sont  counus  qu'a  une  unite 
pres.  Alois  h  ne  peut  eire  obtenu  qu'ä pres. 


DES  LOGARITHMES  CONSID6r6s  COMME  LIMITES  d'eXPRESSIONS 
ALGIiBRIQUES. 

147.   Nous  avons  vu  que  e  =  lim  (  i  H —  j    quand  ^ 
devient  infiniment  grand.  On  peut  demontier  que 

&*=  lim     I  + 


(*)  Les  logarithmes  elant  pris  dans  Ic  Systeme  vulgaiie. 
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quand  rn  devient  plus  grand  que  toule  quantile  donnee. 
En  effet,  si  l'on  pose 


fz  =  — ,      on  a      I  I  H 


a  etant  unc  quantite  qui  s'evanouit  quand  m  est  infini. 
Donc 


m  ' 


Cette  egalitea  lieuquel  quesoit  ni\  par  suite,elle  aencore 
Heu  ä  la  limite,  quand  a  =^  o.  Donc 


On  pourrait  le  demonlrer  directement,  conimc  on  a 
denionlie  que  e  =  lim     i  H )   • 

*  V       «'/ 

148.    Si  Ton  pose 

^'  =  J>     d'oii     •£~\y, 

il  s'ensuit  que 

y  =  lim     I  H 

V  fn 

par  couscquent, 

lim  "^y  =  lim  (  i  H ]      ou     1 J  =;  lim  [m  {"'sjy  —  i)]. 

11  est  d'ailleurs   facile   de  le  demontrer  direcleinent. 
Puisque  \[i-^x)  = t-j  si  Ton  pose 

I -H  X  =  sjy-      tl  ou      X  zz:-  ^y  —  i, 
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on  a 

'   V  -'    /                ,„                                ,11" 

'"          1  +  ^     V  J  — 

.]' 

donc 

n/C^r  —  i) 

1   V    

Or,  si  m  est  tres-grand,  'v^}  — i  est  une  fraction  extre- 
memcnt  petite,  qui  ä  la  limite  devient  o:  d'oü  l'on  deduii 
encoie 

(2)  I  J>=  liiii  ["•'  ("v  J"  —  >  )J  qiiand  m  =cc  . 

Cette  formule  powrrait  servir  ä  trouver  approximativc- 
ment  le  logariihnie  neperiend'un  nombie,  du  moins  en 
theorie.  Pour  rendre  le  calcul  pralicable,  il  faudrait 
prcndre  pour  m  une  puissance  de  2,  et  alors  "\/j'  s'obtien- 
diait  pardcs  extraclions  successlves  de  racines  carrecs. 

l-iO.  La  formule  (5)  couduit  au  developpement  de 
1  (1  -\-  i.)  cn  seiio,  car,  si  Ion  pose 

J  —  I  -r-  rt  , 

on  aura 

r     -  1 

et  si  u  est  moindre  que  l'unite  en  valeur  absolue,  le  se- 
cond  mcmbre,  developpe  par  la  formule  du  binome, 
donnera 

r  ,      -1  1-,       r-' )('-=) 

ni\     i-^/;"'— I      --«-i «'-4--^ ^--.- — ^«'-f...; 

^  1.2  1.2.3 

et,  cn  supposant  w  =  co  , 

«*       //' 

1  (1  +  «    =  « ^.       _.  _. 

20 
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EXERCICES. 


I     j:'    .    1.3     .r*        1.3.5     .r' 

4  '  T  "^  2^  47ü  '  ~ 


•^      i         2.4      5         2.4.t 


2       t''"'C0S«j:=  i  +  (rt*  +  «'i  '•'  c0S!}''-+  («*-r-«'j  C0S'2ü- 


1 .2 


+  («=+«=)"'"  COsSo  • +  (rt'  4-  «')-^  COS  4'-^ —.7-,  + ... 

I  .  2  .  J  '  '       I  .  2 .  J  .  4 

Dans  cet  exemple  v  —  arc  lang  -•  On  examinera  les  cas  parlicu- 

liers  :  (7  =-  «  =  I ;  (3  =  cos 9 ;  «  =  sinö ;  rt  =  - 1  «  =  —  • 

22 

.,      ,         .      x2        f ■n'^  ,   2    x"      2.4    X*      2.4.6    x^  \ 

'  '  \  2    '    ä     4   ^.j     G       3.3.7     J^  / 
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ONZIEME  LECON. 

o 

FORMULE  DE  MOIVRE  ET  SES  CONSfiQüENCES. 

Generalites  sur  les  expressions  imaginaires.  —  Formule  de  Moivre.  — 
Developpement  du  sinus  el  du  cosinus  d'un  multiple  d'un  arc  sui- 
vant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc.  — Developpe- 
ment d'une  puissance  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  suivant  les  sinus  et 
les  cosinus  des  multiples  de  l'arc.  —  Definition  et  proprietes  de  e', 
sin  z,  cos  z,  quand  z  est  imaginaire.  —  Definition  Je  Iz  et  de  s"".  -~ 
Derivees  des  fonctions  de  variables  imaginaires. 


GÄM^RALIT^S    SUR    LES    EXPRESSIONS    IMAGIKAIRES. 

150.  La  resolution  des  equations  du  second  degre  qui 
n'onl  pas  de  racines  reelles  conduit  ä  des  expressions  que 
l'on  iiomme  imaginaires^  et  qui  sont  de  la  forme 

a  -\-  b  ^  —  i. 

On  a  irouve  de  grands  avantages  ä  les  iniroduire  dans  le 
calcul,  ä  les  combiner  par  voie  d'addilion,  de  soustrac- 
tion,  etc.,  en  operant  conime  si  v  —  ^  elait  uii  facteur 
reel  dont  le  carre  fül  —  i.  Ou  obtieut  pour  resullal  de 
nouvelles  expressions  imaginaires,  et  il  est  utile  de  re- 
connaitre  les  relations  qui  existent  entre  les  quantites 
reelles  comprises  dans  les  expressions  dounees  et  dans 
Celles  qui  resultent  de  leur  combiuaison. 

Une  equation  quicontienl  des  imaginaiies  est  la  repre- 
sentation  symbolique  de  deux  equations  entre  des  quan- 
tites reelles.  Ainsi,  l'equation 

a  -f-  b  y  —  I  =  rt'  -f-  b'  \~i 

comprendles  deux  suivantcs  : 

a  =  rt',     ^  =  b' . 

lol.    Toute  expression  imaginaire   a -f- ^  V — ^   peuL 
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etre  mise  sous  la  forme  /•  (cos  ^  -t-  V —  i  sin  Ö-  H  faul  et 
il  suffit,  pour  cela,  que  Ton  ait 


on  a  aussi 


La  quantite  r,  quel'on  prend  toujours  positive,  est  diie 
le  modale  de  rexpression  imaginaire.  Les  valeurs  de  sin  t 
et  de  cos  t  fönt  connaitre  l'arc  t  ou  V argument  :  on  le 
choisit  ordinairement  positif  et  pluspetit  que  la  circon- 
ference. 

FORMULE    DE    MOIVRE. 

152.  Le  produit  (cosx-h  v  —  isinj:)  multiplie  par 
(cosjy-t-  \  —  1  sinj^;  a  pour  partie  reelle 

cosxcos/ — sin^sinj     ou     cos(x-+-j), 

et  pour  coefEcient  de  y  —  1 5 

sin  X  cos^ -+- sinj  cosar     ou     sin(a:-l-^^\ 
Par  consequent, 

'cosj: -h  y — isinx       ccsj" -f- y/—  i  sin  j) 

3=  cos(x  H-j)  -I-  y  —  I  sin  ( -r-i- j). 

On  conclut  dela,  quel  que  soit  le  nombre  des  facleurs, 

(cosx+  y —  1  sino-^    cosj+  y  —  1  sinj^   cosz  -+-  y  —  isinzj... 
=:cos  [x  +JH-  z-\-  .  .  .)  -h\  —  isia[x  ->r-  j  -h  z  -{-  .  .  .). 

En  supposaut  x  ^^y=  z  =  .  .  .,  on  en  deduit,  in  desi- 
gnant  un  nombre  enlier  et  positif, 

(i)         (cosxH-y — i  sin  X  j""  =  cos  mx -h  iij — 1  sin  rnx. 
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Cctie  formule,  appelee  yb/v«H/e  de  Moisre,  est  ciicore 
viaie  lorsque  m  est  un  iiombre  fractionnaire,  poshif  ou 
iiegalif. 

D^VELOPPEMENT  DU  SIKtiS  ET  DU  COSINUS  d'uN  MULTIPLE 
DUN  ARC  SUIVAKT  LES  PUIS3AKCES  DU  SIKUS  ET  DU 
COSIINL'S    DE    CET    ARC. 

lo3.  Si  Ton  developpe  la  formule  (i)  et  que  Ton  egale, 
de  part  et  d'autre,  les  parlies  reelles  et  les  parties  imagi- 
naiics,  il  vient 

m{rn  —  t ) 

COS  mx  =  cos'"  X cos"'"^  x  sm^  x 

I  .1 

mim — i){in — ■?.){>» — 3) 
H 7, — 7 ■ cos'""'' j:  sin*  a:  — ... 

I .2.3,4 


(^) 


et 

/  sin  mx  =  m  cos"""'  x  sm  x 
(  3 )   /  m  ( in  —  j)     m  —  ■?.) 

1.2.3 


cos'"~'xsin' j:  -r 


On  voit  que  cos  mx  et  sin  mx  s'expriment  en  fonction 
rationnelle  de  sin  x  et  de  cos  x.  Dans  tous  les  cas,  cosmo: 
peut  s'expriiner  en  fonction  rationnelle  de  cos  x  seul, 
niais  sin  nix  ne  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle 
de  sino:  seul  que  si  m  est  un  nombre  irapair. 

DtVELOPPEMEKT  d'uNE  PZ)1SSAKCE  d'uN  SINUS  OU  d'uN 
COSINUS  SUIVANT  LES  SINUS  OU  LES  COSINUS  DES  MUL- 
TIPLES   DE    L  ARC. 

lo4.  Pour  resoudre  la  questioti  inverse  et  developper 
cos'"  X  et  sin'"  x  suivant  les  cosinus  ou  les  sinus  des  divers 
multiples  de  x,  posons 

uz^cosx-hs/ — isin.r     et     f=:cos.r — y/ — isinx, 

on  aura 

7.  cos X  =-  u -\- f'     et     2  \i  —  i  sin  X  :^  u  -^  i^-j 
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de  lä  rcsiilte 

/  „,  m  ,  Hl    '  "l  I  ) 

2    CDS"  >r  ^  ( «  -f  (■  "  =:  «"'  -j-  niii'"--'  V  -r- n"'~'  c'  -l 

1.2 

W  (  W  —  1  ") 
-! m'  c'"-'  -I-  mrtv'"—'  -{-  v". 


II  convieiit  de  distinguer  deux  cas. 

i"  Quand  //z  est  pair  et  egal  ä  2n,  le  developpement 
renf(M  nie  un  nombre  impair  de  lermcs  et  il  y  a  im  tonne 

du  milieu  qui  est  — ^- ^ ^ u"u".  On  a  donc, 

en  groupantles  term(.>s  egalement  distants  des  extremes, 

2'"  COS'".r  =:  «"■  -+-  (>'"  -t-  mnc  («'"-'  -f-  v"'-^)  -h  .  .  . 

m[m  —  i).  .  .(«  j-i) 

~i „ li"  v". 

1.2.3...« 

Or  nP-Jt-  i^''=  acospxet  u^  v^  z=z  i,  puisqiie  m^  =:;  i  5  donc 

2'"  cos'"  j;  =:  2  cos  /»j;  -!-  2  /»  cos  ( w  —  1)  x  -\-  ,  .  „ 

m{m  —  I ) .  .  .  f «  -4-  1 ) 
_j — . 

1 .  2 . 3 . .  « 
d'ou 

i'   2"""'  cos'"  .T  ^=  cos  w.r  -1-  m  cos  ( w  —  2  )  .r 

(i)<  m{m  —  i)  i  m{m~\)...ln~'-\) 

I        H ^cos  /» — /ijx-\-...-\ ^ -'. 

\  1.2  2         1.2.3...« 

2"  Si  m  est  impair  et  egal  a  2/2  +  1,  (ji  -|-  t»)'"  aura  un 
nombre  pair  de  termes,  et  l'on  obtiendra  facilement 

/  2"'"'  cos'" X  =  cos  mx  -+-  m  cos  [m  —  -x)  x 

[i){  m(r?i—i]  .^  m{ni—i)..An-^i) 

-h !cos/«— 4  j:+...H ^ 4—^ -Vos.r. 

(  1.2  1.2.3...« 

loo.    Pour  avoir  sin"'x,  il  faudra  prendre  la  formule 
u  —  p  =::  2  ^  —  I  sin  ^, 
et  eu  elever  les  deux  menibres  ä  la  w*^'"^  puissanccj  ii 

Stlum.  —  ^In.,  I.  10 
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viendra 

/    , ^,„  .  rn  ' ni  —  \\ 

[\J  —  li    2"' .  sin'"  X  =  «'" — mu"'~^  f>  -h —  u"'~^  ('"'... 

1,2 

,     ,v?  (ni  —  I ") 
ZU u^(>"'    -ZIZ  muv'"    '■  _  (■"'. 

1.2  ^^ 

i"  Supposons  d'abord  rti  pair  et  egal  a  2  «.  Alois 

et  il  y  aura  un  tonne  du  milieu  qui  sera 

dz  — ^ '„ — u"  v". 

1 . 2. J.  .  .n 

On  aura  doiic,  en  groupant  les  lermes  deux  a  deux, 

(  _  i)«. 2'» sin'« 57  =  («'"  -t-  V'")  —  muv{u'"-^  —  v^-'^) 

mim  —  1 )    „   „  . 

U^V^-(U'n-'*  -t-t''«-*)  — ... 

.  U"  V"^, 

1  .  2  .  3  .  .  .  /i 

ou,  en  remplacant  z/*+(^*  par  acosÄx,   u^  v^  par  i,  et 
divisant  les  deux  membres  par  2, 

(   (  —  I )"  2'""'  sin"" X  =  cosmx  —  m  cos [m  —  i)  x 

(3)  {              m{i)i  —  i"»         ,          ,,                 ,    xmlni  —  i^..  .'«-t-i) 
-j ^ —  cos  /«— 4  X  — ...i 5 '. 

l  1.2  2  1.2.3...« 

2°  Supposons  7«  impair  et  egal  ä  2/z  H-  i.  Alors 

(v/=Tr=(-i)"v/=^> 

et  Ton  aura,  en  groupant  les  lermes  deux  ä  deux, 

( —  0"  V  — '  ^^  ^^"^  -r  =(""'—  (''")  —  "'"«'  (""■"-—  '■'""') 

/W  { «2  I  ) 

H ^ — -  w  v  [  u" 

I  .2 


I  .2 

nii  ni  —  I ).  .  .('n  -4-  i) 


m  —  \\...(n  -+-  "2.)  . 

— '- ■  tt"  v"  ;m  —  v). 


1.2.../? 

En  general, 

£4*  —  p*  =:  2  y' —  1  sin  kx  ,       «*  p''  -—  \ 
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Donc,   en  divisant  Ics   deux   membres  par   2  y' — 1,   il 
viendra 

/  (—  i)"  %'"-''■  siii"'a"  —  sin/n.r- —  msin  ( m  —  i)x 

(4)1            m(T)i—i)                   ,^           ,    /ntm  —  \  )...  in-r-'i)    . 
/      H sin(/n  —  ^)x...±i -sin  37. 


D^FINITIOIV    ET    PTiOPaitTlllS    DE    C",     SINZ,    COS  ^, 
QUAKü     C    EST    IMAGINAIRE. 

156.  Les  fonctions  rationnelles  d'une  variable  imai^i- 
naire  sont  definies  par  la  seule  extension  des  regles  du 
calcul  des  quantites  reelles  aux  iniaginaires;  mais  les 
fonctions  transcendantes  ou  irrationnelles  doivent  elre 
dt'finies  directement.  Gonsiderons  d'abord  la  fonclion 
exponenliellc. 

Quand  z  est  une  quantitc  reelle,  on  a 

-2  ^3 

(0  e==i-^^ 


I        1.2        1.2.3 


Si  l'on  donne  ä  jz  une  valeur  imaginaire  quelconque,  le 
second  membre  de  cettc  egalite  forme  toujours  une  serie 
convergente;  car,  en  posant 


il  devient 


z  =  p(cosa)  -f-  ^/ —  I  sincü), 

p(cosco  -h  y/ —  I  sin  CO  )  -h.  . . 
(cos/iü)  -T-  y  —  I  sin  n  to) 


or  la  partie  reelle  et  le  coefficient  de  y —  i  dans  cette 
expression  forment  deux  series  convergentes  (S7).  II 
en  resulte  que  la  serie  (i)  est  une  fonetion  bien  deter- 
minee  de  z-;  nous  düons  que  cette  fonetion  est  la  fonc- 
lion exponentielle  e=,  qui  sera  definie  par  l'egalite  (1), 
quelle  que  soit  la  valeur,  reelle  ou  imaginaire,  de  z. 

10. 


r4<>  cotr.s  d'analysk. 

De  nieme  iious  avons,  dans  le  cas  oii  z  est  reel, 


sin^  = 

I  1.2.3 

(2) 


1.2  1.2.3.4 

ces  series  sont  loujoiirs  convergenles  quand  on  donne  ä 
z  des  valeiirs  reelles  ou  imaginaires  quelconques  :  ellcs 
representcnt  donc  des  fonclions  bien  delerminees  de  :; : 
nous  convenons  de  designer  ces  fonclions  par  sin^  et 
cos^. 

157.  Les  fonclions  e',  sinr,  cos:^  sonl  döfinies  d'une 
maniere  tres  generale  et  tres  naturelle,  mais  il  est  ne- 
cessaire  de  chercher  si  elles  jouissent  loiijours  des  pro- 
prietes  qui  les  caracterisentdansle  cas  oü  z  est  reel.  Con- 
siderons  la  fonclion  exponentieüp  :  iine  de  ses  proprietes 
essentielles  est  exprimee  par  la  reiation 

(3)  e^er=e^+r; 

qiiand.r  etjj'sont  reels,  cette  egalile  xevient  äla  suivante  : 

/      -^  ,   '^^   ,      \  ^   .  y  ,   y-  _^     \ 

1    '    1.2      ' ' '  /  \         I    '    1.2    '  •  •  ■  y 


.T             .T- 
l              1.2 

■..)(-f- 

1.2 

l  H - 

I 

(.T-+-y)- 
1.2 

.; 

cctte  reiation  elant  vcrifiee  pour  des  valeurs  reelles  quel- 
conques de  X  ely  est  une  identite ;  eile  continuera  d'elre 
satisfaite  si  l'on  donne  ä  a:  el  y  des  valeurs  imaginaires 
quelconques:  il  en  resulte,  en  se  reportant  ä  l'equation 
de  definition  (i),  que  la  reiation  (3)  est  absolument  ge- 
nerale. 

A  Tegard  des  fonclions  circulaires,  il  resulte  des  ega- 
lites  (2),  qui  les  defmissent,  que  Ton  a,  conimc  pour  les 
variables  reelles, 

sin( — -c;  —  —  sinz,       '  cos( — c)  =  cos^. 
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Euler  a  fait  connaitre  une  relation  exlrßmemcnt  im- 
portante  qui  existe  enlre  les  exponenlielles  et  les  fonc- 
llons  circiilaires  :  si,  dans  Fidentite  (i),  je  change  z  en 
z-  y —  I ,  il  vient 


IV'-I-- 


:  /—  I  Z^-  Z^  \/'- 


I  J .  2  1.1.3  I . 2 . Ü  .  4 

ou  bien 

(j)  e-"^-^  —  cos z -T- \/ — isin^, 

(juelle  que  soil  la  variable  z;   sl,  dans  cette  rclalion,  je 
change  z  en  —  z,  il  viendra 

(5)  e--'^-^  =^  cosz  —  / — isin^. 

En  combinant  les  egalites  (4)  et  (5)  par  addition  et 
soustraclion,  on  Irouve 

(ü)      cos-3  =  ,  sin^=: , 

^  ly^ — 1 

et   ces   forniules    sont   absolument   generales,    comme 
ridenlile  d'ou  nous  somnies  parlis. 

'lo8.  Je  dis  encore  que  les  formules  fondamentales  de 
la  Trigonometrie  s'etendent  aux  fonctions  de  variables 
iniaginaires.  En  effet,  les  idenlites  (3)  et  (4)  nous  don- 
nent 

cosf'.r  — /)  -;-  \J —  1  sin(j7  -i-y) 

=  (cosa?  -r-  /  —  I  sina7)(cos^-(-  \/ —  i  sinj-) 
ou,  en  effectuant  le  produit, 

(  coi{x  -^  y)  ^\/ — j  sin(:r -;- j) 
~j  <        =cosa7COSj' — sinjrsin^ 

\  -f- \/— I  l.sin:r  cosj' -r- sinjK  cosa?). 

Si  X  et  y  etaient  reels,  il  suffirait  d'egaler  les  parties 
reelles  et  les  coefficients  de  y  —  i  pour  obtenir  les  for- 
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niules  relatives  äraddition  des  arcs;  niais  ici  nous  rem- 
placerons,  dans  l'equation  (^j,  x  et  r  par  — ^  et  — -y^ 
il  vient 

coi{x  -\- y )  —  \!  —  I  sin ( :r  -!-  y ) 
=  Q,Q%x  co'iy  —  sina?  sin^ 

—  \J — ■  I  (sinrr  cosj'  -t-  cosar  sin_^); 

il  suffit  de  combiner  cette  idenlite  avec  l'identite  {j-j^ 
pour  en  deduire  la  generalisation  des  formules  fonda- 
mentales  de  la  Trigonometrie 

cos(a?  -4- jk)  =  cosa7  cosj'  —  sina?  sin_^, 
sin(a7  -^y)  =  sinj;  cosjk  -f-  sinj^  cos:r. 

Remarquons  enfin  que  les  identites  (6)  nous  donnent 

cosirry/ — v=  j  %\w\x<^ — •/*  =  v  —  i! 

quand  x  est  reel,  les  fonctions  ^  (e^=te~^)  sont  desi- 
gnees  sous  le  nom  de  cosinus  et  sinus  hyperholiques 
de  X. 

Les  fonctions  tang;,  cot^  sont  definies  comme  quo- 
tients  de  sin::  par  cos^  ou  de  cos^  par  sin^:  leur 
expression  est  une  consequence  des  resultats  prece- 
dents. 

d6finitio^'   de  1:;   et  de  ^'". 

159.  Le  logarithme  neperien  d'iine  quantite  reelle  z 
est  l'exposant  de  la  puissance  de  e  qui  est  egale  ä  z ;  par 
analogie,  si  Ton  donne  ä  z  une  valeur  imaginaire  de  la 
forme  a  -\-  b\  —  i  oa  p(  costo  -f-  ^  —  i  sinto  i,  nous  con- 
viendrons  de  designer  par  1;;  une  expression  «  +  ry  — i , 
teile  qu'on  ait 

(8)  6"+"*'^=  pfcosw  —  v/^  sinto). 

II  s'agit  de  detcrnüner   u  et  c,   que  nous  supposons 
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rt'els  :  le  premier  membre  de   l'equation  (8)  peut  s'e- 


>\/~i~ 


'^-^  =  e"(cos('  -4-  v^—  I  sine  ) ; 


si  donc  on  egale  les  parties  reelles  des  deux.  membres  et 
les  coefficients  de  y  —  i ,  on  aura 

(9)  e"  cost' =:  p  cosco,         e"  sint' =  p  sinco: 

elevant  au  carre   et   ajoutant    membre    ä  membre,   on 
trouve 

e"  et  p  ont  leurs  carres  egaux;  etant  eux-memes  reels  et 
posilifs,  ils  sont  egaux,  et  u  est  le  logarithme  neperien 

arilhmelique  de  p  ou  de  y/ö-+6-;   les  equations  (9) 
donnent  alors 

cosr  =  cos  tu,         sinr  =  sin  10,         p  =  w  —  aA-, 
k  etant  un  enlier  quelconque,  et  l'on  a  finalemcnt 

(10)  1^  =  l[p(coscü -^  V  —  I  sinto  )|  =  Ip  —  (ü) -!- a/x-rr)/ — r, 

Ip  etant  une  valeur  arithmetique. 

Ainsi  1^  a  une  infinite  de  determinalions,  ce  qui  en 
fait  une  fonction  essentiellement  differente  des  fonctions 
rationnelles,  exponentielles  ou  circulaires.  Toutefois, 
soit  ^0  "iie  valeur  de  ^  :  si  l'on  adopte  une  valeur  de  k 
qui  determine  la  valeur  de  l^o>  et  si  l'on  fait  varier  z 
d'une  maniere  continue  ä  partir  de  z^,,  \z  variera  d'une 
maniere  continue  que  l'on  pourra  suivre,  et,  quand  on 
sera  anive  ä  une  certaine  valeur  de  z,  il  n'y  aura  plus 
d'ambiguite  sur  la  valeur  de  son  logarithme. 

Quand  z  est  reel  et  positif,  son  argument  co  est 
nul,  1^  a  une  determination  reelle,  qui  est  le  loga- 
rithme arithmetique,  et  une  infinite  de  valeurs  imagi- 
naires. 
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100.  Comme  nous  avons  loujours  z  =  e'-,  nous  defi- 
nirons  d'uiie  maniere  generale  la  fonction  z"^  par  l'ega- 
lite 

-ni  —  pinlz  • 

nous  savons  delerminer  la  valeur  ou  pliiluL  les  valeurs 
du  second  membre,  quels  que  soient  m  el  z.  Si  m  est 
reel  et  z  egal  ä  o  (  cos  to  -h  y  —  i  sin  (o  ) ,  on  a 

(         =  p'«  [cosm(  tu  -f-  ikr.)  -:-  y  —  i  sinm(tü  —  ikr.)], 

le  module  o'"  elant  un  nombre  determine.  Qiiand  in  est 
un  nombre  entier,  le  second  membre  a  loujours  la  meme 
valeur,  quel  que  soit  k\    si.  au  conlraire,  in  est  egal  ä 

une  fraction  irreductible  —  ■>   z'"^  aura  o  determinalions 

qu'on  peut  oljtenir  en  donnant  successivenicnt  ä  /,•  les 
valeurs  o,  i ,  2,  3,  .  .  . ,  ^ —  i.  En  effet,  pour  deux  va- 
leurs k'  et  A"  de  k  comprises  dans  cette  suite.  la  difi'e- 
rence 

ip^k'—k")- 

des  arguments  de  5"*  ne  peut  etre  un  multiple  de  2-, 
puisque  q  est  premier  avec/?  et  superieur  a  k' —  k'  \  les 
valeurs  de  x;"^  seront  donc  distinctes;  d'autre  part,  une 
valeur  quelconque  de  k  non  comprise  dans  la  suite  o, 
1,2,  •  ' .  1  q  —  I  est  egale  ä  un  nombre  k'  de  cette  suite 
augmente  d'un  multiple  nq^  positif  ou  negatif,  de  q\ 
rarguiucut  correspondanl  de  ^'"  est 

p((j>  ~ik'  —inq'^-                          p((ü-^  -ik')- 
=2/3«7:-r- i— , 

et  la  valeur  de  z"^  coincide  avec  l'une  de  Celles  que  nous 
avions  d'abord  obtenues. 
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En  parliculier.  nous  ohlicndrons  Ics  racines  rf''''^'  de 

riinite   en   faisant  /«  =     :.    ■;  =  i ,   (o  r=:  o   dans   rcqua- 

tion  ^lo) : 

V  1  =  cos '-  v  —  1  sin • 

De  meme  que  pour  1^,  si  l'on  adople  une  certalne  de- 
terminalion  de  z'^  pour  ^  =  ^„^  la  conlinuite  delermi- 
nera  ensuite  les  variations  de  ^'"  quand  on  fera  vavler  z 
ä  partir  de  ;„. 

Df-RIV^ES    DES    FOIVCTIOKS    DE    VARIABLES     IMAGIIN  AIRES. 

161.  La  derivee  f  \  :■)  d'iine  fonclion  /(:•)  se  dcfinit 
exactement  de  la  nieme  maniere  quand  la  variable  est 
imaginaire  et  quand  eile  est  reelle;  c'est  toujours  la  11- 
mile  vers  lacjtielle  tend  le  rapport 

quand  \z-  tend  vers  zero;  la  dilTerentielle  de/iz)  est 
toujour^y'i  c)  dz-. 

Les  regles  du  Calcul  algcbrique  s'etendanfc  aux  quan- 
tites  imaginaires,  les  resullals  obtenus  dans  la  dill'eren- 
tiation  des  fonelions  algcbriques  n'ont  a  sublr  aucune 
modification  quand  la  variable  devient  imaginaire.  II  en 
est  de  meme  pour  les  fonctions  exponentielles,  loga- 
rithmiques  et  circulaires;  on  peut  se  rendre  compte,  en 
effet,   que  le   calcul  des  derivees  de  ces  fonctions  est 

/.       1  ,  ,  e'' —  r         sin  A  , 

londe  sur  ce  que  les  rapports  — - —  et  — —  tendent  vers 

Tunite  quand  h  tend  vers  zero;  or  la  definition  de  e^  et 
de  sinA  montre  que  ces  rapports  ont  la  meme  limite 
quand  h  n'est  plus  reel.  Et  il  resulte  de  ce  qui  precede 
que  les  fonctions  elementaires  ont  toujours  des  derivees 
bien  determinees. 


lo4  couns  d'äivalyse. 

Si  z  est  egal  ä  x  -f- J'\' —  i ,  on  peat  dire  qiie  f  ( ")  est 
]a  limlte  du  rapport 

fyx  -^  y\/ —  (  -^  Ar  -I-  b^y\f —  \)  —  f[x  -^y  \l —  i") 
Ar  -f-  A^  y/ —  I 

quand  A^  et  Ay  tendent  vers  zero :  l'idenlite  de  ce  rap- 
port avec  la  fraction  (i)  pronve  qu'au  moins  avec  les 
fonctions  elementaires  cette  limite  est  la  meme,  quel 
qua  soit  le  rapport  de  Ly  ä  A^ ;  mais  il  peut  en  etre  tout 
autrement  pour  certaines  fonctions  transcendantes,  qui 
n'ont  plus  alors  de  derivee  determinee. 

Quand /'i'^')  est  determine,  les  derivees  partielles  de 
/(::')  par  rapport  ä  ^  et  ä  r  s'obtiennent  simplement  par 
la  regle  relative  aux  fonctions  de  fonction  : 


'O' 


df{z\         .,.    .  df(z)         /—  .„ 


EXERCICES. 

1.  Troiwer  la  diffe'rentielle  de 

y  =  I  (cosr  -T-  \/ —  I  sinr). 
Solution. 

dy  —  V'  —  I  dx. 

2.  fiz)  ctant  une  fonction  ruelle,  si  Ton  pose 


on  aura 

dP  _  d{^ 
dx       dr 

dP  _       dQ 
d)              dx 

3    Si  Ton  pose,  dans  la  qucstion  precedenle, 

dx  -h  dy  /—  1  =  ^/dx'-  -r-  dy^  (cosw  -f-  / —  i  sinw^ 
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on  aura 

d"?  d"P 

—. —  cos  «CO  ^- — ;-  sin/^o) 

d"  P  = dj", 

^"P    .  f/"P 

—. —  sin /i  CO -. ,— 7-  cos  «CO 

</«  Q  = ^ '— dj"- 


ij6  colrs  d'analysk. 


ÜOUZIEME  LECON. 

expressions  qui  sb  prlisentent  sous  une  forme 
ind£termin£e. 

Vraie  valeur  des  expressions  qui  se   presentent  sous   l'une  des   formes 
-1   — )  0  >-.  cc ,  o",   i"'.  — Extension  des  regles  precedentes.  — Appli- 


VRAIE    VALEUR     DES    EXPRESSIONS    QDI    SE     PR^SEKTENT 

C 
SOUS    LA    FORME  -• 
O 

162.   Seit   '    —  uue  fraclion  qui  se  reduit  ä  -  quaud 
x=  a.  On  se  propose  de  determiner  la  valeur  vcrs  la- 

o    r) 

quelle  lend  -^ 1  lorsque  x  s'approclie  indefiniment  de 

la  valeur  parliculiere  a.  C'csl  celte  valeur  limilc  de  -. — 
qu'on  appelle  souvent  la  vraie  valeur  de  la  fraclion  qui  se 
presente  sous  la  forme  indeterminee  -•  Puisque  c  (a)  =  o 
eif{a)  :^^  o,  on  a  idenliquement 

^{  r)  q:(.r)  —  cp(rt) 

-' — r  =  -^j—, > — r  i       ou  bien 


,  1  ,  ?f.r)-  o(ß)     f{x)-f[a) 

or,  X  teiiüant  vers  Ja  valeur  «, ' •>  ■ 

X  —  a  X  —  a 

tcndent  respeclivement,   et    par  definition  meine,  vers 
o'(a)  et/'(.a).  Donc 

c^s'r)        Jia)                                o'.r)  o'ix) 

hm  V——  =  -- — - 1      Ol!      lim       -7 =  lim  - ,-—  • 

On  arrlve  encorc  ä  ce  resulial  par  la  serie  de  Taylor. 
Supposons  que/'"+'J  («)  et  (ji("+'^  [a)  soicnl  les  prciuieres 


cpfx)  --  fflf«) 

ö^r^ 

X  —  n 

/i-^-J 

~  Ax)~f[a) 
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derivees  qui  ne  s'annulent  pas  simiiltanement  poiii' 
x=^a:  on  aura ,  en  posant  x  ^=  a -x- h  dans  la  lor- 
mule  (9)  du  n''  130, 

^^  '  1.2.3.  .     («  +  I)^  ^ 

^  I  .  2 . 3 ...{«-+- 1 ) 

d'oü 

d'oü  Ton  liie,  en  faisant  li  =  o, 

<pf.r)  _  ,p("^')(fl) 

163.    ExEMPLES.    1°   L'expression dovlent  - 

'^  X  —  a  o 

pour  X  =  (i.  Or  la  derivee  de  x'"  —  a'"  est  nix"'~\  et  celle 

.r'"  —  a'"  _ 

de  x  —  a  est  i ;  dotic  la  v  raie  valour  de est  ma'"   ' 

'  j:  —  a 

pour  X  :=  a,  ipiel  que  soll  m. 

2°  En  appliquanl  la  nieme  regle,  011  trouve  que,  pour 

X  =  a,  la  vraie  valeur  de ;, est  o. 

X-  —  a- 

Oa  peut  le  voir  autrement,  car 

x^ —  /[ax''  ~  5a-x  —  2rt':i- :  [x  —  ay{x  —  20), 
x^  —  a^  =  {x  —  a  ;  {x  ~h  a   ; 

donc  la  fraction  donnee  est  egale  a 

{.T  —  ai^ix  —  la)  {x — o]  {x — an) 

!^ QU ' 

[x^a){x^a)  X -\- a 

expression  qui  devient  bieii  o  pour  x  =  a. 

3°  Soit  — — •  Pour  x=^o^  cette  fouclion  devient  -; 
X  o 

la  derivee  de  sina:  est  cosx,  et  celle  de  o;  est  i ;  donc  la 

,.     .       ,    sin.r 

limile  de est  1  pour  je  =  o. 

Ce  resullat  doit  etre  cousidere  comme  une  verification, 
mais  non  coninie  une  denionstratiou,  puisque  nous  n'a- 


i58  couns  d'akalyse. 

vons  oblenu  la  dcrivee  de  sinx  qu'en  nous  appuyant  sur 

,  ,     ,                  ,.      f>\nx 
ce  tneorerae,  que  lim est  i  pour  o:  =  o. 

,„  „            I-              1         A          1   ,     •                         1-       sin'x 
4     Lii  appliquant  la  meme  theorie  on  irouve  lim 

pour  X  =  o :  cetle  limite  est  o. 

Oll  y  arrive  aussi  de  la  maniere  suivante  : 

sm^.rj              sinx 
lim •  =  hm  X  lim  sin.r  =  i  X  o  =  o. 

X  r 

On  aurait  de  meme 

tAUizx  sinx  I 

lim '■ —  ^  hm X  lim =  i  X  i  =^  i  • 

X  X  cosj; 

^  G — ~  • —  'X  X 

5°  Limite  de . pour  x  =  o. 

X  —  sinx      ^ 

On  trouve  successivement 

o'i'  r")         e^  -^  ef-' —  9. 


J'     I  \  I  —  COSX  o 


pour  X  =  o; 


o"  (r  )  e' —  e"'-         O 

-^;^^ =  ; =  -    |)0"ir   JT  =r  o ; 

/'    x)  smr  o 

= =  2    pour    X  r=  O. 

f"'\x)  cosa: 

La  limite  chercliee  est  donc  egale  a  2. 

On  serait  parvenu  ä  ce  resultat,  ea  remplacanl  e',  e"^-* 
et  sinx  par  leurs  developpements  en  series.  En  effet, 

X'  x^ 

6*=  I  +  X  -T- 


1.2  1.2.3 


e-'=^\  —  X  ~ 

1.2  1.2.3 


sinx  =  X  — 


1.2.3        1.2.3.4-5 
donc 


c 


—  e   '  —  2x=2l  — 


^1.2.3        1.2.3.4.5 

X  —  sinx  =: -i—r-B  +  • 

1.2.3        I .2. 3.4-5 
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doli 


2 


1.T  \l."2.3  1.2.3.4-5 


X  —  sitij: 


1.2.3        1.2.3.4-5 

Si  Ion  divise  le  numerateur  et  le  denominateur  du  se- 
coud  membre  par  a:*,  puis  qu'on  fasse  a:=  u,  on  tiouve 


encore 


er  —  e~-^  —  ix 

lim . =  2. 

J7 —  sinx 


6"  lim r—  =  —  2  poiir  .r  : 

I  —  jn  -fXa: 

n"  Um =::  I     poiir   .i:  =  l. 


flO 
VALEUR    DES    EXPRESSIONS    QUI    PRENNENT    LA    FORME 

164.    Supposons    qua    rexpression   ■    "      prenne     la 


forme  — r,  pourx=:a,  il  s'agit  de  detenniner  la  valeur 
de  hm  '  Un  a  luentiquemeut 


o(.r)^/,.7r) 


<^{x) 


or,  pour  x  =  n,  et  sonl  nuls.   Donc  la  vraie 

/[X]  <f[x) 

valeur  de  cette  expression  sera  la  limite  du  quoticnt  des 
derivees  de  -r. —  et  de  ■ — -■>  et  l'ou  aura 

_/'(-r) 
lini  ],—  =lim ——  =  lim       -, —  X  -^^  X  — —  U 


i6o  corns  D'A^"ALYSB. 

ou,  en  (Icsignani  i)ar  A  la  liinile  de  ^^^j 

A  =  lim-V--A% 
d'oii 

A     ou     lim =  lim  -^ • 

On  retombe  ainsi  sur  la  regle  donnec  dans  le  cas  oü 

1  expressioii  proposee  devient  -:  par  consequent,  si  n  -!-  i 

designe  l'ordre  des  derivees  de  '^(.x)  et  de/(a:)  qui,  les 
piemieres,  ne  sonl  pas  nulles  ou  infiuies  ä  la  fois,  on  a 

hm  —. =  -— ; 

16o.    La  demonstraüon   precedente   suppose  qne   A, 

{  r\ 

c'est-a-dire  la  limite  de  — — i  est  differente  de  o  ou  de 

linfini;  je  dis  d'ahord  que  la  meme  regle  subsiste  cjuand 
A  =  o.  Ell  etl'et,  g  designant  une  constaule,  l'expression 


o    .r 


deviendra  encore  -^  pour  x  =  a\  mais  sa  vraie  valeur 

est  j^,  puisque  A  ou  ^ —  est  nulle.  Donc,  d'apres  ce  que 
iious  venons  de  demonlrer, 


do 


^"~  '        /'(«)  ^    '   /'(«)■ 


— — -  =  o  =  A. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'applicalion  de  la  regle  generale  con- 
duit  a  la  vraie  valeur  de  l'expressiou. 

11  eu  resulte  quelle  y  couduiiail  encore  si  A  etait  in- 
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c    .  .  o{a\  f^n\  p.  f'[a) 

lime,  car  si  — — -  =  co  ,  on  a  — — -  ^^  o.  Uonc  -r, — r  ^=  o, 

'  J[a)  ^[a)  V(«J 

et  par  consequcnt  -- — :  =  oo  • 

^  /  («) 


VALEUU  DES   EXPRESSIONS    QUl  PRENNENT  LA    FORME  O  X  CO  . 

166.  Pour  trouver  la  valeur  de  rexpression  cp(^/)/(a), 
dans  laquelle  '^(ö)  — o  ety'(«j  z^  x  ,  on  observe  que 

t^[x)f{x)  —  — — , 

o 

o 

Ou  peut  eiicoie  poser 

fix] 


expression  qui  devieni  -  pour  x  =  a. 
poser 

«p(j:)/^x) 


qui  devient  —  pour  x  =^  a. 

Dans  les  deux  cas,  on  appliquera  les  regles  precedenles. 
On  irouvera  ainsi 

lim     (i  —  o:)  tang  —     =  -  pour  x  zz^  i 

167,  Lorsque  les  derivees  de  o(x)  et  de  f{x)  con- 
duisent  ä  des  expressions  qui  prcsentent  toujours  pour 
x=:  a  la  meine  indetermination  que  celle  dont  on  cherche 
la  vraie  valeur,  il  faut  recourir  ä  des  artilices  particuliers. 
Celui  qui  reussit  le  plus  generalement  consisle  a  rempla- 
cer  X  par  a  -|-  7z,  a  developper  les  fonetions  par  la  serie 
de  Taylor,  a  operer  toutes  les  reductions  et  simplifications 
possibles,  et  ä  faire  finalement  /i  =:  o.  Ainsi 


(t)  Slx—sja^  \I.T  —  a 

Sturm.  —  ^«.,  I.  II 


l6o  COURS    DAIVALYSE. 

devient  -  pour  x  =  a.  Le  quotieiit  des  derivees 


o.  \lx        2  \lx  —  a 

X 

sjx'  —  ö» 

devient       5   et    les   derivees   suivantes   donneront   tou- 

jours Pour  determiner  la  valeur  de  rcxpiessioa  (i), 

posons  0;=^  a -i- A^  eile  devient 


^a  -\-  h  —  y/a  -f-  y/A 
^h\^ia  -1-  h 

Si  l'on    multiplie    les    deux   termes  de   ce  rapport  par 
\ja  -\-  k  '\-  sja-,  il  vient 

h  -'v-  \jh  ( y/ö  -I-  Ä  +  y/a) 
sjh  \j7.a  -r-  h  [^a  -\-  h  -\-  \Ja) 

divisant  ensuite  ces  deux  termes  par  y//«,  ou  a 

\J/i  -~-  \l a  -v  h  -\-  \J a 

—  =~-^ — — -^-  » 

^ia  -.-  h  \  \la  -r-  h  -i-  y/a) 

expression  qui,  pour  li  =  o,  devient 

o.Ja  I 

ou 


On  serait  encore  parvenu  ä  ce  lesultat,  en  developpant 


y/a  H-  Il  par  la  formule  du  binöme. 

VALELR     DES     EXPRESSIONS      QUI     PRENNENT     LA     FORME    0° 
OU     1=°. 

168.  L'expression/'(j!: j'^^^^prend  une  forme  indeter- 
minee  lorsque  les  fonclions  ^ (o.)    et   '^  [x)   s'aunulent 
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toutes  les  deuxpour  x  =  a\  on  irouvcra  sa  vraic  valeur 

cn  clierchant  celle  de  son  logarithme  c  [x]  \f[x.). 

Par  exeniple,   soit  a  Irouver  pour  x  =^  <x)    la  limite 
I 

def{x)''.  Le  logarillime  neperien  de   cette  expression 
est— -')  et  sa  limite  est  celle  de  —^ —  •  On  aura  donc 

X  J  \^) 

De  meme,  la  vraie  valeur  d'une expression  qni  prend  la 
forme  i"  se  deduira  de  la  vraie  valeur  de  son  logarithme 
(jui  prendra  la  forme  oo  Xo. 

EXTENSION    DES    REGLES    PRtC^DEKTES. 

469.  Les  regles  pour  trouver  la  valeur  des  expressions 
cjui  deviennent  indeterminees  quand  x  ^:=^  a  subsislent 
encore  lorsque  a  dcvient  infini,  puisqu'elles  sont  vraios 
quelque  grand  que  soil  a\  mais  la  demonstration  ne 
pourrait  plus  se  faire  de  la  meme  maniere.  Nous  allons 
arriver  directement  ä  ces  regles  dans  le  cas  d'une  expies- 

sion  qui  prend  la  forme  -  pour  j:  =  oo  .   A  cel  effet, 

I 
seit  X  =  - ;  on  aura 

y 


?(-^J  =  'f  (^)'    /(•^)=/(^ 


■^)  _  i™  '  \y 


lim  -^- 1=  lim 


d'oü 


\y 

Or  pour  ^  =^  00  ,  on  aj^  =  o  :  donc 


yH-)       ,/. 


n   ■  ■     ' 

lim  — ^{  =  lim  - 


[i\  (- 


^1^-'         ^'IJ    (-7 


^C)\  cour.s  d'analyse. 

ou  bien 

Mais  avant  d'appliquer  les  reglcs  il  faudra  bien  s'assurer 

que   1  expressiou    proposee,    ainsi    que  -  ~ — -•>  approcne 

d'une  limite  quand  x  lend   vers  Tinfini,  Par  exemple, 

l'expression 

cosx 

H 

X  -f-  ros  r  X 


x  —  smo: 


lend  vers  i  pour  x  =  oo  ,  tandis  que  le  rapport  des  de- 

.    ,      I  —  sinx 

rivees ; 

1  —  cosa: 

quand  j:  =  oo  . 


.    ,      I  —  sinx  ,  ,  ,  •     1 '  •     ' 

rivees a  une  valeur  complelement  mdeterminee 

1  —  cosa: 


EXERGICES. 

.  1  „  r  1  1.9.3.../? 

\.         lirax"e~'=  lim =0     pour    .r  =  co  • 

cette  limite  est  encore  o,  meme  quand  n  n'est  pas  entier,  comme 
on  s'en  assure  en  developpant  e^  en  s^rie. 

2.  limjr' =  I,     pour    j:  =  co  . 

I 

3.  lim(A.r"-!-B.r"-'4-. .  .-i-U)~=  I,     pour    a- =  oo  , 

4.  liin(i  4- j)' =  e    pour    x-—o. 

5.  —  —  \a  —  \b    pour    a.  —  o. 
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TREIZIEME  LECON. 

o 

DfiVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 

Extension  du  theoreme  de  Taylor  aux  fonctions  de  plusieurs  variablfs. 
—  Extension  du  theoreme  de  Maclaurin.  —  Proprietes  des  fonctions 
homofienes. 


EXTENSION  DU  THEOREME  DE  TAYLOR. 

170  Soit  u  ==.f{x,y)  une  fonction  de  deux  variables. 
Pour  developpei-y  [x  -+-  A,  y-i-  A)  suivant  los  puissanccs 
de  h  et  de  A,  on  changc  d'abord  x  en  .r  -+-  ht,  y 
en  y -h  ht  et,  dans  le  resu\lalf[x-\-ht,y-i-kt)  deve- 
loppe  suivant  les  pulssances  ascendantes  de  t  par  la 
formule  de  Maclaurin,  on  fait  t  =  i. 

Soit  donc 

/(.r  -I-  /it,  y  -\-  kt)  z=;  ry  (;)  =:U; 

si  1  on  pose,  pour  simpliljcr  la  notalion, 

X -\- lu  =z p     et     j~-{-Atz=q, 
on  a 

V='f{t)=z/{p,  q). 

Maintenani  on  a,  d'apres  la  serie  de  Maclaurin, 

?  (/)  =  9  (o)  + 1 '/  (o)  +  ~  ^/'  vo;  -1- .. .+  y^^^— ^  r"^  (o)  -;-  R 


et 


R:=-— £--[<p('0,90-V^''^(^')]- 


Mais,  ä  cause  de  o  [t)  z=  U, 
puisque  Ion  a 


,it)d.=  -^dp-^  —  dq=(^-k-^-^Ayit, 


di>  —  lidt,      dq  ^::i  kdt-^ 


l()()  COrKS    D  ANALYSE. 

düiic 

^    ^    '  dp  dq 

Si  Ton  designe  o'  [t]  par  L',  U  sera  encore  une  fonction 
de/7  et  de  q,  et  Ton  aura 

'  dp  elf]  dp-  dpdfj  d(p 

Mais  le  dernier  membre  n  est  aulre  chose  que  le  deve- 

loppenient  de  (  — - /i  H — —  k      dans    lequel    on    aurait 

remplace  d\}'^  par  d"\}-^  on  peut  donc  ecrire  la  formule 
svmbolique 

'   ''^=['^'-'d,'')     ' 
on  aura  de  meme 

ct.  en  general, 

/'r/U,       rfU  ,\(") 

«:e  qu'on  demonirera  aisement  en  faisant  voir  (comme 
pour  les  differenlielles  totales  des  ionetions  de  plusieurs 
variables)  qu'une  nouvelle  differentiation  revient  ä  mul- 
tiplier  cliaque   ternie   de   l'expression    symbolique    par 

—  Ji-l h,  puis  a  changer  lesexposantsde  r/U  en  in- 

dp  dq     '  ^  °  ^ 

dices  de  differentiation. 

Ainsi  donc  on  aura  generalcment 

^"U    ,  r/"U      ,      ,, 

n")  [t)  r=.  /t"  -^-  n -  h"-'k 

^      ^  '  dp"  dp"-'dq 


dpdq'^    '  aq" 
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171.  Maintenant,  conime 

u  =f[x,  y),     U  =f  ip,  q),     p  —  u.-h  ht,     q  —y  -r-  kt, 

si  l'on  fait  t  =  o,  p  devient  egal  ä  x,  ^  ä  jy,  U  ä  u,  et 
Ton  a 

?  (o)  =^/(j^,  7)  =  «; 


i'c^«  da  \  (^) 


/'(o)  =(-"/.  +  -/• 


d'ailleurs,  si  l'on  posi;  f  r=  i ,  on  a 

donc 

l  f[x-hJt,  j+  A) 

i  da  ,         f/rt  ,  I      ( du   ,         du    \  v^) 

1  dx  ily  I  .  2   \  r/x  <//■ 

1  1.2.0  \ax  f/j     I 

du  du    \W 

h  -h  —/  H-R, 


1  .  2  .  .  . «  y  r/.r  dy 

On  a  d'ailleurs 

\  .-i..  .  .n\_\diJ  dq     j  \ dx  dy     j 

expresslon  dans  laquelle  il  faut  remplacer  p  par  x  -f-  6//, 
et  q  par  J^  -!-  ÖÄ. 

172.  Comme  h  et  Ä"  sont  les  aceroissetnents  arbitraires 
des  variables  independantes  x  et  j,  on  peut  les  remplacer 
par  dx  et  dy.   ce  qui   chaiige    'J  (o)    en   du,   ^'  (o)    en 
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c/*//,  etc.,  et  il  viciit 

,,  ,  ,,  ,         <•/'«         d^n 

j  [x  -\-  h,  y  -{-  k)  ^1  u  -^  du  -{ 


1.2  1.2.3 


R. 


I  .  2.  .  ./2 

On  parviendrait  de  la  raetne  maniere  ä  la  formule 

if[x^  h,  j~  /,  z-f-/,. 

(2)  ^         dUi 

=  u^du^ h .  .  .  H h  R, 

\  1.2  ,....' 

oü 


/  du  ,         du   ,         r/« 

\<^J7  r/j  dz 


■n 


Dans  cette  expression  syraLolique,  on  a 

U=f{x,  r,Z,.  .  .;,      JJ  ^-/{p,  q,  r.  .  .\, 

/?  =  j:-f-6A,      q  zzz  y  -h  0/.-,      r^zz-i-Ol..., 

et  0  reprcsente  iine  fraollon  positive. 

Qnand  on  reconnait  que  le  leste  P».  peiU  d(?venir 
plus  petit  que  toute  quanlile  donnee ,  lorsque  n  est 
assez  grand,  la  seric  indefinie  qui  forme  le  second  membre 
de  Tequation  (2)  est  convergente  et  a  pour  somme 
f[x-T-  h,y  -h  k.,  z  -i-  l,...).  C'est  la  serie  de  Taylor  elen- 
due  a  un  nombre  quelconque  de  variables. 

173.  On  peut  faire  voir  ici,  conime  pour  Ics  fonclions 
d'une  seule  variable,  qu'en  prenant  h  et  Ä  assez  petiis, 
un  lerme  quelconque  du  developpement ,  s'il  n'est  pas 
nul,  surpassera  en  valeur  absolue  le  reste  de  la  serie,  ä 
partir  de  ce  lerme. 

Ainsi  seit,  dans  la  serie  (i),  le  terrae 

„  l  I  d"H  ,  d"u       ,       ^  d^u  ,   \ 

^  1.2...«\£/x"  Ux"-'dj  dj  '       / 
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on  a 

d"V        d"u  1     d''\3  d^u     \k 

R  dp"  d.T"  \  dp"-^  dq         dx"-'  dfj  h 

4-  n  — ; 1-  .  .  . 

dx"  da:"~^dy  h 

apres  avoir  divise  les  deux  termes  de  la  fiaciion  par  //,". 
Ur,  pour  li-.=.  o  et  A  =:  o,    ,„,„_„  devienl 


dp^dq"-^  dx"dy"" 

done,  eri  prenant  h  et  A  asscz  pelits.  le  numerateur  pourra 
elre  rendu  plus  petit  que  tonte  quaiitite  donnce,  puisqu'il 
se  compose  de  groupes  de  termes  qui  tendent  separement 
vers  zero,  Jandis  que  le  denomiualeiir  a  unelunitc  dlUe- 
rente  de  zero^  done,  etc. 

EXTENSION     DU    TH^OttEME    DE    M.VCLAUUIN. 

17-4.     Supposons    que,    dans    le    developpemenl    de 
f[x  -\-  li,  y  -\-  k)  du  n**  171 ,  ou  fasse  xz=z  o,  y  =1  o.  De- 

'da\  dii\  . 

signons  par  Uq.  \  -^  ]    ^  I  —     5  •  •  •  ?   ce  que  clcvienueut  a, 

du    du 

,,...,  pour  a:=  o,    r=o. 
dx    dy  ^  "^ 

On  aura 

^.m-,=«.-mS)/-(|)/- 


l 

1  .  2 


U) /'-'-!. 77). *J    -•-••+^'- 


Gelte  forniule  deviendra,  en  remplacant  h  pai  .r,  A  par  j, 
et  Ton  aura 

i.i.6...n\_\djj        dq    y,      \dx       dy  j,  y 
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expression  dans  laquelle  on  doit  faire  x  =  o,  j^=  o,  et 
remplacer  h  par  x,  k  parj^,  p  par  dx  et  q  par  9y.  Lors- 
que  R  tend  vers  o  ä  mesure  que  n  augmente,  le  second 
membre  de  la  forniule  (3)  donne  lieu  ä  uiie  serie  conver- 
gente  qui  a  pour  somme_/(a?,  y).  C'esl  la  serie  de  Mac- 
laurin  etendue  aux  fonctions  de  deux  variables  On  l'e- 
tendrait  de  la  meine  maniere  aux  fonctions  dun  nombre 
quelconque  de  variables. 

FONCTIONS    HOMOGENES. 

17o.  Une  fonclion  est  dite  homogene^  lorsqu'en  ruul- 
tipiiant  les  variables  qu'elle  contient  par  un  meme  fac- 
leur,  le  resultat  est  egal  ä  la  valeur  primitive  de  la  fonc- 
tion  muitipliee  par  une  certaine  puissance  de  ce  facleur. 
Ainsi  J  [x,  j,  z)  sera  une  fonction  homogene  si  Ton  a 

m  est  dit  le  degre  de  la  fonction. 

176.  SiVon  divise  une  fonction  homogene  du  m'""'  de- 
gre par  une  des  variables  elevee  ä  la  puissance  ni,  la 
fonction  ne  dependra  plus  que  des  rapports  des  autres 
'variables  ä  celle-ci. 


En  effct,  posons  /j:  =  i ,  on  aura  f  i=  -,  ei  la  re^ati 
/  tx,ty,  tz]  —i'"fx,y,z) 


on 


devient 


y     z  ,  _/(-r,  J,  z\ 


x'" 


Beciproquement ,  si   cetle   condition  est  remplie,  la 
fonction  est  homogene.  En  effet,  si 


/,x,j,z.;=.x'".(^,^| 
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,  X      X 


f^tx,ty,tz)  =  t"'x-"o{'- 

Eliminant  la  fonclion  z.  \\  vient 

f{tx,  tr,  tz]  —  t'^f[-T,y,  z), 
ce  qui  denionlre  que  la  i'onctionf[x,y,  z)  est  ]iomo2;ene. 

177.  Les  deriuces  partielles  et  du  premier  ordre  de 
toule  fonction  liomogene  du  ni"""'  degre^  y(jc,  j%s), 
sont  des  fojictioiis  homogenes  du  [in  —  j^«^'"«  degre. 

S*               f\(\       elf  \3r  ^  ')''  ^  z  .  \  ^ifiv«^«t 

Oll,  en  eitet, ^ =  9  (x,j',  2:) ;  on  a  (1  iOj 

f{tx,  ty,  tz)  =  l"'/{x,j,  z) ; 

d'oii,  en  prenant  la  deiivce  des  deux  membres  par  rap- 

porl ä  X, 

<^{tx,  tr.  tz)t  =  t'"<f'.r,  j,  z) ; 

ce  qui  reviciU  a 

(ä  ( tx,  ty,  tz )  =  f"'~'  o  ( T,  j,  z   j 

donc  (176,  ri'cipr.)  o(x,  r,  r)  ou ] — '- — '■  est  uiic  fonc- 

tioii  homogene  du  (///  —  ^Yeme  J(.g,.(i 

178.  Pour  loute  fonction  lioniogenc,  on  a  (175) 

f[tx,ly,tz)  =t"'f[x,y,z). 

Posons 

f  =  I  -i-  a, 

011  aura,  u  designant /(x,  js  ^)-. 

(ß)  f[x-^  oix,  y  -h  c/Ly,  z  -f-  az;  =(i  -f-  x)""«. 

Or,  la  Serie  de  Taylor  eleudue  aux  fouclions  deplusieurs 
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variables  (172)  donne 

(flu  flu  du 

a-    /i-///  <V«  da    \(^^ 

I  .2  \  .7x  c/j-  dz     j 

puis  le  devoloppemenl  du  binome  donne 

w  [m  —  I ) 

f  I  -t-  a )'" «  =  «  -f-  mu  rj.  -\- «  a'  -t-  .  .  . 

1.2 

Coinme  lequatlon  [a)  est  identique,  il  envresulte 

du  du  du 

^    '  d.T  dj  dz 

,    ,       f  du  du  du     V'^ 

/  <■/«  r/«  du     \'^^ 

(3)    (;z;"^~^  ;77'-^"^  ;^^)    =«'('«-0('"-2]«, 


La  relalion(i),  la  plus  importanle,  raontre  que  la 
somme  des  dtiwö-s  partielles  d\iiiefonction  homogene, 
muliipliees  respectivenient  par  la  ^variable  correspon- 
dante^  est  egale  ä  lafonction  multipliee  par  son  degre. 

179.     ExEMPLE. 

u  =  Ax=  -+-  ßj'  +  Cz"  -f-  2Djz  -i-  1Y.XZ  +  2F  xy. 

Ona 

du  ^  ^  „ 

— -  =  ikx  -+-  2Ez  4-  2F/, 
dx 

du 

- —  =  1 B r  -\-  2  Dz  -;-  lYx, 

dy  -^  ' 


du  ^  rv  ^ 

-—  =  2  C  z  -:-  2  Dy  -1-  2  E  j:, 


d"on 


du  du  du 

X  --  -hy- J-  z-r- 

dx  dy  dz 

^2^Ax  -i-  üy'-r  Cs'-f-  2Djz  -7-  zExz-{-  ?.Vxy)  =  ?  u. 
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180.  L'idenlite  (i)  peut  s'oblenir  directement  comme 
il  suil. 

Posant 

tx  =  iJ,     ty^^q,     iz^^r, 

on  a 

f{p,<l,r)  =  t'"f{.T,y,z)-y 

d'oü  il  resultp,  en  prenant  la  deilvee  des  deux  menibres 
par  rapport  a  t, 

'ff{P,fhr)  ((f{p,q,r)  dr(p,q,r\ 

; X  +    — y  ~\ ; z 

dp  dq  dr 

—  mr-'f[x,y,z). 

Cette  identite  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  /;  or 
si  f  =  I , 

df{p,  q,r)         df{p,q,  r)         df[p,  q,r) 
dp  dq  dr 

deviennent  respectivement 

du  du  du 

dx  dy  dz 

done 

du  du  du 

^  '  dx        ''  dy  dz 

181.  Pour  demontrer  directement  la  relation  (2),  il 
faut  differenlier  l'equaiion  (1)  par  rapport  ä  x,  h  j  ei 
ä  z  j  ce  qui  donne 

d/"- II  d'' u  d'u  du  da 

dx^  dx  dy     '         dzdx         dx  dx 

d-ii  d-u  d^  u  du  du 

X  - — -  4-  y     - — -    -1-  z  — — [-  --  =z  m  -—■, 

dxity  dy^  dydz         dy  dy 

d-u  d^  n  d'^u  du  du 

Ajouions  ces  equalious  respeclivement  muhipliees  par 
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x^y^  z,  puis  relranclions  des  dcux  memhres  de  requation 
resultante  la  quanlile 

da  du  du 

dx  dy'         dz     ^ 

il  vicndra 

,  du  du  du    \  (^^  , 

UU  dy'         dz     j 

On  obtiendrait  de  la  meme  maniere  les  equalions  (3),  (4) 
et  sulvaiUes  i^l'Sy. 


QUATORZIEME    LE(;ON. 


QUATORZIEJIE  LECON. 

o 

MAXnimi  ET  MINIMUM  DES  FUNCTIONS  DUNE  VARIABLE. 

Maximums  et  minimiims  des  fonctions  d'une  seulfi  variable  independante. 
—  Applications.  —  Maximums  et  minimiims  d'une  f'onction  implicite. 


MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DES    FONCTIONS    D   UNE    SEULE 
VARIABLE     INDEPENDANTE. 

182.  So'itf{x)  une  fonclion  d'une  seule  variable  r. 
Si,  en  faisantcroilreo',  la  fonction  prend  unc  valeiir  reelle 
qui  surpasse  Celles  qui  la  precedcnt  et  eelles  qui  la  suivent 
immediatemeiit,  cette  valeur  de  la  fonction  est  dite  un 
maximuni.  On  appelle  mininiuni  une  valeur  moindre 
qua  les  valeurs  voisiiies. 

S\f[x)  devient  un  maximum  pour  x  =  a,  la  difTe- 
reneey(a -f- A)  — f{^)  sera  negative,  quel  que  soit  le 
signe  de  A,  ponrvu  qu'on  prenne  h  sufrisanimcnt  petit. 
Cette  diilerence  serait/^05?7;Ve  siy^(«)  etait  un  minimum. 

483.  Unc  fonction  peut  avoir  plusieurs  maximums  et 
mininiums  qui  sesuccedentalternativement,  silafonction 
est  continue.  Un  maximun  peutetre  moindre  qu'un  mi- 
nimum. Un  maximum  negatif devient  un  minimum  quand 
on  fait  abstraction  de  son  signe,  et  de  meme  un  mini- 
mum negatif  pris  positivement  devient  un   maximum. 

Ces  diverses  con- 
1  sequencesdelade- 

J-  finition  sont  ren- 

*^  .  dues      manifestes 

par      l'inspection 

de  la  coinbe    si- 

nueuse    ABCDE. 
Soit 7  =f[x)  Fe- 
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quation  de  cette  courbe ;  les  valeurs  maximum  et  nii- 
nimuni  de  f{x)  sonl  evidemment  les  ordonnees  des 
poinls  A,  B,  etc.,  oü  la  langeiite est  parallele  ä  Taxe  des  a:. 
On  volt  que  Tordonnee  du  point  A,  qui  est  un  maxi- 
mum, est  moindre  que  l'ordonnee  du  polnt  D,  qui  est  un 
raimimum,  et  que  Tordonnee  du  point  B,  qui  est  un 
maximum  en  valeur  absolue,  est  un  minimum  quand  on 
la  prend  avec  son  signe. 

18-i.  On  sait  que  la  fonctiony(x)  croit  contiiiuelle- 
ment  Jorsqu'en  faisant  croitre  x^  dans  un  certain  inter- 
valle,  la  deriveey'  (x)  resle  constamment  positive,  et  que 
f[x)  decroit  au  contraire  quand  la  derivee  est  negative. 
La  fonction  y(x)  ne  devient  done  ni  maximum  ni  mi- 
nimum tant  que,  x  croissant,  la  fonciion  derivee  con- 
serve  le  meme  signe.  Mais  si  la  derivee  change  de  signe 
lorsque  x  atleint  et  depasse  une  certaine  valeur  a,  alors 
la  fonciion /(.r)  deviendra,  pour  cetle  valeur,  un  maxi- 
mum si  la  derivee  passe  du  positifau  negatij\  ou  un  mi- 
nimum si  la  derivee  passe  du  negatif  au  positif.  Gelte 
derivee  ne  peul  d'ailleurs  clianger  de  signe  qu'en  s'eva- 
nouissant,  ou  bien  encore  en  devenanl  disconlinue  ou 
infinie.  Ainsi,  les  valeurs  de  x  qui  rendenty^(j:)  maxi- 
mum ou  minimum  sont  uniquement  celles  pour  les- 
quellcsj'(x)  devient  nulle,  inCnie  ou  disconlinue  en 
changeant  de  signe. 

185.  Ordinairement  le  maximum  et  le  minimum  re- 
pondent  ä  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonciion 
derivee  cliange  de  signe  en  s'evanouissant  et  en  reslant 
finie  et  continue.  Dans  ce  cas,  on  peut  etablir  les  condi- 
lions  du  maximum  et  Celles  du  minimum  ä  l'aide  de  la 
Serie  de  Taylor.  On  a  d'abord 

f{x  +  h)  -f{x\  -.^  hf'[x)  -f-  R. 

S\  f  [x]  n'est  pas  nulle,  la  di(ierence/(j: -{- A) — f[x) 
a  le  meme  signe  que  hf  [x).  Gelte  dillerence  cliange  donc 
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de  signe  avec  /j;  donc  f[.x)  n'est,  dans  ce  cas,  ni  maxi- 
mum  ni  minimum. 

Mais  siy'(.c)  est  nulle  et  si/"(.r)  ne  l'est  pas,  on  a 

/(r  -+-  h)  -f[.v)  =  ^f'K^)  +  R; 

alors,  quel  qua  soit  le  signe  de  Ä,  f[x  +  li)  — f{-v^  a  le 
meine  signe  que  J^"  (x).  Donc,  siy"(j:)  est  positive  pour 
la  valeur  de  x  que  l'on  considere  et  qui  annale  y^' (jc), 
f{x)  est  un  minimum,  et  siy"(x)  est  negative, ^'(x)  est 
un  maximum. 

Mais  siy^"(  r)  est  nulle,  on  auia 

/{a:  +  h)-/{..)  =  7^/"'(-^)  +  R; 

et  si /'"  (  c)   n'est  pas  nuWe,  f{x  -h  h)  — f{x)  changera 
de  signe  avec  h  '■  f{x)  ne  sera  ni  maximum  ni  minimum. 
Üix  f"  [x]  =  o,  on  aura 

f{x  +  h)-f[.r)  =  Y"^^  /•^(•'■)  +  R, 

elf[x)  sera  un  minimum  ou  un  maximum  selon  que 
/'"  [x)  sera  positive  ou  negative  pour  la  valeur  de  x  qui 
annule/"' (.r),y'(,r ),/"'"  (x) ,  et  ainsi  de  suite. 

186.  En  general,  quandune  ^valeur  de  x  annule  quel- 
ques-unes  des  denv>ees  successives  f  (x),  f"  (r), .  .  . ,  si 
la  premiere  derivee  qu'elle  n  annale  pas  est  d'ordre 
pair,  la  fonction  f  [x]  est  un  minimum  ou  un  maximum, 
Selon  que  cette  derivee  est  positive  ou  negatii'e ;  mais  il 
n^j  a  ni  maximum  ni  minimum  si  la  premiere  dcrivce 
qui  ne  s^ annule  pas  est  d^ ordre  impair. 

Gelte  regle  s'accorde  avec  Celle  que  nous  avons  donnee 
plus  haut  (n°  18i) ;  car  si,  par  exemple,  les  trois  pre- 
mieres  derivees  s'annulent,  on  aura,  eu  appliquant  la 
Serie  de  Taylor  ä  la  derivee, 

/"K^^h)=   ^/"(-^y  +  R', 
Sturm.  —  An.,  I.  12 
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et  l'on  voitbien  que^'  [x)  changera  de  signe  avec  h.  II 

est  clair  qnef  [x)  ne  changerait  pas  de  signe  avec  h  si 

la  premiere  derivee  qui  ne  s'annule  pas  etait.  d'ordre 

irapair. 

APPLICATIONS. 

187.  1°  ßlinimum  de  x''.  Comnie  il  revient  au  meme 
de  faire  la  recherche  du  minimum  sur  le  logarilhme  ne- 
perien  de  cette  expression,  posons 

on  aura 

/'(jr)  =  H-la:     et    /"lx)  =  -' 

Or  si  l'on  fait 

I  -(-  Ij:  =  0, 
on  a 

I 


Comme 


1  j:  =  —  I ,     d'oii     X  z=  e~* 


e>o. 


/"     - 

V  J 


1  ,  •    •  • 

on  en  conclut  que  x''  est  ininimum  pour  x=-  -• 

2°  On  donne  deux  points  A  et  B,  siltics  dans  deux 
nnlieiix  differents,  separes  par 
iine  surface  plane  P.  Un  mo- 
bile se  nieiit  dans   le  premier 
ndlieu    avec   une    'vitesse   uni- 
forme u,  et  dans  le  second  ?ni- 
li'eu  avec  une  vitesse  uniforme  v\ 
on  demande    le   chemin    AHB 
que  ce  mobile  doit  suivre  pour 
se  rendre  de  A  en   B  dans  le 
temps  le  plus  court. 
II  est  clair  dabord  que  ce  chemin  doit  etre  compose' 
de  lignes  droites.  Je  dis  ensuite  que  la  ligne  brisce  qui 
resout  le  probleinc  doit  etre  dans  le  plan  ABCD,  con- 


A 

Fig.  8. 
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L 
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duit  par  les  perpendiculaires  AC,  BD  au  plan  P.  Eii  eilet, 
supposons  que  cette  ligne  soit  AGB  et  qu'elle  rencontre 
leplan  P  au  point  G  non  situe  dans  le  plan  ABCD.  Me- 
nons  GL  perpendiculaire  a  CD,  et  joignons  AL  et  BL. 
Les  triangles  AGL  et  BGL  etant  rectangles  en  L.  on  a 
AL  <<  AG  et  BL  <^  BG  5  par  suite,  le  mobile  ira  plus  ra- 
pidement  du  point  A  au  point  B  en  suivant  le  cliemin 
ALB  qu'en  suivant  le  chemin  AGB. 

Clierchons  done,  dans  le  plan  ABCD,  perpendiculaire 
au  plan  P,  la  ligne  AHB,  qui  est  parcourue  par  le  mo- 
bile dans  le  moindre  lemps  possible.  Soienl 

AC  =  rt,     BD  =  ^>,      CD--C     et     CH=jr; 

le  temps  que  le  mobile  emploie  pour  aller  de  A  en  H 

AH        i/o'  -h  x^ 
est  —  =  ■■•,  et  celui  qu'il  met  pour  aller  de  H 


^            BH         sj b-' -\- {c  —  xY  .         ,      ^         . 

en  D  est   - —  =  ;  par  suite ,  la  lonction 

qu'il  s'agit  de  rendre  un  minimum  est 


■  f{^:  — H 

U  V 

Posons  done 

u  ^/fl^  -1-  x^        V  \lb^  -h  (^c  —  X 
ou  bien 


U\la^  +  x^         c  y/6^+ (c  —  o^j' 

Si  Ton  voulait  tirer  de  cette  equation  la  valeur  de  x,  il 
faudrait  en  elever  les  deux  merabres  au  carre,  et  l'on  au- 
rait  ensuite  ä  lesoudre  une  equation  du  quatrieme  degre. 
Mais  comme 

zsinCAH  =sinAHK, 


12. 


sinBHI, 
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on  voil  que,  dans  le  cas  du  minimum  [la  fonclIony(a:) 
n'a  pas  evideniment  de  maximum],  on  a 

sin  AHK        sin  BHI               sin  AHK        n 
=: Oll       =  —  • 

u  V  sinBUl         V 

Dans  la  theorie  de  la  lumiere,  la  quantite  -i  rapport 

des  vitesses  de  la  lumiere  dans  les  deux  milieux,  est  Tin- 
dice  de  la  refraclion  de  la  lumiere,  au  passage  du  premier 
milieu  dans  le  second. 

3°  f  [x)^=  e^ -{- icosx -\- e-'. 

On  a 

f  (.r)  r=  e* —  >.  sin  jc  —  e—^, 

f'\-r)  ~-  e'  —  ■?.  cosj:  +  e~^. 

Si  l'on  egaley^'i  c)  ä  o,  on  a  j:  =  o,  valeur  qui,  sub- 
stiluee  dans  /"(x),  donney^(o)  =:  4- 

Pour  savoir  si  c'est  un  maximum  ou  un  minimum, 
substituons  o  ä  la  place  de  x  ddinsf"[x).  Comme 
f"  (o)  =  o,  il  faul  aller  plus  loin.  Or 

/'"  (  j: )  =  d-* -T- 2  sin X  —  e-'     et    /'^  (.r)  =:  «r'-h  2C0SvC -f- 1'~', 

d'oü  Ton  tire 

/"'(o)=n=o     et    /-(o)  =  4; 

doncy"(())  r=  4  est  un  minimum  de  f[x). 

4°  Trouver  la  dislance  niininium  dun  point  donne 
M  (a,  b)  ä  iine  coiirhe  dont  on  connait  Vequation 

Joignons  INIK,  K  etant  un  poinl  quelconque  de  la 
courbe.  On  aura 

Mk'=  [x  —  «)»  -f-  ( j  —  b)\ 

En  egalant  ä  zero  la  dißerentielle  de  cette  expression, 
uous  aurons 

dr 

[x—a]  ^[j—b)—=o, 


QUATOTl ZIEME    LEgOPT. 

equation  qui  revient  ä 

r  —  h    cly 


(^ 


a   dx 


dy 


+  1=0. 


Or  cette  relalion  entre  -r-?  coefficient  ansulairede  la  tan- 
dx 

Y  • —  O 

genle  ä  la  courbe  donnee  au  point  {x,y] ,  et ?  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  MK,  montre  que  ces  deux 
droites  sont  perpendiculaires  entre  alles.  Donc  la  droite 
minimum  doit  couper  la  courbe  donnee  ä  angle  droit. 

Si  la  dislance  MK  etait  susccptible  d'un  maximum,  on 
le  trouverait  encore  par  la  resolution  des  equations  (1) 
ei(2).^ 

Considerons  en  particulierle  cercle  dont  l'equation  est 


ciy               X 
On  aura  —  = ,  et  la  relation  (a)  deviendra 


dx 


r  —  b   X 

x--" =0, 

a-  —  a  y 


ou  bien,  apres  reduction. 


Fig»  9- 


b 

—  X  . 
a 


Ainsi ,  pour  determiner  x 
et  j,  nous  aurons  les  deux 
equations 


a 


qui,  prises  siniultanement, 
representeut  les  points  d'iii- 
tersection  du  cercle  donne  avec  la  droite  MO.  Alors  KM 
sera  la  distance  minimum,  et  K'M  la  dislance  maximum, 
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comme  on  le  verra  facilemeiit  en  consitlerant  les  derivees 

suivantes. 

Mais  il  se  presente  ici  une  singularite  que  Ton  peut  ce- 
pendant  expliquer  par  la  definition  menie  des  maximums 
et  des  mininiums. 

Supposons  que  le  point  donne  soit  le  point  N  situe  sur 
i'axe  des  abscisses  a  une  dislance  a  du  centre.  Le  carre  de 
la  distance  NH  sera  represente  par  Texpression 

7--+-  (x  —  ay, 
ou  bien  par 

Or  la  derivee  de  cette  expression  est  une  quantite  con- 
stante  f —  ia)  qui,  par  consequent,  ne  peut  etre  egalee  ä 
zero.  Ainsi,  quoiqu'il  existe  une  distance  minimum  qui 
est  NA,  on  ne  l'obüent  pas  par  notre  procede.  Cela  vient 
de  ce  que,  d'apres  la  definition,  une  fonction  est  mini- 
mum pour  une  cerlaine  valeur  de  la  variable,  lorsqu'elle 
augmente  pour  des  valeurs  plus  grandes  et  plus  petiles 
de  cette  variable.  Or,  si  JNH  est  consideree  comme  une 
fonction  de  x,  NA  n'est  plus  un  minimum  dans  le  sens 
que  nous  venons  de  dire,  puisque  cette  fonction,  reelle 
pour  des  valeurs  de  x  moindres  que  /■,  devient  imaginaire 
pour  des  valeurs  plus  grandes. 

5°  /{x)  ^=x'"i  b  —  x)". 

Cette  fonction  est  nulle  pour  x  =  o  et  pour  x=  b.  II 
est  clair  qu'entre  les  deux  valeurs  o  et  Z>,  il  y  en  aura  au 
moins  une  pour  laqucUe  eile  sera  maximum-,  en  prenant 
la  derivee,  on  aura 

/'{x)  =  mx^-'  [b  —  x/'  —  naf'{b  —  x)'-' 
=  a:™-'  [b  —  x)"~'  [mh  —  mx  —  n.r). 

II  faudra  donc  poser 

^-'(6  —  xY~^\^inb  —  j^w  -r  «jx]  ^=  O, 
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ce  qui  donne  les  irois  valeurs 

mb  , 

m  -\-  n 

A  la  premiere  correspond  un  maximum,  car  la  derlvee 
passe  evidemment  du  positif  au  negalif  quaiid  x  depasse 

1         1  '"^ 

Ja  valeur  —     —  • 

m  -T-  n 

Si  m  est  pair,  ä  la  valeur  o  correspondra  une  valeur 
minimum  de  la  fonction,  mais  dans  ce  cas  seulement. 
Eri  eflet,  pour  des  valeurs  positives  ou  negatives  tres- 
voisinesde  zero,  les  facleurs  de  la  derivee,  [b — a:)"~*  et 
mb —  [m-\-n)x^  sont  toujours  positifs,  tandis  que  le  fac- 
teur  x'"~*  passe  du  negalif  au  positif,  puisque  m  est  pair  : 
la  fonction  sera  un  minimum  dans  ce  cas.  Mais  si  ni  est 
impair,  aucun  des  facteurs  de  la  derivee  ne  changera  de 
signe,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

On  verra  de  meme  qu'a  la  valeur  b  il  correspondra  un 
minimum  si  n  est  pair,  mais  qu'il  n'y  aura  ni  maximum 
ni  minimum  si  n  est  impair. 

MAXIMUMS  ET   MINIMUMS    DES   FONCTIOKS   IMPLICITES   DUNE 
SEULE    VARIABLE    INd6pEKDANTE  . 

188.  Soit 

y''  —  2 mxy  -i-  .r^  =  « 

une  equation  qui  determine  y  en  fonction  de  x.  On  peut 
trouver  les  maximums  et  les  minimums  de  j  sans  la 
resoudre.  En  effel,  la  difTerentiation  de  celte  equation 

donne 

,  ,  dy 

[y  —  mx) rny  -\~  x  :=  o. 

dx 

d'oü 

dy        my  —  x 
dx        r  —  mx 
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Comme  les  valeurs  de  x  qui  repondent  ä  des  raaximiims 

ou  a  des  miuimums  de  j  doivent  satisfaire  a  la  coudiiioii 

dr 

on  aura  ccs  valeurs  en  resolvant  les  deux  equations 

j> ^  —  2  m  xy  ~\-  x''  :^  a  ,      x  —  my  =  o. 

489.  Supposons,  pour  plus  de  generalis',  que  l'on  ait 
trois  equations  enlre  quati'e  inconnues  : 

lf[x,  y,  z,   ti)=o, 

(l)  j  o[x,  y,   z,   II    =o, 

l  -M-^J  J»  ->    '/,  —  o. 

L'une  quelconque  des  variables,  x  par  exemplo,  etaiit 
prise  pour  variable  independante,  les  trois  autres  seroiit 
des  fonctions  de  celle-ci.  Considerons  en  particulier  la 
fonction  u.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x,  ainsi  que  les 
valeurs  correspondantes  de  j^  et  de  z,  qui  donnent  des 
maximums  ou  des  minimums  de  ^/,  on  observe  que,  dans 
le  cas  ordinaire  du  niaximum  ou  du  minimum,  on  a 

du 

dx 

D'apres    cela,    la   differentiation  imuiediate   des   equa- 
tions (i)  donne,  en  y  regardantj,  ^  et  m  comme  des 

fonctions  de  x  et  supprimant  les  tcrmcs  oü  entre  —  > 


(2) 


dx        dy 

dx         dz 

dz 

diif         dn> 
dx         dy 

dy         f/tp 
dx         dz 

dz 
•d-x=''^ 

d-h        d-h 
dx         dy 

dy        d-}^ 
dx         dz 

dz 
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_        ,,,      .        c?y-         c/z  ,,  ,    .  , 

ün  elimine  -,-  et  — -  et  1  on  obtient  une  equation, 
dx       dx  *  ' 

(3)  F(x,  r,  z,  u]=o, 

qui,  jointe  aux  equations  (i),  determlne  les  valeurs  de 
X,  j,  z  et  n. 

En  differeiitlant  de  nouveau  les  equations  (i),  on  ol)- 

tiendra On  y  substitiiera  les  valeurs  trouvees  pour 

dx-  ■'  '■ 

X,  j,  z,  ?/,  et,  seien  que  le  resultat  sera  posilif  ou  nega- 
tif,  u  sera  un  minimum  ou  un  maximum. 

L'eliminalion  de  —  et  de  —  enire  les  equaiions  (2) 

peut  se  faire  en  ajoutant  ces  equaiions  mulipliees  res- 
pectivement  par  i,  X  et  /ui,  et  cholsissant  les  indetermi- 
nees  1  et  [).  de  maniere  que  dans  le  resultat  les  coefficients 

de  -—  et  de  --  soient  nuls.  On  remplace  ainsi  les  equa- 

ax  dx  ^ 

lions  (2)  par  cellcs-ci  : 


(4) 


df 

dx 

+  > 

diif 
dx 

-+- 

dh 

^dx 

=  0, 

elf 

dy 

+  ). 

duf 

~dy 

+ 

dh 

^dj 

—  0, 

df 
dz 

+  / 

drä 

liz 

-i- 

d^ 
^-dz 

=  0. 

L'elimination  de  X  et  de  p  conduit  quelquefois  plus  rapi- 

dy  ,  dz 
-=^  et  de  — 
dx  dx 


dement  ä  l'equation  (3)  que  Celle  de  —  et  de  — eutre 


les  equations  (2). 

190.  Soient  k  determiner  les  maximums  ou  les  minl- 
mums  d'une  fonclion  explicite  F(x,j>'',  z,  z/),  x,  j^,  z 
et  u  etant  des  variables  liees  entre  elles  par  les  equations 

iO  ',  <p(.r,  j,    z,    //)  =  0, 
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L'vme  des  variables,  x  par  exemple,  etanl  regardee 
comtne  independante,  y ^  z,  u,  (F,  x.  y~  z,  u)  seront  des 
fonctions  de  x. 

Si  Ton  Joint  aux  equalions  (i)  la  sulvante, 

Fix,  j,  z,  h)  —  "  =  0» 

on  voit  que  la  nouvelle  queslion  est  un  cas  particulier  de 
la  precedente,  savoir  celui  dans  lequel  la  fonction  impli- 
cite  v^  dont  on  cherche  les  raaximums  et  les  minimuras, 
n'enire  que  dans  une  seule  des  equalions  (i). 

EXERCICES. 

\.  Quel  est  le  plus  grand  qiiadrilatere  que  Von  pidsse  furnier 
avec  quatre  cotes  donnes? 

Solution.  —  Le  quadrilatere  inscriptible. 

2.  Trouver  siir  une  circonference  donnee  un  point  tel,  que  In 
somme  de  ses  distances  h  deux  points  donnes  soit  un  maximum  ou 
un  minimum. 

Solution.  —  Le  point  de  conlact  de  la  circonference  et  d'une  el- 
lipse,  tangente  au  cercle,  ayant  pour  foyers  les  deux  points  donnös. 

3.  Inscrire  dans  une  sphere  donnee  un  cone  dont  la  surface  to- 
tale soit  un  maximum. 

Solution.  —  En  d^signant  par  x  la  hauteur  du  cöne  et  par  r  le 

rayon  de  la  sphere,  on  a 

23  —  \fvj 
x= ^ — r. 

4.  Circonscrire  ä  une  sphere  donnee  un  cöne  dont  le  volume  soit 
un  minimum. 

Solution.  —  M6mes  notations. 

X  ---  4r,     vol.  max.  =^  ö"'"  • 

ö.  Parini  tnutcs  les  pnraholes  que  pcuvent  decrire  des  corps 
pesanls  partant  d'un  point  donne  avec  une  vitcsse  donnee,  trouver 
Celle  qui  a  Vaire  la  plus  grande. 

Solution.  —  Parabole  döcrite  par  un  corps  lanc6  dans  une  di- 
reclion  inclinöe  de  6o  degres  a  l'horizon. 
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6.  Parmi  toutes  les  cnrdes  d'unc  meine  Inngueur  tnscrites  dans 
une  courbe  donnee,  determincr  cede  (jui  retranche  Ic  plus  grand  ou 
le  plus  petit  segment. 

Solution.  —  La  corde  doit  faire  des  angles  6gaux  avec  les  tan- 
gentes  menees  ä  la  courbe  par  ses  exlremites. 

7.  Deux  roues  circulnires  exterieures  Vune  a  Vnutre  sur  un  meine 
plan  tournent  uniformement  milour  de  leurs  centres  ßxcs,  l'une 
faisant  deux  tours,  l'autre  trois  tours  pnr  seconde.  Deterininer  les 
epoques  et  les  positions  des  deux  roues  pour  lesquelles  deux  points 
marques  sur  leurs  circonferences  seront  a  la  plus  pctite  ou  ä  la  plus 
gründe  distance  l'un  de  Vautrc. 
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MAXIMUM  ET  MINIMUM  DES  FUNCTIONS  DE  PLUSIEURS 
VARIABLES. 

Maximums  et  minimiims  des  fonctionsexplicites  ou  implicites  de  plusieurs 
variables  independantes. 


MAXIMUMS    ET    MINIAItJMS    DES    FONCTIONS    DE    PLUSIEURS 
VARIABLES    IND^PEKDAKTES. 

191.  On  dit  qu'uiie  valeur  particuliere  et  reelle  d'une 
fonclion  de  plusieurs  variables  independantes y"(.r,j%  z) 
est  un  maximum,  quaud  eile  surpasse  toutes  les  valeuis 
voisines  de  cette  fonclion,  c'est-ä-dire  Celles  qu'on  ob- 
liendrait  en  donnant  aux  variables  des  valeurs  tres-peu 
differentes  de  celles  que  Ton  considere.  On  appelle  mini- 
mum  d'une  fonclion  une  vaieur  particuliere  moindre  que 
toules  les  valeurs  voisines.  La  difference 

doit  donc  etre  constamment  negative  pour  des  valeurs 
suffisamment  peiiles  et  aussi  petiles  que  Ton  voudra,  de  //, 
k  eil,  quandy  (jc,  y,  z)  est  un  maximum,  qucls  que  soient 
les  signes  de  h,  k  et  /;  au  contraire,  cette  difference  est 
constamment  pojiYiVe  quandy(x,j',  z)  est  un  minimuni. 
Supposons  que  la  fonclion  u  =J  (.r,  7  ,  z)  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  x  =  «,  j'=:  ^,  z  =  c.  Si  daus 
cette  fonclion  on  alliibue  ä  j  Giaz  les  valeurs  fixes  b  et  c, 
et  qu'on  ne  fasse  varier  que  x,  eile  sera  encorc  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  x  ^  a.  Par  consequenl,  il 

faudra  quo,  pour  x  =  «,    j  =  h,    z  =  c,  —-  soit  nulle, 

infinie  ou  disconlinue.  On  dira  la  meme  cliose  de  -7-  et 

dy 
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de  -— •  Donc  les  valeurs  de  x,  },  z  qui  rendent  a  niaxi- 
dz 

mum  ou  minimum  se  trouvent  parmi  Celles  qui  rendent 

,         -.  ,  .     ,       du     du     da         n         .    r-    •  t 

les  denvees  — -,  — ,  --  nuiles,  intimes  ou  discontinues. 
dx     dy     dz 

192.  En  se  bornant  au  cas  oü  ces  derivees  sont  coriti- 
nues,  on  peut  recourir  ä  la  serie  de  Taylor  pnur  dlstiii- 
guer,  parmi  les  soluiions  du  Systeme, 

du  du  du 

dx  dy  '       dz 

Celles  qui  repondent  ä  des  maximums  ou  ä  des  mini- 
mums.  En  effet,  on  a  Az<  ou 

,         -  du  ,       du  ,       du  .      „ 

f[x  +  h,y-^f.,z  +  l)-f[x,y,z)-^-^h-^~i^+-l  +  V.. 

Or  on  peut  toujours  prendre  A,  h  et  /  assez  petils  pourque 
la  somnie  des  valeurs  absolues  des  termes  qui  conliennent 
/i,  Ji  et  /  au  meme  degre  surpasse  la  valeur  absolue  du 
reste  R  correspondant :  d'ailleurs,  dans  la  queslion  qui 
nous  occupe,  on  doit  rcgarder  h,  h  et  l  comme  pouvant 
etre  plus  petils  que  toule  quantite  doiinee,  et  en  meme 
temps  comme  ayant  des  signes  quelconques^  donc  :  i°  Aa 
doit  avoir  le  meme  signe  que 

du  ,        du  ,        du  . 
—  h-\-  ;^-/  +  7-/; 
dx  dy  dz 

2"  si  Ton  n'avait  pas  ä  la  fois 

du  du  du 

^=«'      ^  =  °'      ^  =  °' 

/(x,  j,  z)  ne  pourrait  elre  ni  un  maximum  ni  un 
minimum,  pulsque  en  cliangeant  simplement  les  signes 
de  Ä,  k  et  /,  sans  changer  leur  valeur  absolue,  on  change- 

.      ,        .  ^      du  j  du  dir  .  .  ,    . 

rait  Je  signe  de  — h  -i — -h  -i /,  et,  par  suite,  celui 

"  dx  dy  dz  *■ 
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de  Ah.  Nous  retrouvons  aiusi  les  conditions  precedem- 

menl  obtenues  (191). 

193.  Cherchons  mainlenant  quelles  sont  les  conditions 
necessaires  et  süffisantes  pour  que  f[x^  y^  z)  seit  un 
minimum  ou  un  maximum. 

La  differentielle  totale  du  premier  ordre  etant  nulle, 
on  aura 


Au  — AÄ-^BX'— C/^-t-2DA/(-  +  2EÄ/+  2FX/)-f-R- 

1.2 


ou  bien 


A«  =  -c/'w-f-R. 

2 


Admettons  d'abord  que  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F, 

qui,  pour  abreger,  designent  les  derivees  partielles  du 

d'-a    cPu  .  1^1 

second  ordre.  - —  >  — — ?  etc..  ne  soient  pas  tous  nuls  a  la 

ax'     dj'  '■ 

fois  pour  les  valeuri  considerees  de  x,j^  z,  c'est-ä-dire 
pour  Celles  qui  annulent  les  derivees  du  premier  ordre 
du    du    du 
dx    dy    dz 

Si  d'^u  n  est  pas  identiquement  nulle,  il  peut  aniver 
trois  cas:i*'^^«pourrachanger  de  signe,  alors  il  n'y  aura 
ni  maximum.  ni  minimum  5  oP  d^u  conservera  loujours  le 
meme  signe,  alors  u  sera  maximum  ou  minimum  selon 
que  d'^u  sera  negative  ou  positive ;  3°  <Z*  a  sera  nulle  poui- 
certaines  valeurs  de  /i,  /f,  /,  mais  sans  jamais  cbanger  de 
signe,  alors  on  ne  peut  dire,  sans  pousser  plus  loin  le 
developpement  de  A«,  si  la  fonction  est  un  maximum 
ou  un  minimum. 

Nous  nous  contenlerons  de  cbercherles  conditions  ne- 
cessaires et  sulTisantes  pour  que  d^u  on  la  fonction 

A/i'  +  B/^  —  C/M-  2DÄ/  +  2E/</^  2FX/ 

soit  constamment  positive,  quels  que  soient  les  signes  de 
/(,  A,  /,  pour  de  tres-petites  valeurs  de  ces  trois  quantiles. 
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Mais  comme  cette  expression  est  une  fonction  homogene 
de  /i,  Ä"  et  /,  en  la  mettant  sous  la  forme 

on  voit  que,  si  eile  est  positive  pour  de  tres-pelites  va- 
leurs  de  h^  k,  /,  eile  le  sera  encore  pour  des  valeurs  aussi 
grandes  que  Ton  voudra  de  cos  variables,  pourvu  que 
leurs  rapports  ne  cliangent  pas.  Ainsi,  il  sera  necessaire 
et  süffisant  que  Texpression 

soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  h,  k  et  /. 

Observons  mainlenant  que  si  Tun  des  coefficients  des 
carres,  A  par  exeraple,  etait  nul ,  les  coefficients  des 
termes  qui  conliennent  A,  c'est-ä-dire  D  et  E,  seraient 
aussi  nuls.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  a 

en  posant 

P=2(D/?  -f-E/  ,     Q  =  B/--T-C/'  — 2FX/, 

P  et  Q  etant  independants  de  /i;  si,  apres  avoir  donne  des 
valeurs  arbitraires  ä  A  et  ä  /,  on  fait 

A  =  —  D  "'"  '"'      P"'s  ensuite     ä  = a, 

les  resultats  de  cette  Substitution  seront  Pa  dans  le  pre- 
raier  cas,  et  —  Pa  dans  le  second.  Donc,  si  P  n'etait  pas 
nul  identiquement,  iP u  pourrait  changer  de  signe.  Par 
consequenl,  l'egalite  A  =  o  entraine  les  suivantes  : 

D  =  o,      E  =  o. 

II  resulte  de  lä  que  les  coefficients  A,  B,  C  ne  sont  pas 
nuls  ä  la  fois;  car,  s'il  en  etait  ainsi,  la  fonction  cP u  s'an- 
nulerait  d'elle-meme,  coulrairement  ä  notre  supposilion. 
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Supposons  douc  que  A,  par  exemple,  ne  soit  pas  iiul; 
je  dis  que  A  sera  positif ;  car  si  Ton  pose  Ä=  o  et  /  =  o, 
la  fonciion  se  reduit  au  terme  AA^  qui,  pour  elre  positif, 
exige  que  A  soit  positif.  Une  premiere  condition  neces- 
saire  dans  le  cas  du  minimum  est  donc 

(i)  A>o. 

Maintenant,  on  peut  mettre  cl^u  ou  la  fonction 

AA=4-B/-'-t-  C/*—  2 DA/  -i-2EÄ/  +  2F/7 

sous  la  forme 

AI  /,J4-2Ä^i^tliWBX-'-f-C/=+2F/^-/, 


ou  bicn  encore,  en  completant  le  carre  dont  les  deux  pre- 
miers  termes  sont  dans  la  parentliese, 

Si  Ton  pose,  pour  abreger, 

D'  E=  ED 

«-A='^'       <^-X=''       ''-^="' 

011  devra  donc  avoir,  pour  toules  les  valeurs  de  /i,  h,  /, 

Si  G  etait  nul,  la  fonction  consideree  se  reduirait  pour 
—  _  P^  +  ^^ 

I/»+2]\U/. 

Ce  binöme  ne  peut  etre  positif  pour  toutes  les  valeurs 
de  /  et  de  A  que  si  AI  =  o;  mais  d^ a  pouvaiit  alois  etre 
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mis  sous  la  forme 

cette  differenlielle  s'annulerait  pour  la  valcur  l  -=  o 
joiiite  ä  une  infinite  crautres  valeurs  de  k  et  de  /i,  cas 
particulier  qne  nous  avons  ecarte. 

Soit  donc  G  diilerent  de  o  :  si  l'on  fait 

1=0     et     n  ^=  —  —  -<" , 
A     ' 

]a  fonction  se  reduit  ä  GA^,  et  comme  ce  resultaldoit  etre 
posilif  pour  toutes  les  valeurs  de  k,  on  en  deduit  que  G 
doit  etie  positif.  Ainsi,  inie  seconde  condilion,  necessaire 
dans  le  cas  du  miiiimum,  est 

(2)  G>o. 

Maintenant,   abstraction   faite  du  preuiier   tcrme,    le 
resle  du  polynörae  pourra  s'ecrire 

DU 

en  completanl  le  carre  daus  la  parenlhcse,  et  posant, 
pour  abreqer, 

Donc  la  diiferentielle  seconde  d^u  pourra  elre  raise  sous 
la  forme 

et  Ton  reconnailra,  comme  plus  haut,  que  l'on  doIt  avoir 

(3)  N>o. 

Stl'km.  —  Jn.,  I.  l3 
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Ainsi,  en  general,  irois  condilions. 

A  >  o ,      G  >>  o ,      ]N  ^  •  ü  , 

sont  necessaires  pour  que/(.r,  ^,  z)  soit  un  mininium. 
Ces  conditions  sont  d'ailleurs  süffisantes-,  car,  si  elles 
sont  icmplics,  l'expression 

c'esl-a-dire  d'u,  sera  positive  pour  loutes  les  valeiirs 
reelles  de  /^,  ä  et  /. 

lO^.  Siy(r,  j^  z)  est  un  maximum.  il  faudra.  pour 
les  memes  raisons,  que  Ton  ait 

Ah'^  BAM-  .  ..  +  2F/7<o, 
ou  bien 

—  AÄ'  —  B A-  —  .  .  .  —  2  F  A/  >  o 

pour  touies  les  valeurs  reelles  de  A,  k,  l.  On  aura  donc 
les  conditions  necessaires  et  süffisantes  du  maximum,  en 
rempla^ant,  dans  les  trois  conditions  trouvees  plus  haut, 
A  par  —  A,  B  par  —  B, .  .  . ,  F  par  —  F. 

19o.  Sil  arrivait  que  les  quotients  differentiels  A,  B, 
C,  D,  E,  F  fussent  tous  nuls,  pour  les  valeurs  de  x,y  et  z 
tirees  des  equalions 

du 
dx 

on  verrait  facilemenl  que  tous  les  quotients  differentiels 
du  troisierae  ordre  devraients'annulerd'eux-memes.  Mais 
nous  n'irons  pas  plus  loin,  paice  que  les  conditions  qui, 
dans  le  cas  du  maximum  ou  du  miniinum  f[x^  j,  2), 
doivent  alors  6tre  remplies  par  les  quotients  differentiels 
du  qualrieme  ordre,  deviennent  beaucoup  irop  compli- 
quees. 


dl, 

tili 

-7-  =^  0, 

— 

i^  0 

dy 

dz 
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MAXIMUMS    ET    MINIMUMS    DES    FONCTIONS    IMPLICITES    DE 
PLUSIEUrxS    VAraABLES    IlN'Dl^iPENDANTES. 

196.   Soient  les  equations 

[/{^,  y,  z,  u,  .-'■    ^o, 

(l)  <    (p(.r,  j,   z,   u,   V    =~-0, 

(  ■^[-^,  y,  3i  ">  ")  =o- 

Si  l'on  considere  deux  des  variables,  par  exemple  x 
et  y^  comme  indcpendantes,  z,  u,  v  seront  des  fonclions 
de  X  et  de  j'^  determiiiees  par  ces  equations.  Pour  rendre 
raaximum  ou  minimum  la  foncliou  v,  par  exemple,  il 
faul,   d'apres  la  regle  doiinee  precedemracnt,   resoudre 

les  equations 

dv  di> 

o. 


dx 

-O, 

dy 

Par 

suile, 

on 

doit 

avoir 

-  -  dx 
dx 

-+- 

dv 

c'est-ä-dire  que  la   diflerentielle  totale  de   v   doit  etre 
nulle, 

Si  l'on  di (leren tie  les  equations  (i)  en  faisant  attention 
que  dv  =^  o,  il  viendra 


(2) 


Dans  ces  equations,  dx,  dj  sont  des  constantes,  et  dz^ 
du  sont  les  dillerentielles  tolales  de  u  et  de  z  considerees 
comme  des  fonctious  de  x  et  de  y. 

i3. 


<lf  ,      'If  ,      <lf  , 

dx               dy              dz 

da    , 

d^    ,           d-]f   ^          d]^  ^ 
—  dx  -T-  -^  dy  +  -f  dz - 
dx              dy             dz 

\ — —  du  =  o. 
du 

\C)6  coms  d'analyse. 

Enelimlnant  clz  et  du  entre  les  equations  (2),  on  ob- 
tiendra  une  equaiion  de  la  forme 

qui  devra  etre  veriflte.  dans  le  cas  du  maximum  comme 
dans  celui  du  miniinum,  par  les  valeurs  correspondantcs 
des  variables  x  et  J^  Par  suite,  puisque  dx  et  dy  n'ont 
aucune  dependance  entre  alles,  il  faudra  que  l'on  ait 

(3)  P==o,     Q  =  o. 

Les  equations  (i)  et  (3)  donneront  les  valeurs  chercliees 
de  X,  y^  z,  //,  \'. 

Pour  savoir  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonction 
est  raaximum  ou  minimuni,  il  restera  ä  examiner  si  la 
dilTerentielle  totale  d- v  garde  toujours  le  meme  signe. 

197.  Ce  qu'on  vient  de  dire  renferme  corunie  cas  par- 
ticulier  la  determinaiiou  des  maximums  et  des  mininiuras 
des  fonctions  de  plusieurs  variables  independanles  liees 
entre  elles  par  un  certain  nonibre  d'equations. 

Ainsi,  supposons  qu'il  s'agisse  d'une  fonction 

f  =  F  >,  j,  z,    u) 

et  que  l'on  ait  en  outre  les  relations 

'a[x,  j,   z,    u]  =0, 
h-^»   J,    Z,    Uj  =0. 

On  voit  que  cela  revient  a  cliangcr,  dans  la  question 
precedente,  y  (jT,  j',  rr,  m,  v)  en  F  [x^j^  z^  u)  —  ^,  et 
ä  supposerles  fonctions  cp  et  '^  indepeudantes  de  p". 

EXEKCICES. 

1.  Trouver  la  plus  couiie  distance  de  deiix  droit  es  dans  Vcspcice, 
donnecs  pur  leurs  eipialions. 

SoLUTiOiN.  —  Les  dquations  des  droites  etant 

\  X  ^^  az-\-  p,         \.  X  --  fl'z  -\-p' , 
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la  plus  courte  distance  est 

\/(a  —  «')^+(6  —  b'y+-{c  —  c'Y 

2.  Parmi  les  parnllelipipedes  de  meine  surface ,  assigner  ccltii 
qui  a  le  plus  grand  volaine. 

Solution.  —  Le  cube. 

3.  Mcner  par  iin  point  donne  la  lignc  droite  la  plus  courte  enlre 
dcux  courbes  dounecs  daits  uii  plan. 

SoLLTioN.  —  Les  normales  aux  extrömilös  de  la  droite  minimum 
doivent  rencontrer  au  meme  point  la  pcrpendiculaire  ä  cette  droite 
menee  par  le  point  donne. 

4.  Determiner,  dans  une  surface  du  second  degre,  le  plus  graruc 
et  le  plus  petit  des  rayons  vectcurs  partant  du  centre. 

5.  Determiner  dans  Vespace  un  point  tel,  cpCune  fonction  de  ses 
distances  a  des  points  donnes  soit  un  maxinium  ou  un  minimum. 

SoLLTio.v.  —  S\  p,  p',  p",...,  sont  les  distances  en  question,  et 
"■~f[p,p'-,  p"i-  ■■]  la  fonction  qui  doit  etre  un  maximum  ou  un 
minimum,  il  faudra  que  le  point  M  raste  en  equilibre  sous  l'action 

de  forces  proportionnelles  k  -y,  4— o  -ri,-)'  "  ■>  et  dirigees  suivant 
dp    dp     dp 

les  droites  p,  p\  p", ...  [  Annales  de  Gcrgonne,  t.  XIV,  p.  1 18). 
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APPLICATIONS  GfiOMETRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÜRENTIEL. 
THfiORIE  DES  TANGENTES. 

Eqiiations  de  la  tangente  et  de  la  normale.  —  Longueur  des  lijjnes 
appelees  sous-tangente,  sous-norniale,  etc.  —  Degre  de  l'equation  de 
la  tangente.  —  Probleroes  sur  les  tangentes.  —  Sens  de  la  concavile  et 
de  la  convexite  des  courbes. 


tqVXTWNS    DE    LA    TAJXGEJSTE    ET    DE    LA    JVORMALE. 

498.  Soit 

l'equalion  d'une  courbe  plane  AMM'.  Si  MT  est  la  tan- 
gente  au  point  INJ  {x,j  )  de  cette  courbe,  on  aura,  en  sup- 
posant  les  axes  rectangulaires, 


Ar        dy 

tansfjMTo-  =  lim  -^  =  -7- 

iix        dx 


Fig.  10. 


par  consequent,    en   designant 

par  X  et  Y  les  coordonnees  cou- 

jj-y  ranles  d'un  point  quelconque  de 

A^  la  langente,  l'equation  de  cette 

droite  sera 

(0      Y-j  =  ^(X-^). 


Oi      X      S  PN  X         "^    '  •'  clx 

Si  Ton  remplace     -  par  sa  valeur  tiree  de  l'equation 
dela  courbe^  l'equation  de  la  tangente  deviendra 


ou 

(2) 


^If 
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-ä.^-^^^liy^-y'^'^- 


199.   L'equalion  dela  taugen le  conserve  la  meme  forme 
^'ß'  "•  lorsque  les  axes  soni  obli- 

?'/  ques.    Ell   effet,   si  x  et  j^ 

sollt  les  coordonnees  du 
point  de  contaet  M,  d'uue 
langen  te  MT  ä  la  courbe 
AMM',  l'e'quation  de  cette 
langente  sera  de  la  forme 


77      T         SPP' 

Or  la  secaiite  M'MS  a  pour  equation 

Y-j  =  «'(X-ar;), 

cta  est  la  liniite  de  a' .   lorsc^ue  le  point  M'  se  confond 
avec  le  poinl  AJ. 

Menons  MP  et  M'P'  paralleles  ä  O/,  et  MQ  parallele 
a  Ox  ;  on  aura 

MQ 


Mais 
donc 


M'Q  =  Aj     et     MQ^Aa:; 


De  lä  il  suit  que 
Donc 


lim  —      ou      a 
Ax 


'iL 
dx 


y 


—      X 
dx  ' 


est  dans  tous  les  cas  l'eQuation  de  la   tangente  au  point 
200.  11  suit  de  lä  que,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 
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requation  de  la  normale  MN  sera 

Si  Ics  axes  sont  obliques  et  fönt  un  angle  ö,  l'equalion 
de  cette  droile  sera 

d.r  -•-  dy  cos  9    ,^ 

Y—  r  = -, X  — j:  . 

•^  r/j  -1-  dx  cos  6 


LOKGUEUR    DES    LIGiNES    AOMJIEES    SOUS-TAKGEATE.    ETC. 

201.   Attaclions-DOus  maintenaut,  en  particulier,   au 
cas  oü  les  axes  sont  rectangulalres. 

Si  Ton  veul  avoir  la  sous-tangente  Sj=  PT,  on  aura 

dx 
PT  =  AIP  tangTMP  =  J  ^  5 

donc 


Fig 

I 

2. 

y 

- 

r 

^ 

V 

^ 

"- 

/^ 

1 

N 

R 

V 

1      ' 

s 

1'    1 

" 

X 

s,^ 


r/j 


On  trouve  encore  la 
valeur  de  la  sous-tau- 
gente     en     la     rcgardaiit 

comme  la  lirnile  de  la  sous-secante,  c'est-ä-dire  de  la 

droile  SP.  Or 

SP  —  MP  langSMP  =  r  — , 

-,.  ,.     .  dx 

et  cette  expression  a  bien  pour  limite  j^^  — • 

Le  triangle  MPN  [ßg-  n?  p-  198)  donnepourla  soiis- 
normale  PN 

g  _  ydr 

dx 

Pour  la  longueur  MT  de  la  tangente,  on  aura 


MT 


/  dx^ 
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Entin,  pour  la  longueur  MN  de  la  normale,  on  a 


201 


MN=j 


V^' 


1  + 


ExEMPLE. 


Fig.  i3. 


Supposons,  pour  fixer  les  idces,  a>i.  Celle  courbe, 
nommee  logarilhmique,  seiend 
ä  l'infini  des  deux  cöles  de  laxe 
des  /,  et  eile  est  asyniptote  ä 
Taxe  Ox  du  cole  des  x  negalifs, 
On  lire  de  requalion y  ==:  a^, 


par  consequent. 


dx 


Y  — J  =  ö'lfl(X— x) 


est  requation  de  la  tangente. 

Celle  tangente  peut  etre  construite  bien  simplement 
ä  l'aide  de  la  sous-tangente  TP  5  on  a 


TP 


d.r. 

I 

i>* 



a'X 

dy 

a^ 

u' 

DU 


cly 


TP  =  —  =  lo'jc. 


Ainsi  la  soiis-tangeiite  est  constanle  et  cgalc.  au  loga- 
rithme  de  e  pris  dans  le  sjstenie  dont  la  hase  est  a,  c'est- 
ä-dire  an  module  de  ce  sjslenw.  Quand  a  =  e,  la  valeur 
constanle  de  la  sous-tani;enle  est  l'unile. 


DEGRE   DE   l'^QUATION    DE    LA    TAINGEKTE. 

202.    L'equaiion  de  la  tangente  menee  par  le  point 
{x,j'j  peut  etre  mise  sous  la  forme 

dx  dr  d.v  dy 
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Si  l'equalion  clela  courhe  est  algebrlque  et  du  171''"'"  de- 
gre,  il  seinble  au  premier  abord  que  ^y-  -^  +    ■  -J"sera  une 

fonctiou  du  ui'^'"^  degre  des  coordonnees  du  point  de  con- 
tact,  Mais  ce  degre  s'abaisse  d'une  unite  quand  on  tient 
comple  de  V equaüon  f  [x ,  j)  =  o. 
Ell  effet,  soit 

/(■^>  j'  =  «  -^  "'  -^  "-■  +  ■  -  •  5 
II  etant  l'ensemble  des  lermes  du  m'^'""  degre,  i/j  l'en- 
semble  de  ceux  du  (m  —  i)''^""',  el  ainsi  de  suite.  On  aura 

df du  du,  _    du^ 

dx        dx  dx          dx     ' 

df       du  dUi        du2 

dy        dy  '     dy         dy 


d'oü 

dx 

df 

du           du 
dx       ■^  dy 
1    du,            du,\ 
\      dx            dy  1 

duj  du.^^ 

d^^^'d-yj-''-'"^ 

ce  qui,  d'apres  un  ilieoreme  (n"  178)  sur  les  fonctions 
homogenes,  donne 

df         df  ^  , 

^  X  -\ — —y  ^  mu  -i-  [m  —  i)  «,  —    m  —  2^  «2-+-  .  .  . 
dx  dy 

=z  m{u  H-  «,  -H  «2 -!-•••)  —  «1  —  2  «2 —  3  «3  —  . ... 

Or,  le  point  (x,  j)  etant  sur  la  courbe,  on  a 

m  ( U  -T^  U,  -T-  Uj  -\-  ...):=:  O'j 

donc  l'equalion  de  la  tangente  devienl 

I^X-!-    ■- Y  -1-  «I  -+-  lu.-i-  3u,-]-  ...  =  o, 
dx  dy 

et  ne  coniient  plus  de  termcs  du  ni''^""  degre  :   ce  qu'il 
s'agissail  de  demontrer. 

EXEMI'LE. 

Aj-  -t    Bxy  H-  Cx'  -T-By  -i-Ex  -hF  —  o. 


SEIZIEME    LE9ON.  300 

On  a 

^x^        2Aj+liJ:-,-D 
II  vient  donc,  pour  requalion  de  la  tangenlc, 
(2Aj-hBx-t-  D)(Y  — 7)-}-  (Bj  +  2Ca:-;-E)(X  —  ar;=o, 

Oll 

( 2 Aj -J- B.r  +  D )  Y -+- ( Bjr  H- 2Cx -I- E)  X 

—  (2Aj-;-Bx  +  D)  j  H-  (Bj-i-  iCx^Y.)x. 

Simplifiant  au  moyen  de  requation  de  la  couibe,  on  a 
finalement 

(2A7  +  Bx4-D)Y4-(Bj-^2Cx+E)X-f-Dj-i-E.r-4-2F:  -o, 
pour  requalion  de  la  langente  au  point  [x^j). 

PROBLEMES    SUR     LES    TAJVGENTES. 

203.  Une  courhc  ctant  donnee,  liii  inener  iiiie  taii- 
genle  pnr  un  point  exicrieur  («,  l). 

On  aura,  pourdeieiminer  les  coordonnees  inconnues.r 
et  r  du  poiril  de  contacr,  d'abord  requalion  de  la  courbe 

(1)  /(■r,j;-—o, 

et  ensuile  Tecjuation 

df       ,  df       df         df 
^  dx  dy        dl  dj 

oblenue  en  nieltant  a  et  h  a  la  place  de  X  et  de  Y  dans 
l'equaiion  de  la  tangente  (198). 

Les  valeursdeoret  dej^  lirees  desequalions  (1)  et  (2)de- 
terniineronl  les  coordonnees  du  point  de  contact.Siy(.r,j^) 
est  une  fonclion  enliere  du  m''''"^  degre,  l'equaLion  (2) 
pourra  se  reduire  au  (m  —  1  y^^e  Jegre  ;  par  suite,  le  pi'O- 
bleme  propose  aura  au  plus  m  (m  —  1)  Solutions.  Pour 
7/7  =  2,  il  y  a  au  plus  deux  tangentes;  il  y  en  a  au  plus 
six,  pour  m  =  3-,  et  ainsi  de  sulte. 

L'equation  (2),  reduite  en  ayant  egard  ä  l'equation  (i), 
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represente  un  lieu  geometrique  qui  conlient  les  polnts 
de  contact  et  qui  est  du  \  m  —  ly^me  degre  au  plus. 

204.  Mener  iine  tangente  parallele  ä  wie  rlroite  dont 
Vequation  est  Y  =  ßX. 

L'equation  de  la  tangente  chercliee  etant 


\y- 


^iy,^r 


(X  — x). 


on  doil  avoir 


dx 


equaiion  qui,  jointe  ä  celle  de  la  courbe.  determinera 
les  coordonnees  du  point  de  contact. 

r^  -Kl ,        .      (ly 

Lomme  1  equation  -^  =  a  revient  a 


df 


„r^  a,      ou  a 
df         '  dx 

dy 


dy' 


qui  est  du  [m  —  1)''^""  degre,  s\f{x,y)  est  du  m'''"'  degre, 
le  Probleme  admettra  au  plus  m  [m  —  i)  Solutions. 


DE    LA    COKCAVIT6    ET    DE    LA    C0WVEX1T6    DES    COURBES 
PLAKES. 

2O0.  Nous  allons  maintcnant  comparer  les  ordonnees 


Fig.  14. 


M'P' 


X 


dune  courbe  a  Celles  de  sa  tan- 
gente, pour  unemenie  abscisse, 
dans  les  environs  du  point  de 
contact.  Soit  MT  une  tangente 
a  la  courbe  MIM'5  soient  a:=OP, 
y  =:  MP  les  coordonnees  du 
point  de  conlact.  En  designant 
PP'  par  h,  on  aura 


ÜY  d^  r     Ir 

dx  dx'     1 . 2 


R. 
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L'equation  de  la  langeiue  eiant 

dv 

clx 

Oll  aura,  pour  le  point  dont  l'abscisse  est  x  -\-  h^ 
et,  par  suite,  rordonnee  correspondante  sera 


d'oü 


•^  dx 


M'R    ^  M'  P'  —  P'R  :=  — ^ f-  R. 

dx'     I . 2 


On  a  demontre,ä  roccaslon  de  la  formule  de  Taylor,  quesi 

d\r 


d^r 
h  est  assez  petit  et  si  la  derivee  seconde  -—  est  differente 


d^  Y    h- 
de  o,  la  valeur  absolue  de  — ^ surpasse  celle  de  R ; 

par  coiisequent,  dans  ce  cas,  la  difference  M'P'  —  P'R, 
pour  un  point  M'  de  la  couibe,  suffisamment  rapproclie, 
seit  d'un  cote,  seit  de  l'autre,  du  point  M,  aura  le  meine 

d^Y 
s,gneque— . 

Doiic,  si  l'on  a 

les  ordonnees  de  la  courbe  sont  plus  grandes  que  Celles  de 
la  tangente  dans  les  environs  du  point  M,  de  part  et 
d'autre  de  ce  point.  Si,  au  contraire,  on  a 

(2)  Tr^<o> 

dx- 

les  ordonnees  de  la  tangente  surpassent  Celles  de  la 
courbe. 

Dans  le  premier  cas  quo    represente  \di  ßg.   i5,  la 
courbe,  aux  environs  du  point  M,  tourne  sa  concavite 
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du  cote  des  y  positifs;  dans  le  second  cas,  la  concavite 
est  lournee   du   cote  des  y  negalifs.    La  convexite  est 

toujours  tournee  vers  1  axe  des  x^  quand  j'  et  -~  ont  le 

meme  signe,  les  axes  etant  rectangulaires. 

206.  Nous  avons  suppose,  jusqu'ä  present,  que  --— 

conservait  le  meme  signe  pour  des  points  situes  de  part 

et  d'autre  du  point  M;  mais  il  peut  arriver  que  -v^  soit 

positive  un  peu  avant  que  x  devienne  egal  ä   OP,  et 
Fig.  i5.  negative   apres   que   X   a 

depasse  cette  valeur,  ou 
vice  versa.  Alors  la 
courbe,  convexe  ou  con- 
cave  vers  les  y  positifs 
ä  gauche  du  point  M, 
devient  concave  ou  con- 
vexe a  droite  de  ce  point.  On  dit  alors  que  la  courbe 
a  une  inßexion  au  point  M,  qui  est  dit  un  point  cVin- 
ßexion.  Ges  points  remarquables  s'obtiennent  donc 
en  cherchant  les  valeurs  de  x  et  de  y,    qui,    rendant 

^  nulle  ou  infinie,  lui  fönt  en  meme  temps  changer 

de  signe. 

EXERCICES. 

\.   Trouver  la  sous-tangente  de  la  courbe  qui  a pour  c'quation 


Solution. 


.r2 


x—f 
2.  La  courbe  qui  a  pour  c'quation 


est  constamment  toucliee  par  une  droite  de  longueur  invariable  qui 
glisse  en  s'appujant  sur  les  axes  coordonnes. 
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3.    Trouver  lex  points  d'inßexion    de  la  courhe  qui  a  pour 
e'quation 

x^  -4-  Zxy'^  —  ^a^ 

Solution.   —  II  y  a  deux  points  d'inflexion  dont  l'abscisso 
est  a. 
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DIX-SEPTIEME  LECON. 

THfiORfeJIES  SUR  LES  AIRES  ET  LES  ARGS  DES  COURBES 
PLANES. 

Differentielle  de  Taire  d'une  courbe  plane.  —  Des  aires  considereescomme 
limites  d'une  somme  de  parallelo[;rammes.  —  Applications.  —  Reclifica- 
tion  d'un  arc  de  courbe  plane.  —  Differentielle  d'un  arc  de  courbe. — 
Liüiile  du  rapport  de  I'arc  ä  sa  corde.  — IVouveaux  theoremes  sur  las 
arcs  de  courbe  consideres  comme  limites. 


y 

K    M'_,— 

RT 

P^ 

I 

c 

0 

A 

F 

l 

X 

DIFFERENTIELLE    DE    l'AIUE    d'uNE    COURBE    PLANE. 

207.    L'aire  comprise  entre  une   courbe  plane  CM, 
une  ordonnee  fixe  CA,  une  ordonnee  quelconque  MP  et 
F«S- 16.  Taxe  des  abscisses  Ox^  est  une 

fonction  de  l'abscisse  OP  =  x  du 
pointM,  puisqu'ellevariequand 
on  changele  pointP.  Proposons- 
iious  d'en  chercher  la  difleren- 
lielle.  Soit  CAMP  =:  u.  Nom- 
mons  Au.  la  surface  MM'PP', 
repondant  ä  un  accroissenieiit  tres-pellt  PP'  =^  Ax  de 
l'abscisse.  Si  Ton  mene  les  dioites  iMI  et  INI' K  paralleles 
ä  Ox  et  terminees  aux  ordonnees  MP  et  M'P',  comme 
on  peut  loujours  prendre  le  point  M'  assez  rapproche  du 
point  M  pour  que  les  ordonnees  soient  constamment 
croissantes  ou  decroissantes  de  M  en  M'  (et  ici,  pour  fixer 
les  idees,  nous  les  avons  supposees  croissantes),  on  aura 

PMM'P'>PMIP'     et     PMM'P'<PKM'P', 

c'est-ä-dire 

A« 


ou 


jA.r     et      Am  <^  (^j'  -I- A/)Aa:, 


Am 
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De  la,  en  passaut  a  la  limite, 

—  =  r,     ou     du  ^^yclx. 
äx       -^  '  -^ 

208.  Quoiqu'on  puisse  parfaitement  admettre  qu'en 
prenant  le  point  IM'  assez  voisin  du  point  M  Ics  ordon- 
nees  seront  toujours  constaiumeut  croissantes  ou  decrois- 
santcs  de  M  en  M',  celte  liypoihese  n'est  pas  necessaire 
a  la  demonstration.  II  suffil  pour  s'en  convaincre  de  re- 
prendre  les  raisonnemeuts  en  reniplacant  partout  y  et 
y  -r-  ^J  p3''J''i  ^O'ä'Ji  elant  la  plus  petite  etj)''2  la  plus 
grande  des  ordonnees,  dans  rintervalle  oüTou  fait  vaiier 
l'abscisse. 

209.  Le  meme  mode  de  demonstration  coiivient  au  cas 

des  axes  obliques,  avec  cetle  seule  dillerence  que  l'ac- 

croissement  Am  est  alors  compris  entre  les  aires  de  deux 

parallelogrammes  dontlcscoles  sont  paralleles  aux  axes, 

et  comme  l'aire  d'un  parallelogramme  est  egale  au  pro- 

duit  de  deux  cötes  adjacents  multiplie  par  le  sinus  de 

l'angle  qu'ils  fönt  entre  eux,   on  a,  0  desiguant  l'angle 

des  axes, 

du  =^ydx%\Vi^. 

DES    AIRES    CONSID^K^ES    COMME    LIMITES    d'xJIVE    SOMME 
DE    PARALLELOGRAMMES. 


210.   Dans  le  cas  des  axes  rectangulaires,  la  surface 
ABCD  estla  limile  d'une  somme  de  rectangles  inierieurs, 
formes  en  menant  par  les  points 
C,  E,  F, .  . . ,  M,  M',  etc.,  pris 
sur  la  courbe,  des  paralleles  ä 


Ox  telles,  que  cbacune  soit  ter- 
minee    ä   l'ordonnee    du    point 
suivant  (Tun  de  ces  rectangles 
serait,  par  exemple,  MIP'Pj,  et  l'on  suppose  que  ces 


Stl'rm.  —  An.,  \. 
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points  se  rapprochent  indefinlmenl  les  uns  des  autrcs,  en 

menie  tenips  qiie  lenr  noiiibre  augmente  sans  Jiniite. 

Supposons  d'abord  qiie  les  ordonnees  soieiit  constam- 
mcnt  cioissantes  du  point  C  au  point  D.  Soient  x  et  j 
Jes  coordonnees  de  Tun  quelconque  des  points  de  la 
courbe,  M  par  exemple;  soient  :r -f- A.r,  y-h^J  les 
coordonnees  du  point  suivant  M'.  On  aura 

MIP'P=jÄ.r; 

et  si  Ion  designe  par  ^[jAx)  la  somme  de  tous  les 
termes  analogues  ä  j"Ax,  c'est-ä-dire  la  somme  de 
tous  les  rectangles  interieurs  de  CA  ä  BD,  en  posant 
surf  ACDB  =  71  on  a  evidemraent 

Maintenant,  si  l'on  mene,  par  chaeun  des  points  con- 
sideres  sur  la  courbe,  des  paralleles  a  Ox,  lerminecs  aux 
ordonnees  des  points  precedenls,  on  formera  des  rectan- 
gles exterieurs  analogues  ä 

PKM'P'  =  ( j  -f-  A7)Aj:=  jAx  -^  AjAx; 

et  comme  ABCD  a  une  surface  plus  pelite  que  la  somme 
de  ces  rectangles,  on  a 

u  <[  l{y^x)  +  2(AjAj:); 

par  consequcnt, 

u  —  l[j'^a- .  <^i[  Aj^x). 

Mais  comme,  ä  mesure  que  le  nombre  des  divisions  aug- 
mente, Ay  tcnd  vers  zero,  il  resulte  d'un  principe  de- 
montre  (16)  que  ^[Ay Ax)  tend  aussi  vers  zero  :  donc 

u  =  lim  [l{rA.x)]. 

On  demontrerait  de  meme  quo  u  est  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  exterieurs. 

Le  raisonnemcnt  resle  le  meme  lorsque  les  ordonnees 
sont  constammcnt  decroissautes  depuis  C  jusqu'ä  D;  le 


DIX-SEPTIEME    LE^OJN  .  21  T 

llieoreme  que  uous  veiions  de  demoiitrer  est  tlonc  vrai 
quand  les  ordonnees  varient  d'une  maniere  quelconque, 
car  on  pourra  loujours  partager  Taire  totale  en  parlies 
dans  lesquelles  les  ordonnees  soient  assujelties  ä  con- 
stamuieut  aufroienter  oii  diminuer. 


211.    1«  Soit 


APPLICATIONS. 


ipx 


l'equatlon  d'une  parabole  rapportee  ä  son  axe  et  ä  la  tau- 
gen te  au  sonimef. 

Si  suif  OMP  =^  «,  on  a 


Or, 


Don( 


du  -^-  jdx  ^^  sj  ipx  .dx  ^=  \Jip  ,x^  iix. 


,dx 


d.x'- 


du 


Fig.  ,8. 


f.      .  i  /  2 -. 

-s^ipd-x"^  -z  d{-\j-2.p  .X 


De  lä  il  suit  que 

2      ' -i 


C; 


mais,  pour  x  =  o,  on  doit  avoir 
u=^o\  on  a  donc  C  =  o,  et 

2 2 

0  =  ^5  sJo.px  X  X     -  o  -Ty ; 


c'est-ä-dire  que  le  segment  OMP  est  egal  aux  deux  tiers 
du  reclangle  OPMQ. 

II  est  egalement  facile  d'evaluer  la  surface  comprise 
entre  uu  arc  IMCM'  de  parabole  et  sa  corde.  Eu  eilet,  si 
Ton  mene  la  tangente  CT  parallele  ä  MM',  et,  par  le 
point  de  contact  C,  le  diametre  CDL,  on  trouvera  par 
la    rneme    methode,   ea    posant   CD  =  x,   ^lD=-j    et 

1/4. 
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TCL 

d'oü 


=  0, 


COURS    D  AIVALYSE. 


surf  CMD  --  -  aj sin  9  =  -  CDMT, 


surf  MCM'  =  ^  jry  sin  6 


I  MTSM'. 


2" 

ä  ses 


Soita^^  =  nr  requalion  d'une  liyperbole  rapportee 
asj'mptotes.  ISommons  u  Taire  du  segment  ACMP, 
Fig.  ig.  symptote    Ox,   l'ordonnee  CA 

du  sommet,   et  l'ordonaee  va- 
riable MP.  On  aura 


dx 
du  r^  j"  sin  0 dx  =  /fi-  sin  9  — • 

:=::  n7^9,\n9d Ax. 


Donc  u  ci  /;/^sin0.]j:  iie  peuvent  dilFerer  que  par  une 
constanle  C5  par  consequent, 

u  =:-  .V2'sin9.1.r  -=-  C. 

Pour  irouvei'  C,  f'aisons  x  =  OA  ^=  m:  011  aura 

u  =  o     ou     o  ==: /»'sin9.1/« -r  C; 

donc 

C=  —  w'sin9.1;w, 

et,  par  suite,  on  aura 

u  =  ///'sin  0.1  j:  —  ///^sin  9.1///  =^  /w'sinö.l 

Si  Ton  avait  /n  =  i  et  0  =  90  degres,  Thyperbole  seraii 
equilalere,  et  Ton  aurait  u=^\x,  c'est-ä-dire  que  les 
aires  considerees  seraient  les  logarkhmes  neperiens  des 
abscisses  correspondantes . 

DIFFlilllENTlULLE    d'uN    ARG    DE    COURBE. 

212.  On  ne  peut  se  faire  une  idee  nette  et  precise  de 
la  longueur  d'une  courbe  qu'en  nommant  ainsi  la  liinite 
vers  laquelle  tend  le  perimetrc  d'uiic  ligne  brisce  inscrite 
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dans  celte  courbe,  lorsquc  ses  cotcs  sont  de  plus  en  plus 
pelits,  et  qiie  leur  nonibre  croit  jusqu'ä  l'infini.  II  de- 
vlcnt  alors  necessaire  de  demontrer  que  ce  perimeire  a 
reellement  une  limite  determinee  dans  tous  les  cas. 
Solt  CD  un  arc  de  courbe  plane,   rapportee   a  deux 

axes  rectangulaires  Ox  et 
Or.  Inscrivons  dans  cet 
arc  un  contour  polygonal 
CEF...MM'...D/soient 
OV  =^x,  MP  —  j"  les  coor- 
donnees  du  sonimet  M,  et 
x-^  Ax,  j-h i^j  Celles  du 
sonimet  suivant  M' :  on  a 


Fig 

20. 

y 

M',^ 

D 

'}^ 

1 

V 

V 



II 

c/     N. 

■^ 

G  ^ 

0 

A        k 

P 

1 

X 

Mm'=s/^^'-  +  ^y=^x^i+  [^^j 


Si  l'on  faisait  Ax  ou  PP'=  o,  —  deviendrait  --■ 

'   ^..v  dx 

doit  donc  avoir 


On 


a  s'evanouissanl  avec  Ax:  par  consequent, 


aiM' 


A.r 


v^- 


aA>r. 


En  remplacant  successivement,  dans  cette  cquation, 
X  ei  y  par  les  coordonnees  de  tous  les  sommels  du  con- 
tour polygonal,  depuis  le  point  C  jusqu'au  point  D,  on 
aura  les  longueurs  des  cotes  correspondants.  De  1p  re- 
sulle,  si  l'on  appelle  P  lo  perimetre  de  ceile  ligne  brisee. 


V 


[^V' 


-) 


'S  [aL^.T'\. 


Pour  avoir  la  limite  de  P  ou  la  lougueur  de  l'arc  CD,  re- 
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marquons  d'abord  que,  a  etant  une  quaiitite  infiniment 
peilte  et  ^  Ax  ayant  uiie  valeur  fiuie  qui  est  AB,  il  re- 
sulte  du  iheoreme  demontre  au  n°  16  que 

lim  ^  (aAx)  =  o. 

Maintenant  \/  ^  ~~  i  -7-]   est  une  fonction  de  x.  que 

Ton  peut  rogardcr  comme  la  longueur  de  rordonnee  ]\P 
d'un  point  N  repojidant  ä  la  meme  abscisse  x  =  OP.  Si 
l'on  fail  la  meme  conslruction  pour  lous  les  points  de  la 
courbe  CD,  on  aura  une  courbe  GNH,  donl  l'equalion  est 


d'apres  cela,  on  a 

2;[-\/'"'^)']=2(^-'' 

et,  par  suilc,  ä  cause  de  lim  \^  [aAx)  =  o, 
Pr=]im2(YAx). 

Or  ^(YAx)    a  une   limite    determinee  qui    est   Taire 

AGNHB.  Ainsi  le  meme  nombre  exprime  la  longueur  de 
l'arcCDell'aire  AGNHB. 

213.  Considerons  maintenant  rabscisseOP  =  a:  comrae 
variable.  La  longueur  de  l'arc  CM  est  une  fonclion  de  x 
donl  on  peut  clicrcber  la  differentielle. 

Soit  done  CM  =  s:  comnie  s  =  aireAGNP,  on  a 


ds  r=i  Yclx  ^   dx  ' 


\/-(S) 


enfin 

ds  =:  ^dx^  -t-  dj 
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Gelte  valeur  de  ds  permet  d'exprimer  tres-simplement 
Je  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  que  la  langenle  au  point  M 
fail  avec  Taxe  des  x.  En  effet,  si  a  designe  ccl  angle,  ou 

a  langa  :=       •  Far  consequent, 


dy 


^dx^  -^-  df^ 


dY_ 
ds 


d.x 


y/r/x'  4-  f/j= 


d.r 
Vs' 


LIMITE  DU  RAPPORT  DE  L  ARG  A  SA  CORDE.  —  NOUVEAt'X 
TH6OREMES  SUR  LES  ARCS  COKSIDERES  COM.ME  LIMITES 
DE    POLYGONES. 

214.  La  Umite  du.  rapport  d'un  arc  quelconque  ä  sa 
corde  est  Vunile. 

En  effet,  considerons  un  accroissement  quelconque  de 
l'arc  CM  [ßg-  22,  p.  2  1'-).  Soit  IMiM'=  A5,  on  aura 


arcMM' 

MM' 


äs 


As 


y/Ax^  -f-  äy 


As 


'  v^-^P' 


Lorsque  Ax  s'annule,  —  et 


V' 


-^  ]    deviennent 

Ax 


S/' 


donc 


lim 


arc  MM' 


MM' 


I. 


215.  Si  Cef.  ,  .  fi?  est  un  contour  polygonal  d'un  memc 

noniLre  de  coles  que  le  contour 

CEF.  .  .  D  ;  si,  ä  raesure  que  les 

sommets  C,  E,  F, .  .  . ,  sc  rap- 

proclient  de   plus   en   plus,  les 

cotes   ce,    ef,    etc.,    tendent  de 

*'|      -^  B        :£      p],js   g,^   plyg  ^   devenir  egaux 

aux  cotes  correspondanls  CE,  EF,  etc.,  en  meme  teinps 

que  le  nombre  de  ces  coles   va  en  augtneniant  jusqu'ä 
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rinfini,  le  contour  polygonal  cef.  .  .  d  aura  meme  limite 
que  le  contour  CEF.  .  .D,  c'esl-ä-dire  la  longueur  de 
l'arc  CD. 

En  effet,  soient  a,  ß,  y,...,  /  las  cotes  du  contour  poly- 
gonal cef...d,  et  a',  ß',  7',  ••.,  Ä'  les  cotes  correspondants 
du  contour  CEF...D.  Appelons  L  la  longueur  de  cef...d 

et  L'  Celle  de  CEF.  .  .D.  Soient  —  le  plus  petit  et  —  le 

plus  grand  des  rapports  enlre  les  cotes  correspondants  des 
deux  contours  polygonaux.  On  sait  quo  la  valeur  du 
rapport 

g  -4-  ß  +  7  -^  .  .  .-+-\ 
a'  -I-  ß'  -i-  7"'  H-  .  .  .  H-  )/ 

(l  A  ,  ,  T 

est   toujours   comprise    entre  —  et  — ^?  cest-a-dire    que 

l'on  a 

a        LA 

^^i7"^  a"' 

Or,  lim  —  =  I  et  lim  — -  :=  i ,  Donc  lim  —  rn=  i    ou 
a  A  L' 

limL  =  liniL'. 

210.  Voici  encore  un  theoreme  du  meme  genrc,  et  que 
l'on  demontrerait  d'une  maniere  analoguc  :  Si  Ton  niene 
entre  les  deux  ordonnees  extremes  CA,  DB  un  nombre 
indefini  de  paralleles  ä  Taxe  des  y^  puis  que  l'on  inscrive 
enlre  ces  paralleles  d'autres  lignes  droites,  tangenles  a  la 
courbe,  la  somme  de  cesdernieres  lend  vcrs  une  limite  qui 
est  ejicore  la  longueur  de  la  courbe  donnee,  meme  quand 
olles  ne  forment  pasuneligne  brisee  continue. 
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DIX-HUITIEME  LECON. 

DES  COURBES  PLANES  RAPPORTfiES  A  DES  COORDONNfiES 
POLAIRES. 

Deterniinaliori  de  la  tangenfe.  —  Longueur  des  lignes  nommees  soiis- 
tangente,  sous-normale.  —  Differentielle  de  l'aire  d'un  secleiir.  — 
Differentielle  d'un  arc  do.  courbe.  —  Applications.  —  Des  coordonnees 
bipolaires. 
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D^TERMINATIOJV    DE    LA    TANGENTE. 

217,  Solen t  O  le  pole,  OL  Taxe  polaire,  et  M'MC  iine 
couibe,  representee  par  requa- 
tiony"(/',  G)  =  o.  Pour  meiier  la 
tangente  INIT  a  cette  courbe  par 
le  pointM,  il  suffit  de  coniiaitre 
l'angle  OMT=r-^.  Soieni  done  r 
et  0  les  coordonnees  du  point  M, 
et  7-  -h  A/',  0  -(-  A0  Celles  d'un 
point  voisin  M'  pris  sur  la  meme 
courbe.  Dccrivons,  du  point  O  coninie  cenlre,  l'arc  MI. 

Dans  le  tri  angle  M'Ml  on  a 


sin  IM' M 
sin  M'  MI 


MI 


MI 
aic  m1 


X 


arc  MI 
M'I 


MI  rSO 

y^  , 

arc  MI         Ar 


Si  le  point  M'  se  rapproclie  indefiniment  du  point  M, 
l'angle  IM'M  devient  OMT  ou  u,  l'angle  M'MI  devieut 

90°  —  fx,  et  l'on  a 

rdQ 

(0 


tang^=— . 


On  tire  de  lä 


(2)        COS[Ji  = 


dr 


y/dr''-hr^äQ' 


sinp 


/•f/9 


s/dr 


r'dQ' 


2i8  cot'T^s  d'analyse. 

Comme  (x  est  compris  entre  o  et  iSo  degres,  il  faut 
que  sinp.  soit  positif.  Quant  ä  cosfx,  il  sera  posilif  ou  ne- 
galif,  suivant  que  l'aiigle  p.  sera  aigu  ou  oblus. 

218.  On  parvient  encore  a  ]a  formule  (i)  par  une 
Iransformalion  de  coordonnees. 
Prenons  Taxe  polaire  Ox  pour 
axe  des  abscisses,  et  une  per- 
pendiculaire  Oj  pour  axe  des 
ordonnees.  Soient  OP  =:  x  et 
MP  :=  j^  •  on  aura 


Mais 


Fig.  23. 


tangOMT  =  tang  (MTx  —  MO^ ) 
tangMTo:  =  ~-     et     tangMOx  = 


.r 


tancOMT 


dar  X  xdy  —  ydx 
ydy  xdx  -r-  ydy 
xdx 


X  =  rcost 


et     j 


/•sinQ; 


Or,  on  a 

donc 

dx  z=:z  drcosQ  —  rd9  sin  0,      dy  —.^  dr  sin  9  +  rdO  cosö. 

On  en  tire 

rcosO  f^r sin  9-^  rdB cos 9^1  ^ rsi n 9  fr/rcosö — rrf0 sin  0) 
tan«  OMT  = ^^ • 

°  rcüsÖ(£//-cosö — /v/ösin9j-;-rsinÖ(c//-sin9H-/£^9cose; 

et,  toutes  reductions  faites,  il  viendra 


tangOIMT 


rV/9 
rUr 


rdQ 
~dr' 


DIX-HUITIEME    LE^ON.  2  IQ 

LONGUEUR    DES    LIGISES    KOMMÄES    SOUS-TANGENTE, 
SOUS-KORMALE. 

219.  Dans  ce  Systeme  de  coordonnees,  la  sous-lan- 
gente  est  la  perpendiculaire  OT  [ßg.  23,  p.  21  r)  menee 
au  rayon  vecteur  OM  par  l'origine,  et  terminee  a  la  tan- 
gente  MT.  La  sous-normale  ON  se  mesure  sur  la  meme 
droite,  ä  partir  du  pole  O,  jusqu'ä  la  rencontre  de  la  nor- 
male MN  au  point  N.  D'apies  ces  definitions,  S^  et  S„ 
designaut  ces  deux  droites,  on  aura 

S,  =  OT  =:  7-  langfA 


S„  =^  ON  =1^ 


dr 

r  dr 

taneu        d^ 


DIFFfiUENTIELLE    d'uN    SECTEUR. 

220.  Designoiis  par  u  {ßg.  23,p.  217)  un  secteur  POM, 
compris  entre  deux  rayons  vecteurs  OP  et  OM.  Soit 
MOM'  =  ^u.  Prenons  l'arc  MM'  asscz  petit  pour  que, 
de  M  en  M',  les  rayons  vecteurs  soient  constamraent 
croissants  ou  decroissants.  Pour  fixer  les  idees,  suppo- 
sons-les  croissants.  Decrivons  du  point  M,  comme  cen- 
tre,  les  arcs  de  cercle  MI,  M'K,  termines  aux  rayons 
vecteurs  OM  =  /•  et  OM'  =  /•' :  on  auia 

OMI<A«<OM'K, 

ou  bien,  comme  OMI  =   -  /-^  A9  et  OM' K'  ==  -i r'^-AO, 
2  2 

2  2  '  2^A9^2 

Or,  a  la  limite,  /"'  dcvienl  egal  ä  r;  donc 

du         I  I 

-     =  -  r^,      ou      du  =  -  r^dQ. 

dQ        2  2 
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221.    Ce  calcul   conduit  a   une  consequence  souvent 
utile,  On  a  ti^ouve  plus  haut  (n°  218) 

^, xdy  —  Y  dx 

tangOMT=:  — / -L^, 

xdx  ~r-  ydy 

et  aussi  (n"  217) 

tangOMT=:  — ; 
dr 

on  aura  donc 

xdy  —  ydx         r'^dQ 

xdx  -r-ydj  rdr 

Mais,  ä  cause  de 

x""  -\-  y^'^=r', 
on  a 

xdx  -f-  ydy     -  rdr', 
donc 

xdy  —  ydx  z^  r-dB. 

Or -v-dQ  est  la  differenlielle   du  secteur  LOM :   donc 

2 

cette  differentielle  est  aussi  egale  ä  -  [xdy  —  ydx). 

On  pourrait  d'ailleurs  obtenir  ce  resultat  de  la  maniere 
suivanle.  On  a 

Y  ,,    ,       xdy — ydx  dQ 

-=:tang9;     d  ou     — ~ — — — 


cos^e 


OU 


Or  on  a 
donc 


xdr  —  ydx  = d9. 

■'      -^  cüs^e 


x?  =  /'cos'O; 


-  [xdy  — ydx)  =z  —  r^d9. 


DIFFERENTIELLE    d'uN    ARG    DE    COtiRBE. 

222.    Considerons  l'arc  CM  :=  5  [ßg.  2o,  p.  217)561 
soit  MM'  ^^^  As  sou  accroissement. 


Dans  le  triangle  M'MI  on  a 
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VI' MI  011  a 

MM'        sin  MIM' 


MI         sin  MM' l 
d'oü,  ä  cause  de  MI  =:  2;' sin  -  A9, 


22t 


MiM' 
är^Mlr 


2  sin  MIM' 


A^ 


et,  en  passant  a  la  limile, 
rd9        r 


sin  MM' I 


rdO 


I  =^  — —  •  -. ?       d  'ou       eis  ;=  -; ; 

eis     sm  n  sin  (i 


donc  [(217),  formules  (2)] 

ds  =  \/dr-  -:-  r^'d^i. 


De  lä  resulte 


rd9  dr 

sinjji  =:—-—?      cosp.= 


ds 


ds 


223.  On  arrive  encore  ä  la  differentielle  de  Tarc  par 
une  Iransformation  de  coordonneesj  on  a 


ds  =  \'dx^  -L-  dj^ 


\l{dr cos9  —  rdBsinQy  -+-  [drsinQ  +  rdQcosQf, 


OU 


ds—  \ldr'  4-  /-V/Ö'. 
APPLICATIONS. 

224.    1°  L'equation  d'une  cllipse,  quand  on  prend  pour 
Fig.  2',.  pole  le  foyer  de  dioite  F  et  le 

jH  grand  axe  pour  axe  polaire,  est 

._         P 


dr  — 


T  I  -t-  CCOS0 

De  lä  on  tire 

ep?,\n9dfi  ri?9  _  (i -4- ecosö)' 

(i-t-ecos9)'        dr  cpsinö       ' 
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—  -  =tangFiMT 
clr 


I  -^  ecosö 
e  sind 


q"  La  Spirale  cV Archimede, 


La  couibe   pari  du   pole  et  touclie  eu  ce  poinl  Taxe 
polaire.  Pour  la  construire,  du  pole  comme  centre  avec 
Fig.  25,  l'unite  pour  rayon,   on   decril 

un  cercle,   dont  Tarc   compris 
entre  uu  rayon  vecteur  et  Taxe 
polaire  a  pour  longueur  0.  En 
portant  cette  longueur,  mulli- 
pliee  para,  sur  le  rayon  vecteur 
ä  partir  du  centre,  on  aura  un 
point  de  la  courbe. 
Comnie  /•  croit  indefiniment  avec  ö,  la  courbe  fait  une 
infinite  de  revolutions  aulour  du  pole. 
On  a  dr=  adB,  d'oü 

^^  clr        cuia        a 


S,  =:0T 

S„  =  0]N 


7/7 


aQ\ 


clr 
dB 


Ainsi   la  sous-normale   est  constante,  ce   qui   offre  un 
moyen  tres-simple  de  construire  la  tangente. 

3°  La  Spirale  hjperbolique,  ainsi  nommee  parce  que 
son  equation 

rö  z=  fl, 

est  analogue  ä  celle  de  l'hyperbole  xy  =  m*. 

De  requalion  de  la  courbe  on  tire  ;•  =  -  ;  pour  0  ■=  o, 
on  a  r  =^  CO  j  pour  des  valeuis  Ires-petites  de  0,  ;•  est  fort 


mX-nUITIEME    LEgON.  2r>.^ 

grand  et  diminue  a  mesuie  que  Ö  augmente;  pour  0=  oo  , 
on  a  r=:  o.  Par  consi'f[uem,  la  courbe  fait  une  infijiiie  de 
revolutions  autour  du  point  O 
Sans  jamais  pouvoir  ralleindre; 
ce  point  est  un  point  asvmplotc. 
La  courbe  a  une  droiie  asym- 
plote parallele  ä  OA;  carsi,  d'un 
point  iM  pris  sur  la  courbe,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  Taxe  polaire,  on  aiira 


MP  =  OM  sinö  =  rsinO  =  a 


sin  9 


Donc,  lorsque  0  tend  vers  o,  la  distance  MP  tend  vers  a, 

sin^        j  i>      •   . 

puisque  — —  tend  vers  1  unile. 


On  a  ensuite 

tang^ 


Ur 
dr 


rV- 


:=-0, 


rO^^~a. 


La  sous-tangente  est  donc  constante.  Cette  propriete 
ofifre  un  moyen  coramode  pour  mener  la  tangente  par  un 
point  pris  sur  la  courbe. 

4°  La  Spirale  logarithmique,  dont  l'equation  est 


r  r=^  ab 


En  changeant  Taxe  polaire  sans  changer  le  pole,   on 
peut  meltre  l'equation  sous  la  forme 


jnQ 


En  effet,  posons  a  =  e",  h  =  e'",  alors 
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Soient  Oä  le  premier  axe  polaire,  et  M  un  point  de  la 
courbe.  Prenons  un  axe  polaire 
OA',  qui  fasse  avec  le  premier 

un  anirle  AOA' =  —  •   Alors,  si 


]MOA=^6,enposantÖH = 


c 


requalion  deviendra 


jnO' 


Considerons  donc  l'equation  r  =  e'"^  :  pour  0  ==  o,  on 
aura  r  =  i ,  et  si  Ton  fait  croitre  ö  indefiniment,  r  croitra 
indefiniment.  Par  consequent,  la  courbe  fera,  a  parlir  du 
point  A  [ßg-  3o),  pour  lequel  OA  =  i,  une  infinite  de 
revolutions.  En  donnant  a  0  des  valeurs  negatives, 
r  diminuera  indefiniment*,  donc  la  courbe  fera  encore 
ä  parlir  du  point  A,  mais  dans  l'autre  sens,  une  infinite 
de  revolutions,  en  s'approchant  toujours  du  pole. 

On  aura  dr=  me"'   dd  =  inrdQ-.  parsuite,  tanga=  — , 

Flg.  28. 

quantite  constante.  Donc,  dans 

la  Spirale  logarithrnique,  la  tan- 

gente  fait  wi  angle  constant 

avec  le  rajon  vecteur  qui  passe 

par  le  point  de  contact. 

La  sous-taneente  sera  — ?  et  la  sous-normale  nir. 
m 

L'exireniile  T  de  la  sous-tangente  decrit  wie  Spirale 

egale   ä    la  premiere,   uiais    situee  differemment.  Soit 

0T=:  p,  on  a 


jnd 


Or,  enposantTOA=  —  ö',  on  aura0  =  6'H — •  Parsuite, 

p= = ; —e     \  2        m  ! 


DIX-nriTlEME    LF^ON. 


22b 


•l 


)la 


inclini 


le 


et,  en  prcnanl  un  iiouvel  axc  polaire  mclini^  sur  le  pre- 

,    TT  \  »I 

—  ■)  puis  posant 


micr  d'un  aude  eiral  ä 


ö" 


011  auia  rcqualion 


Q'H 

2 


m  0" 


'\ 


qui  roprcscnte  une  spiralc  egale  ä  la  prcmicrc. 

L'txlrt'miie  de  la  normale  dcciit  aussi  une  spirale 
egale  ä  la  prcmierc. 

DES    COOIIDONK^ES    BIPOLAIRES. 

22o.  Dans  ce  sysleine  de  coordonnees,  la  poshion  d'un 
poliit  sur  un  plan  se  dclerrnine  par  les  dislances  /'  et  /•'  de 
ce  poinl  ä  deux  poinls  fixes  A  et  B. 

Soit/(r,  ;•')  =:  o  l'eqiialion  de  la  courhc  CiM,  et  pro- 
posous-nous  de  lui  menei  une 
tangente  au  point  INI. 

Considerons,   pour  cela,    la 
secante     IM' MS.    INJenons    MH 
peipciidiculaire  ä  AM'. 
T    s  Solen  t 

A^l=/-,     BM=r';      AM'  =  r-f-Ar,     BM'  =  ;''  +  Ar'; 
1\IAM'  =  A9,     arcMM'  =  ^s,     AMT  =  a,     BMT  =  6. 

On  aura 

cosAiM'M  =  — ^ 
MM' 

ouLicn 


INl'Il        arrMM' 
'l's'  ^  ~Ä1M' 


Ar  -^  2rsiii-  -  A9 


cosAM'M  = 


Ol 


^s 


X 


arcMM' 
llM' 


lim 


2rsin-  -  A( 

2 

Stuhm.  —  An.,  I. 


o,      lim  AM' M  =  a. 


,.     arcMM' 
^""-MM'-=^-* 

i5 
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donc 

cosa 

dr 

Pour  la  meme 

raison, 

dr' 

cos  6  : 

""^' 

Par  suitc, 

Oll  a 

cosa 
p 

dr 
—  TT-/» 

cos 6        dr'' 

ce  qui  determiiie  Ja  tangente  MT. 

226.   En  prenant  les  deux  foyers  d'une  dlipse  pour 
points  fixes,  l'equation  de  cette  courbe  sera 


dr 
De  la  on  tire  dr  -h  dr'  =^  o ;  d'oii  -7-7  =  —  i ;  donc 

dr 


cosS 


cosa  =:  —  cos? 


Donc  les  rayons  vecteurs  d^wi  point  de  Vellipse  for- 
ment  avec  la  tangente^  d\in  meme  cöle  de  cette  droite, 
deux  angles  supple mentaires , 

On  trouverait  de  meme,  pour  Thyperbole,  cosa  =  cos  6. 
Pour  une  courbe  dont  l'equation  serait  rzir  mr' ^  a,  on 
aurait  cosa  =:  ^  mcosS. 

EXERCICES. 

\ .  Une  courbe  est  dnnnee  par  une  rclaüon  entre  les  distances  r 
et  r'  de  chacun  de  ses  points  ä  deux  points  fixes.  Trouver  V cxpres- 
sion  de  la  differcnticlle  de  son  arc  cn  fonction  des  distances  r  et  r' 
et  de  leurs  dijfercntiellcs.  Application  aux  scctions  conicjues. 

Solution. 

_        4rr'[rr'(r/r^-f-r/r")  -  [r^^r'^  ~  a-')drdr''\ 
[r-\-r'->ra)[r  -T-  r' —  a)Ui-\-r —  r' ]  [a  -\-  r'  —  r)"* 

a  dösigne  la  distance  des  deux  pöles. 
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2.  Une  courbeest  donne'e  par  une  relation  entre  deux  angles  6 
et  6'  que  les  droites  meiiees  d'an  point  qußlconque  M  de  cette  courbe 
ä  deux  polnts  fixes  A  et  ^  fönt  avcc  la  droite  AB.  Determiner  la 
tangente  ä  cette  courbe  et  exprimer  la  differentielle  de  son  arc  en 
fonction  des  angles  0  et  6'  et  de  leurs  d/ße'rentielles. 

AppUquer  les  resultats  ä  la  courbe  decrlte par  l'intersection  de 
deux  droites  mobiles  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes  avec 
des  vitesses  de  rotation  uniformes. 

Solution.  —  Si  |x  et  [x'  dcsignent  les  angles  que  la  normale  fait 
avec  les  rayons  vecteurs  MA  et  MB,  on  aura 


ds-= 


cosfjL  _  sinO'r/0 
cosp.'  ~  sinOrfö' 

sin^i^-^O')  ^^'"^  ^'^^^  '^  ^'"^  ^^^'^  ~  2smesme'cos(6-f-  6')<^e  d^\ 


Dans  le  cas  particulier,  n  et  «'  elant  les  vitesses  angulaircs  des 
deux  mouveraents,  on  a 

cos  fjL  _  «  sinö' 
cos  ji.'      «'sinö 

3.  Les  ovales  de  Descartes,  reprösentes  en  coordonnees  bipo- 
laires  par  les  öquations 

r  ^  nr'  =  a, 
r'  —  nr  =  6, 

se  coupent  ä  angle  droit,  quels  que  soient  a  et  6. 
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o 

th£orie  du  comact  des  courbes  planes. 

Contact  de  divers  ordrps  des  courbes  planes.  —  L'ordre  de  ce  conlact  est 
indcpendatil  du  clioix  des  axes.  —  Caracteres  distinctifs  des  conlacts 
d"ordrepair  ou  d'ordreimpair.  —  Des  courbes  osculatrices.  —  Du  cercle 
osculaleur.  —  Applicatiou  aux  scc.lions  coniques. 


CONTACT  DE  DIVERS  ORDRES  DES  COLRBES  PLÄKES. 

227.   Soient  deux  courbes  CM^,  C'INl'jN'  ayant  pour 
equalions 

y  etj^'elant  des  fonctions  cxplicitcs  ou  implicilcs  de  x. 
Supposons  quc  ccs  deux  couibcs  aient  en  M  un  point 
conimiin,  et  coniparons  los  ordonnees  Q^  el  Q^'  des 
deux  couiLcs,  repondant  a  uiie  meine  abscissc,  dans  le 
voisinage  du  poinl  IM.  Soient  OP  =  o:  et  PQ  =  7j  :  on  a 


Q>'=/^x  +  ä;,      QN'  =  o(j:-f-Äj. 


Don< 


KN'=/(x  +  h\ 


'0, 


Fi 

Z-  3o. 

y 

/\^ 

M,^- — 

V'"" 

"^ 

0 

\ 

> 

k!           X 

et  i'on  aura,  d'aprcs  la  scrie  de 
Taylor, 

,  fdy        tl/\ 


-I- 


//■ 


1  .  2  \  f/x 


\^  </x         dx 

d^r       d'r' 


dx' 


R. 


Or,   on  peut  mettre  R  sous  la 
forme a,  a  devenant  nnl  avcc  A:  et  eomine  le  poiiit  M 

1.2  ^ 

est  commuu  aux  deux  courbes,  ce  qui  doiine  J  =J  » 
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on  a 

,_jldy        (iy\  h^   fd\r        d^y' 

\dx         dx  I         1.2  \dx^  dx^ 

Maintenant,  si  l'on  supposeque  les  deux  courbes  aient 
au  point  M  une  tangenle  commune  MT,  ou  aura  en  outre 

—  =:  —— )  et  l'effalite  precedente  deviendra 
dx        dx  <j  L 


NN' 


A'   (d-'y        d^r'  \ 

=  —  I  -7-7 tV  +  « 

1 . 2  \  dx-  dx^  ) 


II  est  facile  de  demontrcr  que  la  courbe  MN'  approche 
plus  de  la  courbe  ININ  que  loule  autre  courbe  MN"qui, 
passanl  par  le  point  M,  ue  serail  pas  tangenle  a  MT. 

En  eilet,  %o\\. y"  = 'h  [x)  requation  de  MIN"-,  on  aura 


y       rf'r' 


^  dx         dx 
S  s'aunulant  avec  li\  donc 

I  .  9.  '    dl 


NN'         i.2\  dx''  dx' 


NN"  dy^_  dy" 

dx         dx 

Donc,  quand  h  tend  vers  o,  on  a 

,.      NN' 

'^"^Nrr=°- 

Ce  qui  montre  qu'en  se  placant  suffisamment  pres  du 
point  M,  NN'  est  moindre  que  NN",  et  par  suite  que  la 
courbe  MN'  est  situee  entre  MN  et  MN". 

228.  Generalement,  supposons  que  l'on  ait 

_  dr'  _dy       d'^y'  _  d'^y  d"y'  _  ^«7- 

löj     J  —I,      "^  — ^'      '^i^~~d^^"'^      'dx^~dx"'' 
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II  en  resulte 


NN'  = 


,  (rt  -f-  I 


a  etant  une  quantite  qui  devient  nulle  en  meme  lemps 
que  h.  Je  dis  que,  dans  les  environs  du  point  M,  la 
courbe  MN'  qui  remplit  les  condilions  {a)  approcbe  plus 
de  MN  que  toute  autre  courbe  MN"  qui  ne  les  remplirait 
pas  touies. 

En  effet,  soitj)  "  =  ^  [x]  l'equation  de  MN",  et  sup- 
posons  que  les  m  premieres  deiivees  de  j  "  soient  egales 
aux  m  premieres  derivees  de  j',  m  etant  moindre  que  n  : 
on  aura 

^  ^  I  .2.  .  .(/«-Hl)   \r/x"'-^'  dx'"-^' 

B  etant  une  quantite  qui  devient  nulle  en  meme  temps 
que  h.  II  resulte  de  lä  que 

NN'  h"-"'  rf.r"+'  d.r"^'    ~^  " 

X 


NN"         (/rt-l-2){/n  +  3)...(/2  4-i)         d"'+y        ä"'^y 

dx'"-^'         dx"'-^' 

Or,  comme  h  decroit  jusqu'ä  o,  a  et  S  tendent  de  plus 
en  plus  vers  cette  limile;  il  s'ensuit  que,  lorsque  A  est 

assez  petit,  le  rapport  -——  est  sensiblement  proportionnel 

a  A"""*,  et,  par  consequent,  peut  devenir  plus  pctit  que 
loute  quantite  donnee,  puisque  n  est  plus  grand  que  m. 
Si  l'on  convient  de  dire  que  les  deux  courbes  MN'  et 
MN  ont  iin  contact  de  Vordre  «,  et  par  suite  que  les 
deux  courbes  MN  et  MN"  ont  un  contact  de  l'ordre  m, 
les  resultats  auxquels  nous  venons  de  parvcnir  peuvent 
s'enoncer  en  disant  que,  par  un  point  comniun  ä  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  de  Vordre  n,  on  ne  peut 
faire  passer  cntre  ces  deux  courbes  aucune  autre  courbe 
ayant^  avec  Vune  des  deux  proposees,  un  contact  d'un 
ordre  inferieur  au  n'''"'. 


DIX-NEUVIEME    LE^ON. 


23l 


L  ORDRE    DU    COKTACT    EST    IKD^PENDANT    DU    CHOIX 
DES    AXES. 

229.  U ordre  du  contact  est  independant  de  la  direc- 
tion  des  axes,  pourvu  que  Taxe  des  ordonnees  ne  soit  pas 
parallele  ä  la  tangente  commune  aux  deux  courbes. 

On  pourrait  demontrer  ce  tlieorerae  en  employant  les 
foFDiules  generales  de  la  transformalion  des  coordonnees, 
et  faisani  voir  que  les  derivees  des  ordonnees  des  deux 
courbes  sont  encore  egales  dans  le  nouveau  Systeme 
d'axes  jusqu'au  n'"'"^  ordre,  si  n  etail  Tordre  de  contact 
dans  le  premier  Systeme.  Mais  on  peut  y  parvenir  plus 
simplement  par  des  considerations  geometriques. 

Soient  CIMN,  C'M'N'les  deux  courbes  tangentes  enM. 
Par  le  point  M  menons  une 
droite  quelconque  Mn"^  mais 
differente  de  la  tangente  au 
point  M.  Son  equation  sera 

y  z=ax  -h  b. 
Soient 

0/         p       0  —i  r=/(j:),     y  =  (o{x) 

les  equalions  des  deux  courbes.  Considerons  les  ordon- 
nees de  ces  trois  lignes  corrcspondant  ä  un  point  N  pris 
sur  la  premiere-,  on  aura  encore 

dx"-*- 


Firr.  3i. 


NN'  = 


1 . 2 . 3 ...(//  -I-  1 ; 


et  puisque,  par  supposition,  la  droite  menee  par  le  point 
M  est  differente  de  la  tangente, 


\dx        clx 
Par  suite. 


NN' 


dx 

d"^^y      d"-^^y' 


=  h 


dy 
dx 


a  -h 


(NN'r 


\dx 


1 .2.3  . .  .  (n  -H  i) 


232  COTJRS    D* ANALYSE. 

Or,  quand  h  tend  vers  zero,  ,  a  et  S  tendent  aussi  vers 

rs  ■       ^  1  NN'  j 

zero.  Uli  voit  douc  que  le  rapport  — tt^t^-, —  tendra  vers 

^  ^^         (]NJN')"-^' 

une  limite  fiiiie. 

On  peut  donc  dire  qiie  si  le  coiitacl  est  du  «'""'^  ordre, 

,  NN'  .    p    .  -1 

le  rapport  ——7  sera  un  intinunenl  petit  du  /i"""*  ordre. 

La  reciproque  est  d'ailleurs  evidente. 

230.  Supposonsraaintenant  quel'oii  rapportcla  courbe 

ä  d'autres  axes;  par  le  point  N  menons  une  parallele  au 

nouvel  axe  des  y,  Soient  n'  le  point  ou  ccite  parallele 

coupe  la  courbe j^'  =  cp  (x)  et  11"  le  point  oü  eile  coupe  la 

droile  M«".  Pour  demonirer  que  l'ordre  du  conlacl  ne 

N«' 
chang.e  pas,  il  suffit  de  prouver  que  le  rapport  7,^  7,7^ 

N«' 
tend  vers  une  limite  finie.  Car  -r— r,  sera,  dans  ce  cas,  un 

infiniment  petit  du  n"""^  ordre,  et,  par  suile,  le  conlacl 
sera  encore  de  l'ordre  n. 

Or,  si  Ton  mene  N'/i',  le  triangle  NJN'/i'  donnera 

NN' sin«' 

N«'  ~  sinN'' 

Le  point  N  s'approcliant  indefiniment  de  M,  le  point  N' 

tendra  versN,  ainsi  qne  le  point  //',  et,  parconseqnent,  N' 

et  n'  se  confondront  ä  la  liinife.  Donc  n'  ]N '  tendra  vers  la 

tangenle  au  point  iM,  et,  parsuite,  le  rapport  des  sinus 

des  angles  «'et  IN'  aura  une  limite  finie.   D'ailleurs,  le 

NN" 
rapport        „  reslc  conslant  quand  le  point  N  s'approche 

du  point  M,  puisque  le  triangle  variable  N/i"iN"  reste 
toujours  semblable  a  lui-meme. 
üna 

KiS'=N,/-^^"";     et     W^N«"''""" 


sinN'  ■  siniN" 


De  la 
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NN' 


( NN" )« 


N«' 

rNV'"^ 


X 


sinN" 


N«' 


d'oü  Ion  deduii  que  le  rapport    ^^   ,,    ^   lend  vcrs  une 

^  ^  *■         ( N «  j""*"' 

limite  finiej  ce  qu'il  fallait  demonlrer. 

CARACTERES    G^OM^TRIQUES    d'uN    CONTACT    d'oRDRE    PAIR 
ou  d'ordre  IMPAIR. 

231.   Si  les  dcux  courbes  CMN,  C'M'Ps',  qni  ont  res- 
peclivcment  pour  equalions 

j=/(x)       et      j'=  '.{a:), 

ont    au  poinl  ]M(a:,  j)  un   conlact   de  rordre  «,   les 
w  H- I  conditions  suivantes  seront  remplies  : 

,  dj'         dy        d^y'        d^y  d"r'         d"Y 

-^  ~~  dx         dx '        dx"^         dx'' '       '        dx"  dx"  ' 

Dans  ce  cas,  on  a,  comme  nous  ravons  vu, 
NN'  =  QN-QN'=  -  '         y       ''     ^ 


ij  \dx"^ 


dx"->-' 


Mais,  jusqu'a  prescnt,  nous  n'avons  fait  attention  qu'ä 
la  valeur  absolue  de  NN'  ou  de  QN—  QN'.  Nous  allons 
maiutenant  avoir  egard  au  signe  de  cette  difference. 
Si  n  est  pair,  n  ■+■  i  elant  impair,  /«"+',  et  par  suite 
FiB-32.  QN—  QN',  changera  de  signe 

avec  h,  et  Ton  en  conclut  que 
teile  des  deux  courbes  qui  est 
au-dessous  de  l'autre,  ä  gauche 
du  point  de  conlact,  est  situee 
au-dessus  ä  droite  de  ce  point, 
en  sorte  qu'en  ce  point  les  deux 
courbes  se  traversent  muiuellement.  comme  on  le  voit 
dans  la  figure. 


y 

^;, 

}iy^ 

R.^^ 

N 

//  , 

//K' 

0 

S      I 

' 

i                   X 
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Si  n  est  impair,  alors  n  -h  i  etant  pair,  en  prenant  h 

assez  pelit,  le  signede  QN  —  QN'  ne  changera  pas  avec 

Fig-  33.  celui  de  /z,  c'est-ä-dire  qu'aux 

environs  du   point  M  les  deux 

couibes  ne  se  traversent  pas. 

Donc,  quand  deux  courhes 
OTit  entrc  ellcs  un  conlact  d' or- 
dre IMPAIR,  Vune  des  deux  em- 
brasse  Vautre,  et  deux  courbes 
se  traversent  mutuellement  au  point  de  contact,  quand 
elles  ont  un  contact  d'ordre  pair. 

Une  ligne  droite  tangente  ä  une  courbe  a  en  general 
avec  eile  un  contact  du  premier  ordre,  c'est-ä-dire  d'ordre 
impair;  aussi  est-elle,  au  point  de  contact,  tout  entiere 
d'un  cöte  de  la  courbe.  Si  le  point  de  contact  est  un 
point  d'inflexion,  alors  le  contact  devient  d'ordre  pair, 
et  la  tangente  traverse  la  courbe. 


232.  Soit 


(I) 


DES    COTTRBES    OSCl'LATRICES. 


<J>(a:,  j',  a,  b,  c,.  .  .,  l) 


une  equalion  renfermant  n-\-i  constantes  arbitraires, 
a,  b,  c^. . . ,  I^  et  qui,  suivant  les  valeurs  altribuees  ä  ces 
constantes,  convient  ä  une  infinite  de  courbes  diffe'rentes. 

On  peutdisposer  des  indeterminees  a,  &,  c ,  /,  de  ma- 

niere  que  la  courbe  (i)  ait  un  contact  d'un  ordre  deter- 
mine,  du  ri'*""'  au  plus,  en  un  point  donne  [x,j)^  avec 
une  courbe  donnee  par  l'equation 


(2)  X=A^)- 

Si  le  contact  est  du  n''""'  ordre,  les  n 
suivantes  seront  remplies  : 


I  conditions 


(«) 


y = X,  T 

dx 


dx 


dx'' 


dx" 


dx"  ' 
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On  obliendra  -  —  3  — — ^vj    r^-'  en  differentiant  n  fois 
da:      dx^  dx'^ 

dy     d^Y  d^^  Y 

de  suite  requation  (i),  et  — 1  -, —  >•••>  -—^5  en  differen- 

^  ^  dx     dx^  dx" 

liant  n  fois  de  suite  requation  (2).  Les  n  H- 1  cqua- 
tions  (ö)  determineront  les  «  -+- 1  constanles  inconnues, 
a,  ^,  c,  .  .  . ,  en  fonclion  des  coordonnees  du  point  de 
conlact  et  des  coefficients  de  l'equalion  (2). 

Quand  on  determine  les  constantes  «,  Z',  c, .  .  . ,  /,  de 
maniere  a  obtenir  le  contact  de  l'ordie  le  plus  elcve  pos- 
sible,  qui  est  egal  au  nombre  des  constantes  moins  i,  on 
dit  que  parmi  loutes  les  courbes  de  meme  espece  repre- 
sentees  par  l'c'qualion  (i)  celle  qui  repond  ä  ces  valeurs 
des  constantes  est  osculalrice  ä  la  courbej)^  :=^f{^x). 

233.  Comme  premiere  application,  considerons  la 
droite 

(i)  y'  —  ax-^b, 

et  la  courbej'^  -.^J(^x). 

L'equation  de  la  droite  ne  renfermant  que  deux  con- 
stantes arbitrairc.,  on  ne  pourra  etablir  qu'un  contact 
du  preraier  ordre.  11  faudra  pour  cela  salisfaire  aux  deux 
equations 

dr'  dy 

y  =  y     et      ou      a  = 

-^        -^  dx  dx 

Si  Ton  remplacej'par  j'  dans  requation  (1),  on  aura 
jr  =  ax  -h  b, 


d'oü  Ton  tire 


y  —  ax  ^  y x. 

dx 


L'equation  (i)  deviendra  alors 

,        dy  dy  (W  ,    , 

r'^— -or'-t-r x^      QU      Y —  r=  —  [x'  —  x). 

•^         dx  -^        dx     ^  ''         -^        dx^  " 

ce  qui  est  bien  l'equalion  de  la  tangente  au  point  (x,  j). 
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DU    CETiCLE    OSCULATEUR. 

23i.  Appliquons  encore  les  meines  consideralions  au 
cercle.  Soit  cn  coordonnees  reclangulaiios 

y—fix) 

l'equalion  d'une  courbe.  Puisqne  l'equalion  generale  du 
cercle  conüent  Irois  constanles  arbiiraires,  le  cerrleoscu- 
lateui-  sera  celui  qui  aiira  avec  la  couibc  dniinec  ur.  con- 
lact  du  second  ordre.  Soit  donc 

l'equalion  de  ce  cercle  inconnu. 

On  en  tire  par  deux  differentialions  successivcs  : 

(2)  ^-?-^,'/-„)  ~:=o, 

(3)  ^^S+(^'-^^S^=- 
Comme  on  doit  avoir 

•^        -^^       dx         Ux'       dx"         dx^  ' 
siTon  remplace  dans  les  relalions  (i),  (2)  et  (3)^',  ——•> 

-—--5  respeclivement  par  j%  •■  -7-7'  ^^  aura  pourdeter- 
miner  ^,  vj,  p  les  Irois  equalions 

(4)  {x-lY^{y-r.Y  =  ^\ 

(5)  (:c-H)+(j-«)^  =  o, 

(6)  '-^ä^^'y-^^in^  =  ''^ 

X  et  jr  eiaui  les  cooidonnees  du  point  de  contact. 
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On  tire  de  ces  equalions  : 
dr- 

I-i ^— 

n—j  =  — ,      5  —  X  =  — 

d'  y 

'dx^ 


et  eniiii 


'^d^^-)     (  dr 


^  (d'xy      y^  dx^ 


\  dx^ 


dy 
dx 

(-tn 

(■ 

dx-' 

dy'Y 
+  dx^.) 

1 

(d\YY      ' 

d'oü 


(7)  P  =  ± 


dy-> 


d\y 
dx' 


23o.   Le  numcratcnr  de  cette  expressioii  elant  positif, 

il  faul  prendi'e  le  signe  +  ou  le  signc  —  suivant  que 

d^  y 

—  est  positif  ou  negalif,  si  Ton  veiu  avoir  la  valeur  ab- 

solue  de  c. 

d  -  y 
L'equallou  (6)  nionlre  que  r, — j-cL-— -sont  toujours 

de  nieme  signe.  Comme  m  — J^esl  la  difference  cntre  Tor- 
donnee  du  centre  du  cerrle  et  roidonnee  du  point  de 
contact,  il  en  resulle  que  le  centre  du  cercle  osculatcur 
est  toujours  dans  la  concavite  de  la  courbe. 

La  courbe  et  le  cercle  osculatcur  ayant  la  meine  tan- 
gente,  le  centre  du  cercle  osculatcur  est  sur  la  normale  ä 
la  courbe  au  point  [x^j) ;  on  peut  encore  le  conclure  de 
i'equalion  (5)  mise  sous  la  forme 

d'oü  re'sulte  que  la  droite  dont  le  coefficient  angulaire  est 

^ ,  c'est-ä-dire  la  droite  qui  unit  le  point  de  contact 

x  —  ^ 
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au  centre  du  cercle  osculaleur,  est  perpendiculaire  a  la 
tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  ayant  avec  la  courbe  un  conlact 
du  second  ordre  eu  general,  par  consequent  d'ordre  pair, 
il  s'ensuit  qu'il  Iraverse  la  courbe,  exceple  eu  certains 
points  particuliers  oü  le  contact  est  d'uu  ordre  superieur 
au  second.  Dans  ce  dernier  cas,  si  le  contact  est  d'ordre 
impair,  la  courbe  et  son  cercle  osculateur  sont  du  meme 
coie  de  la  tangente  commune. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  cour- 
bure ;  son  centre  et  son  rayon  centre  et  rajon  de  cour- 
bure.  Nous  en  verrons  plus  tard  la  raison. 


Fig.  34. 


236.  Comme  exemple,  proposons-nous  d'obtenir  le 
rayon  de  courbure  MK  d'une 
section  conique,  en  un  point 
quelconque. 

Cette  courbe  rapportee  a  Tun 
de  ses  axes  de  ßgure  et  ä  la  tan- 
gente au  sommet  a  pour  equa- 
lion 

(l)  y^=Q.px-i-qx\ 

En  differentiant  deux  fois  cette  equation,  on  trouve 

p  —n--^ 


dy 
dx 

d^Y 
dx^ 

dy 


et,  en  mettant  pour  -—  sa  valcur 

'  '-         dx 


y 


d'^y         p^  -f-  ipqx  -f-  q'^x^   _ 


dx^ 


ou  cnfia 


f 

dW 
dx-" 

=  — 

P' 

-=(?> 
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Par  suite  on  a,  en  valeur  absolue, 

3 

dy 

j-  ^  I  -t- 

(2)  P  = 


•^    l^-*-^^ 


Le  niiraerateur  de  p  est  le  cube  de  la  normale  MN.  En 
effet,  le  iriangle  rectauglc  MNP  donue 


dy 
MN  =r:  =  y'+  y' 

d'oü 


MN  z=  r;  =  ^2  +  j'  —  5      ou 


"=^\/'+£'' 


r\ 

(         dy^V 

Donc 

(3) 

'  =  ?■ 

Ainsi,  en  tout  point  d\ine  section  conique,  Ic  rajon 
de  courbure  est  egal  au  cube  de  la  normale,  divise  par 
le  carre  du  demi-paramctre. 

II  est,  du  resie,  facilc  d'obtenir  la  valeur  de  p  en  fonc- 
lion  seulement  de  l'abscisse  du  point  M.  En  effet, 

dy 
y^  =^  1  px -^  qx'     et     y  —  z=  p -\~  qx; 

on  a,  par  suite, 

n' =:  2/?j: -+-  yx'  -^  [  p  -\-  qxY  z=i  {  q  -\-  q^)  x^  -h  2 pqx  -h-  2  px  -i- p'. 

Donc 
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VINGTIEME  LECON. 

o 

DfiVELOPPEES  ET  ENVELOPPES  DE  COURBES  PLANES. 

Developpees  et  developpantes  des  courbes  planes.  —  Proprietes  generales 
des  developpees.  —  Application  ä  la  parabole,  ä  Tellipse,  ä  Thyperbole. 
—  Enveloppe  d'une  courbe  mobile. 


DI^VELOPP^ES    ET    DEVELOPPANTES. 

237.  Les  coordonuees  H  et  r,  du  cenire  de  courbure 
correspondant  au  point  M  de  la  courbe  CM  sont  deter- 
miuees,  comme  011  l'a  vu,  par  les  equations 


(2) 


(7 


c?r'       ,  s  (i'y 


Fig.  35. 


Les  centres  de  courbure  K,  K;, .  .  . ,  formcnt  une  nou- 
velle  courbe  FF'  que  Ton  ap- 
pelle  la  dci^eloppee  de  la  courbe 
CM,  et  celle-ci  est  appelee  la 
developpante  de  FF';  nous  ver- 
rons  bienlot  la  raison  de  ces 
dcnominations. 

Puisque  les  equaiions  (i)  et  (2) 
avec  requation  de  la  courbe  donnee  CM 

(3)  f[x,j]^o 

determineni  les  coordonnees  ^  et  rj  du  centre  de  cour- 
bure K,  reialif  au  poinl  donne  JNI  [x,^  )  de  la  courbe  CM, 
on  aura  l'equalion  du  licu  des  points  K  en  eliminant  X 
iii y  eutre  les  equaiions  (i),  (2)  et  (3). 
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PROPRI6t6s    GfiN^RALES    DE    LA.    d6vELOPP6e. 

238.  La  developpee  d'une  courbe  jouit  de  proprietes 

generalcs  tres-remarquables. 

En  premler  licu,  les  normales  ä  la  developpante  tou- 
cheiit  la  developpee  aux  centres  de  courbure. 

En  cffet,  si  Ton  preud  x  pour  variable  indepcndante, 
el  que  Ton  differenlic  IV'quaiion  (i),  en  y  rcgardaiitj^, 

-^5  H  et  r]  comme  les  fonctions  de  or,  on  a 
dx 

dy  d^  Y 

dx  —  d^  ^  {dy  ^  dn ;  —-  ^  [X  —  o)  -f-  =  o, 
ax  clx 

OU 

oubien,  ä  cause  de  requation  (2), 


d^-hdr, 

dy 

dr, 

dx 

~Ty' 

OU  enfiri 

(4) 

Gelte  derniere  relaiion  monlre  que  la  tangente  ä  la 
developpee  menee  par  Ic  point  K  est  perpendiculalre  ä  la 
tangente  menee  par  le  point  M  a  la  courbe  CM.  Donc  la 
droite  KM  est  tangente  ä  la  developpee. 

239.  Une  conseqiience  immediate  de  cette  propriete, 
c'est  que  la  developpee  d'une  courbe  est  le  Heu  des  in- 
tersections  successives  des  normales  a  cette  courbe.  En 
effet,  considerons  les  deux  normales  MK  et  M,  Ki  qui 
touchent  la  developpee  aux  points  K  el  Kj.  Soit  Ile  point 
oüelles  se  coupent :  quand  JMi  se  rapproclie  indefiniment 
de  M,  la  normale  INJiKi  se  rapproche  de  MK,  et  l'angle 
KjIK  tend  vers  deux  angles  droits.  Douc  KjK  est  le  plus 

Sturm.   —  An.,  I.  16 
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granJ  cote  du  triangle  KiIK,  et  corame  ce  cote  tend  vers 
zero,  il  en  sera  de  mcme  de  IK.  Par  consequent  le  pointi 
se  meut  sur  la  drolte  fixe  MK  en  se  rapprochant  indefi- 
üiment  de  K,  que  Ton  peut  considerer  commc  Je  point 
d'interseciion  de  la  normale  MK  et  de  la  normale  infini- 
meut  voisine. 

240.  La  dijference  entre  deux  i^ajons  de  courhuie 
MK  et  MiKj  est  egale  a  Varc  KjK  de  la  developpee, 
compns  entre  les  deux  centres  de  courbure  correspon- 
dants. 

Pour  le  demontrer,  differenlions  l'equation 

en  y  regardant  j,  '^,  n  et  p  corame  des  fonclions  de  la  va- 
riable independante  x.  II  vient  ainsi 

pdp~  {ar — ^)  {cix  —  di)  -i-  ( J  —  r.)  {djr  —  dr.), 

ou 

pdp=:dx  h^—  ?  H-  (j  —  ^)  -^~     —  (•^  —  ^)^^5  —  (j  —  r,)dn, 

ce  qui,  d' apres  l'equation  (i)  du  n°  237,  se  reduit  a 

p<-/p  —  —  (a:  —  E  )  r/5  —  (j  —  •/])  r/yj , 

d'oü  l'on  tire,  en  designant  par  a  l'arc  FK, 

dp         H  —  X    dl,        n  — y    dy\ 
d(j  p         dn  p  da 

Mais  le  second  membre  est  le  Cosinus  de  l'aiigie  que  la 

droite  MK  fait  avec  la  tangente  ä  la  developpee  au  point 

K.  Comme  cct  angle  est  nul,  son  cosinus  est  egal  a  l'u- 

nite,  et  l'on  a 

dp  =z  d(7. 

De  cette  equation  on  conclut 

p  =  (7    -»-■  C, 

C  designant  une  conslanlc  j  on  aura  de  m^me 


donc 


P  —  P'  = ' 
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—  ff,  -:=  arcFK  —  arcFK,  =  arcKK, 
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2il.   Oll  jDeut  aussi  roncevoir  cette  propriete  comme 
une  consequence  de  ce  qiie  la  devcloppee  est  le  Heu  des 
Fig. 36.  intersi'Clions  succcssives  des  normales  a  la 

courbe  donnee.  En  effet,  remplacons  un 
petil  arc  KKi  de  la  developpee  par  sa  corde, 
et  supposons  que  celte  ligiie  prolongee 
rencontre  la  courbe  en  M.  La  droile  KM 
differcra  tres-peu  de  la  normale  KN  menee 
par  le  point  K,  et  KjM  ires-peu  de  la  nor- 
male KjNj  menee  par  le  point  Ki,  en  sorle  qu'on  aura, 
en  negligeant  des  iiiliniment  pollis  du  secoud  ordre, 

KK,  =r^  KM  —  K,  1\I  r    KN  —  K,  N, . 

C'est  cette  propriete  de  la  courbe  FK  qui   lui  a  fait 
donner  le  nom  de  developpee.  En  effet,   imaginons  un 
fil  doiit  une  partie  soll  enroulee  sur  FK,  et  dont  l'autre 
Fig- 37.  partie,   tendue  suivant  la  tan- 

gente  K,Mi,  se  termine  en  Mi 
sur  la  courbe  CM.  Je  dis  que  si 
l'on  deroule  ce  fil  cn  le  tenant 
loujours  icndu,  son  extremite 
decrira  la  courbe  CM.  Car  sup- 
I  posons  que  la  partie  rectiligne 

soit  mainienani  din'gee  suivant  la  tangente  KM,  et  que 
lextremite  aboulisse  au  point  G  :  on  a 

GKr=M,K,     r-K.K, 

puisquo  K,  K  est  la  partie  qui  est  devenue  rectiligne.  Mais 
d'ailleurs  on  a  aussi  JNIK  =  Mj  Kj  -f-  Ki  K.  On  aura  donc 
GK  =  MK  et  G  coincidera  avec  le  point  M  sur  la  courbe 
CM  :  donc  l'extremile  du  fil  decrira  la  courbe  CM. 

242.   Une  meme  courbe  FK  a  une  infinite  de  develop- 

panles,  et  poui'  les  decrire  il  suflira  d'allouger  ou  de  di- 

16 


M, 


KT 


.\ 
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minuer  le  fil  d'une  quanlite  arbitraire.  Les  langcntes  ä 
la  coiirbc  FK  sont  normales  ä  loutes  les  developpantes, 
d'oü  il  suit  que  celles-ci  ont  les  mcmes  normales  et  les 
memes  centres  de  courbure;  et  coniine  elles  inlerceplcnt 
sur  leurs  normales  commuiies  des  loi^gneurs  conslantes, 
on  peut,  au  moyen  d'une  developpanie,  obtenir  toutes  les 
autres. 

2i3.  Si  une  courbe  est  algebrique,  les  rayons  de  ses 
cercles  osculateurs  auroiit  aussi  une  expression  algebrique 
d'apres  les  formulcs  trouvees  precedemment  :  par  conse- 
quent,  un  arc  de  la  developpee,  qui  est  la  differenee  de 
deux  de  ces  rayons,  aura,  dans  ce  cas,  une  expression 
algebrique,  et  cette  courbe  sera  rectifiable. 

RAYO.\    DE    COLRBrnE    ET    DEVELOPPEE    DE    LA    PARABOLE. 

244.  Appliquons  la  tlieorie  precedente  ä  la  parabole 
dont  l'equation  est 

j2  =  ipx. 

ISons  avons  trouve,  en  designant 
par  n  la  normale  MN,  et  par  p 
le  rayon  de  courbure  au  point  M, 


Fig.  38. 


P=-  (236). 

Si  Ton  veut  expriiiier  ce  ravon  en  fonclion  des  coor- 
donnees  du  point  jNI,  il  faiidra  differeiiticr  deux  fois  Te- 
quation  j^:^  2/?x,  ce  qui  doiine 

dy       p        fl^  r  /;' 

cLc        y         dx'  y^ 

Donc  on  a,  en  valeur  absolue, 


P  = 


H- 


[y^-'-p-^y 
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Pour  avoir  requatlon  de  la  developpee,  subsliluons  les 

valeurs  de  -f-  et  de  — —  dans  les  equalions 
ax  ä.r.-  ' 

J^  — ?  +  (j  —  V5)~=0, 

il  vieni 

y  j'  y' 

L'eliniinalioii  de  .r  et  dej-  entre  ces  equatioiis  et  celle  de 
la  courbe  conduit  ä  l'equation  de  la  developpee.  De  la 
seconde  011  lire 

1+ h  =  0      d'oü      r.=——' 

J2  J.  yi  ^2 

En  mettant  cctte  valeur  de  n  dans  la  premiere,  011  aura 


d'oü 

x—l  ^p  +  —  =0, 

l—.p~  3j:. 

On  a  dono 

J-3.^ 

—  /?*»,,        XZ=-:-^[l—p)        et 

d'oü 

j"  =/>»>,' 

y'=[ipxy=     '^p{l—p)     . 

pW=~p^^~pY 

Si  Ton  traiisporle  Taxe  dos  ordonnees  parallelemenl  ä 
lui-meme  jusqu'au  point  O,  lel  que  A0=:^,  requation 


Donc 


et 
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g 
prerid  la  forme  plus  simple  r,^  ~\ ^'^,  ou  simplement 


V  27/? 


Cette  courbe  a  la  forme  KOL  {ßg.  89,  p.  244)-  Elle 
est  symelrique  par  rapport  ä  Taxe  des  abscisses,  ce  qui 
etait  evident  a  priori,  et  s'etend  ä  Tinfini  du  coie  des  x 
positifs. 

En  differentiant,  on  trouve 


71 


\      2  V  27/* 


du 


Le  sigae  de  —;r  est  le  meme  que  celui  de  v-,  par  conse- 

quent,  la  courbe  est  partout  convexe  vers  Taxe  des  ab- 
scisses. 

RAYON    DE    COÜRBURE    ET    DEVELOPPEE    DE    e'eLLIPSE. 

24o.  Soit 

l'equation  dune  ellipse  rapportee  ä  son  cenlre  et  ä  ses 
axes.  On  en  tire 

dy b''a:         d'^y b'' 

dx  ä^y        dx^  a^y^ 

Cela  pose,  la  formule  connue  du  ravoii  de  courbure 
donne 

a'y* 
Pour  avoir  la  developpee  de  rdlipse,   reprenons  los 
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denx  equations 

(2)  x-l-^{y-rt)~=0. 

Ouand  on  remplace  -r-  et  -— —  par  leurs  valeurs,  l'cqua- 
^  ^  ax       d.jc-  ^  ^ 

lion  (i)  devient 

a^y^  -f-  b^x" y  —  a^  b'  yj"  —  75 )  =  o, 

ou 


j 

'1 

a'b' 

♦ 

~                    a'b' 
(a'-b^)X'-^- 
~~                b' 

-  J5 

et  posant  «- 

'  — 

Z.^z 

—  c^,  il  viendra 

r 

—  »j 

=  JH- 

ou  enfin 

(3) 

''=-'-b^- 

En  pennutanl  dans  la  relation  (3)  o:  etj)',  a  et  ^,  ce 
qui  cliange  c*  en  —  c*,  on  aura 

(4)  i^^- 

Par  consequent,  si  l'on  pose,   pour  abreger  ,-=  A  et 


—  =  B,  on  a 

0  ' 


IV      et     l^-i-L 
a         \A  b  U 


En  subslituant  ces  valeurs  dans  l'equation  de  rdlipse. 
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inise  sous  la  lorme 


foi 
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on  a,  pour  requation  de  la  developpee, 


La  courbe  representee  par  cette  equatlon  est  syme- 

tiique  par  rapport  aux  axes 
de  Tellipse,  comnie,  du 
resle,  on  pouvait  le  pre- 
voii .  Pour  y;  =:  o,  on  a 

?  =  diA=±  -, 
a 

ce  qui  donne  deuxpointsG, 
G',  situes  sur  l'axe  des  x 
entre  les  foyers.  On  obtiendra  de  meme  Ics  poiiits  H,  H', 
oü  la  developpee  rencontre  Taxe  des  j. 

En  differenliant  requaüon  (a)  deux  fois  de  suitc,  on  a 


dl 


A    ^  VB/         B" 


o, 


3  VaJ        A^ 

I 
"3 

(b)' 

drr         [n\     ' 

la  on  tire 

d^r,        \Ai 

r=-( 

r,\'^  1    (dr,\- 

dV~ 

Mi 

V'. 

Or  -—  est  de  meine  sigiie  que  le  denominateur,  puisque 
le  numerateur  est  posilif.  Par  suile,  celte  derivee  a  le 
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merae  signe  que  ■/].  Donc  ia  courbe  tourne  partoiu  sa 
convexite  vers  l'axe  des  x. 
On  a  ensuite 


/n 

1     =•     I 

1 

— 

N      -t-  T 

./„  _ 

\  A 

A  _ 

/AyjX       ^   B 

<li~ 

/           » 

-ä-     ' 

iß?)     X 

/  'i  \ 

-„  ^ 

ü 

cette  derivee  etant  nulle  pour  yj  =  o  et  infinie  pour  ^  ^^  o, 
on  en  conclut  que  les  axes  sont  tangents  ä  la  courbe  aux 
points  G,  G',  H  et  H',  qui,  ä  cause  de  la  synietric  de  la 
figure,  doivent  etre  des  points  de  rebroussement. 

RAYON    DE    COUP.BUr.E    ET    D^VELOPPfiE    DE    l'hyPEUBOLE. 

246.  Le  rayon  de  courbure  et  la  developpee  de  Thy- 
perbole  peuvent  se  deduirc  de  ce  qui  precede  en  chan- 
geant b^  en  — b'^.  On  a  ainsi  pour  le  rayon  de  courbure 


(-5-'- 


a^y^y 


a*b' 


et,  pour  requation  de  la  developpee, 


'     ,      72       <- 


A  et 


B. 


en  posant  C .    -  ,        —  - , 

*  ab 

La    developpee   de   l'hyperbole   se   compose   de   deux 

brancbcs  infinies  HGK, 
H'G'K',  symetriqucs  par 
rapport  aux  deux  axes;  eile 
a  deux  points  de  rebrousse- 
ment G  etG'  situes  siir  Taxe 
transverse  au  dela  des  foyers 
par  rapport  au  centre,  et 
eile  tourne  partout  sa  con- 
vexite vers  1  axe  transverse. 
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ENVELOPPE    d'tJKE    COLRBE    MOBILE. 

2i7.  Quand  une  courbe  se  meut  sur  un  plan,  en  chan- 
geant de  forme  suivant  une  loi  deierminee,  en  gencral 
eile  touche  constamnient  une  courbe  fixe  qu'on  nomme 
son  enveloppe.  On  peut  supposer  que  la  courbe  mobile 
est  representee  par  une  equalion 

(i)  F(j:,  j,  c)  ^o, 

dans  laquelle  c  est  un  paramelre  que  Ton  fait  varier  d'une 
maniere  continue.  Si  Ton  donne  ä  ce  parametre  deux  va- 
leurs  successives  c  et  c  -i-  A  c,  les  courbes  representees 
par  les  equations 

F(-^,  J,  c)z=o,       F(.r,  j,  c  + Acj  =  o, 

se  couperont  en  un  point  (r,y),  pour  lequel  on  aura 

F(:r,  J,  C--  Ar)  —  V[x,y,c)z=zo, 
et,  par  suite, 

F(.r,  j-,  c-i- Ar)—  F(.r,  j,  r) 
2  : =0. 

Si  Ae  diminue  indefiniment,  les  coordonnt'es  du  poini 
[x^j]  qui  ne  cessent  pas  de  saiisfaire  aux  equations  (i) 
et  (2)  veriGeront,  a  la  limite,  les  crjuations 

cIV 

(3  F(x,  y,  c)     1.0,       ^=0- 

On  obiiendra  donc  le  point  limite  M  de  l'intersection  de 
la  courbe  (i)  et  de  la  couibe  infiniment  voisine,  en  resol- 
vant  les  equations  (3).  Si  maintcnant  on  elimine  c  entre 
ces  equations,  on  aura  le  lieu  des  points  M,  c'esl-ä-dire  le 
lieu  des  iiitcrsecllons  successives  des  courbes  representees 
par  Tc-qualion  (1). 

Je  dis  que  ce  heu  est  Tenvcloppe  cherchee,  En  efTct, 
une  courbe  A  representee  par  l'equation  (1)  est  coupee 
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par  Celle  qui  la  prccede,  B,  et  par  celle  qui  la  suit,  C,  en 
deux  points  qui  finissent  par  se  confondre.  La  droite  qui 
Joint  ces  deux  points  tend  donc  ä  devenir  taugen le  ä  la 
courbe  A.  Elle  tend  d'ailleurs  evidemment  ä  devenir 
tangente  au  lieu  des  intersections  successives.  Don(;  ce 
lieu  est  langent  ä  toutes  les  courbes  represenlees  par 
l'equation  (i). 

EXERCICES. 

i .  Developpee  de  la  courbe 
Solution. 


8i^y=  16  (2a  rt  \/d^—  6flx)    (dr  \ja^  —  l0.ax  —  a). 

2.  Devcloppee  de  la  courbe 

2.        X        1 

Solution. 

3.  Enveloppe  des  ellipses  concentriques  dnnt  Ics  axes  ont  les 
meines  directions,  et  pour  lesquclles  la  sonuue  de  ces  axes  est  con- 
stanle. 

Solution. 

On  trouve  le  möme  lieu  quand  on  cherche  Tenveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  {k),  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  deux 
droites  rectanaiilaires. 
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VINGT  ET  UNIEME  LECON. 

fiTUDE  PARTICüLlfeRE   DE   LA  CYCLOIDE. 

Definition  et  equation  de  la  courbe.  —  Tangente  et  normale.  —  Rayon  du 
cercle  osculateur.  —  Developpee. —  Longueur  d^uii  arc  de  cycloide. 


DEFIKITIOIV    ET    6QUATI0IV    DE    LA    CYCLOIDE. 

248.  La  cycloide  est  le  lieu  des  positions  d'un  point  M 
donne  sur  un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  une  droile 
indefiiile  Ax. 

Prenons  pour  axe  des  abscisses  la  droite  A.r,  pour  ori- 
gine  le  point  A,  oü  se  Irouve  le  point  generaleui-  M  ä 
Torigine  du  mouvcmcnl,  et  pour  axe  des  ordonne'es  la 
perpendlculaire  A.j. 

0\\  reconnait,  ä  pnon\  que  Tordonnee  est  maximum 

au  point  C,  ccrrcspondant  ä  l'abscisse  AD  =  -  circ.  OM; 

que  la  courbe  rencontre  de  nouvcau  Taxe  des  x  en  un 

point  A'  dont  l'abscisse 
est  egale  a  la  longuenr 
de  la  circonference  ge- 
neralrice,  et  que  la  por- 
tion  CA'  de  la  courbe  est 
symelrique  de  Tarc  CA 
par  rapporl  ä  CD-,  en- 
suite  qu'au  delä  du 
point  A',  comme  a  gauche  du  point  A,  il  exisie  une  infi- 
nite d'arcs  identiques  ä  ACA'. 

Cherclions  maintenanl  {'equalion  de  la  courbe.  Soieni 
AP  =  X,  MP  =:j"  les  coordonnec's  d'un  point  M  du  lieu, 
MO  =  a  et  MOH  =  H  j  joignons  MO  et  menons  MI  per- 
pendiculaire  ä  GH. 
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D'aprcs  le  modo  incme  de generation,  Tarc  de  cercle  MH 
est  egal  ä  Ja  ponion  de  droite  AH.  On  a 

^  =  AH  -  PH  =  aicMH  -  MI  ^  au  -  «sin  u  =  a{u  -  smu), 
j=  OH  —  10  :^  ^z  —  öcosM^z  a(i  —  cosMJ. 

II  116  s'agit  donc  plus,  pour  avoir  requaiion  de  la  cy- 
cloide,  que  d'eliminer  u  enire  les  deux  equaiions 

{2)  X  ^-a[i~  cosu). 

Or  la  dcniiere  doune 


d'oü 


Sin«  =: 


Porlaiit  CCS  valeiirs  dans  rcquation  (i),  on  a  lequation 
de  la  cycloide, 

(3)  X-     aürcco%- zp  y/2<r/j  —  j'. 

Pour  expliqucr  le  double  signe  du  radical  ou  de  sin«, 
on  remarque  que  si  le  point  M  est  sur  l'arc  AC,  on  a 
/«  <  TT  et  sin«>  o.  Mais  sl  le  point  M  etait  sur  l'arc  CA', 
on  aurait  // ^  tt  et  sinM<^o.  Donc  le  signe  superieur 
convient  ä  l'arc  AC,  et  le  signe  inferieur  a  l'arc  CA'. 

TAJNGEJNTE    ET    JNORMALE. 
dv 

249.  Pour  oblenir  — ,  on  pourrait  diHercnlicr  rcqua- 
tion (3),  mais  il  est  plus  simple  de  differentier  les  equa- 
iions (i)  et  {2),  dans  lesquelles  x  et  ■)' sont  fonctions  de 
la  variable  indepcndante  z<,  ce  qui  doune 

rfjT  =  «  rfa  ( I  —  cos  u)  =2  yduy 
dy  :^^  a  du  sin  u  ^-  du  \li  ay  —  ^^. 


2.)4  COUUS    D  AR'ALYSE. 

Divisant  membre  ä  meinbre,  il  vient 


dy  ^lay  —  y"^ 

dx  ~~  y 

La  sous-normale  au  poini  M  ayant  pour  valenr  —7^-» 


on  voitqu'elle  esi  egale  ä  v^2flj  — ■  y-.  Or 


y/2«^  —  j2  =  V/j  l^a— j)  =  v/lHxlG  — MI     ou     PH. 

Donc  MH  est  la  normale  au  point  M,  ei,  par  suiie,  IMG, 
perpendlculaiie  ä  MH,  est  la  tangente  en  ce  point. 

De  lä  resulte  un  moyen  tres-simple  de  niener  une  tan- 
gente a  la  cvdoide  par-un  point  M  de  cette  courbe.  Sup- 
posons  le  cercle  CmD  decrit  sur  rordonnee  maximum 
comme  diametre;  menons  Mm  parallele  a  Kx  :  une 
parallele  ä  Ca72,  menee  par  le  point  M,  sera  la  tangenie 
cherchee. 

250.  La  longueur  de  la  normale,  au  point  M,  a  pour 
expression 


r'df- 


Or  GH  :=  2rt,  IH  ^=^y.  Cette  longueur  est  donc  moycnne 
proportionnelle  entre  IH  et  GH ;  c'est  donc  la  ligne  MH 
elle-meme. 


RA.YON    ET    CEJNTRE    DU    CERCLE    OSCULATEliR. 

2ol .  On  a 


dr        sji  ay  —  f-  /in 

dx~'  y  ~  V   J"  ' 


donc 


d'oü 


dy"^        2  a 


dy  d''y  ia  dy 

dx   dx'  y''    dx 
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OU 

ä'^y  a 

Substlluant  ces  valeuis  de  -^  el  de  — —  dans  Texpression 

äx  dx^  ^ 

coniiue  du  rayon  de  courbure,  on  trouve 

p'=.  = ;     (lonc     0  r=  2  sJiar. 

Mais 


\Jiay  =r  sJOn  X  IH  =  MH , 

donc  ]e  rayon  de  courbure  est  double  de  MH,  et  puisque 
d'ailleurs  MH  est  la  normale  au  polni  M,  on  aura  lo 
centre  de  courbure  en  prenant  sur  la  direclion  de  iMH 
un  point  N  tel  que  MN  =  2MH. 

DEVELOPPEE    DE    LA    CYCLOIUE. 

2o2.  Ce  resultat  donne  tres-simplement  la  developpee 
de  la  cycloide. 

Soit  HNL  un  cercle  egal  au  cercle  OM,  tangent  au 
point  H  ä  Taxe  Ax,  au-dessous  de  cette  droite;  menons 
LE  parallele  a  Ax,  et  prolongeons  le  diametre  CD  jus- 
qu'ä  sa  renconlreen  E  avec  LE5  les  arcs  MH  et  INH  etant 
egaux,  on  a 

arcNH  =  AH; 
d'ailleurs 

arcHNL  =  AD. 
Donc 

arcNL  =  AD  —  AH  =  DU  =  LE. 

Ainsi  la  developpee  de  la  cycloide  est  engendree  par 
le  mouvement  d'un  point  N  place  sur  la  circonference 
d'un  cercle  egal  au  cercle  OM,  mais  qui  roulerail  sur 
uiie  parallele  LE  ä  Ax,  au-dessovis  de  cette  droile,  el  ä 
une  distance  de  celle-ci  egale  au  diametre  du  cercle  mo- 
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bile.  Gelte  developpee  est  donc  une  cycloide  egale  ä  la 

preiuieie. 

On  peut  d'ailleurs  le  deinonircr  sans  connaitre  la  loii- 
gueur  du  rayon  de  courbure.  En  effet,  de  meine  que  MG 
est  tangente  ä  AMC  en  M,  NH  ou  IMN  est  la  tätigen te  en 
IN  ä  la  cycloide  A^E,  Donc  celle  derniere  courbe  est  le 
lieu  des  intersections  succcssives  des  normales  consecu- 
lives  a  la  cycloide  ACA',  et  par  consequent  eile  en  est  la 
developpee. 

2o3.  Oll  relrouve  le  menie  rcsuliat  par  le  calcul. 
Ona 


dy  •  z  a  d  ^  r  a 

dx        \    y  '       dx'^  y^ 


Subslituons  ces  valeurs  dans  les  equations 

dy-  d^  Y 

X  —  ^  -;-    r  —  51 ;  ^-  =  o. 

ClX 

La.  premiere  equalion  donne 
[y  —  >5  j  — _  =:  o     OU  Dien     lay  —  a  [y  —  rj )  =:  o, 

y  y 

DU  enfin 

(i)  y=^-  —  n. 

On  lire  de  la  secoude  equation 


x—l^  (j  — »3)i^— —  i=o, 
ou,  en  remplacant  y  par  sa  valeur  et  transposant, 


/         0.(1 

ou  cndn,  en  faisant  passer  -d  sous  Je  radical,  dont  le  signe 
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doit  etre  change  puisque  y;  est  negatif, 

(2)  J7  =  H  —  2  V —  2rty/  —  r,\ 

Subsliluant  les  valeurs  (i)  et  (2)  dans  l'equation  de  la 
cycloide, 


(3] 


a  —  Y  

X  =z  a  arc  cos \  2  a^  —  j^ 


on  a,  pour  l'equation  de  la  developpee, 


(4) 


fi  -\-  n 


^  =  a  arc  cos  "—- — ~  -+-  y/ —  lari  —  r,^ 


Supposons   maintenant   qu'on    prenne  pour  axes   les 
druiies  Ex'  et  E7  ';  nonimons  x'  etj'  les  nouvelles  coor- 
donnees  d'un  point  quelconque 
N  de  la  developpee  :  puisque 


FiV,  /la. 


on  aura 

?  =  AD—  Dl  =  T.a  —  x', 
yj  =  NR  — IR  =  j'  —  la. 


Substituani  ces  valeurs  de  ^  et  de  r,  dans  l'equation  (4), 
l'equation  de  la  developpee  par  rapport  aux  nouveaux 
axes  devient 


j'-a 


TT«  —  x'  =  «  arc  cos -I-  sJo.ay'  —  j'-. 


QU  bien 


X  =^  a  \  T7  —  arc  cos* 


V/2«J'  — /^ 


ou  enfin,  comnie  deux  arcs  supplenaentaires  ont  des  ro- 
sinus  egaux  et  de  signes  contraires, 


aarc  cos 


(^-^)-^^"y'-y' 


Gelte  equation,  comparee  ä  l'equation  (3),  monlre  que 

SiLBM.  —  An.^  I.  IT 
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la  developpee  de  la  cycloide  est  unc  cycloide  egale,  placee 
par  rapport  aux  axes  Ex',  E)  ',  comme  la  proposee  par 
rapporl  aux  axes  piimiiifs. 

LONGUEIR    DUN    AllC    DE    CYCLOIDE. 

2o4.  La  Ugne  MN,  double  de  HN,  est  le  rayon  de  cour- 
bure  correspondant  au  point  INI  de  la  cycloide  develop- 
pante,  ou  la  tani;;ente  menee  par  le  point  N  a  la  cycloide 
AIS E  developpee  de  la  premiere.  De  plus,  au  point  A,  le 
rayon  de  courbure  est  nul  puisque  la  normale  IVJH  devient 
nulle  pour  ce  point.  Donc,  comme  un  arc  de  developpee 
est  egal  a  la  difference  des  rayons  de  courbure  extremes, 
on  a 

arc  AN  =  MN  —  ciNH. 

En  revenant  ä  la  cycloide  pioposee,  on  peut  dire  que  l'arc 
CM  est  egal  a  2  MG. 

Exprimons  maintenant  cct  arc  en  fonction  des  coor- 
donnees  de  son  cxtreiiiite. 

On  a  

arcCai  =  1  MG  =  2  y  2  a  .  MQ  , 

ou  bien,  puisque  MQ  =2«  —  y, 


arc  CM  ^^  1  \/-^a'' —  2ay. 

2o5.  On  peut  encore  parvcnir  ä  ce  resultat  par  le 
calcul. 

En  effet,  soit  CM  =  s  un  arc  compte  a  partir  du  som- 
mel  C ;  on  aura 


rls  =  ±.fy^i+'~. 


O 

doi 

fis  z=dzrly 

^20  —y 


r  on  a 

(/t                y 

'0'        \,'i  ay  —  y 

DUO 

.      _+_  .      v/^ 

VINGT    ET    UMEME    LE^ON.  2D() 

Mais  l'arc  CM  dimiiiiie  lorsque  j^  augniente  ;  on  doli  donc 
prendre  le  signe  — ,  et  ecrire 


v'2  u 


donc 


ou 


ds  -=  —  dy  —^==^  ^^d\l  y 2 «  sj-xa  —  J' j, 
Sj'}.a—y 


1  \lia  \^i(i  —  /  -+-  C , 


.S  =:  2  \l ^a'  —  2rtJ  +  C. 

C  est  une  oonslante  qneTon  delermineen  faisaiit  7  =2/7, 
cequi  donne  5  =  0,  et,  par  suite,C  =  0.  Ou  a  donc,  coninie 
plus  haut, 

arc  CM  =  2  y'4 '''  —  2  ny. 

25(5.  Si  Ion  suppose  y  =  o,  on  aura 

arc  CA  =4*^' 
et,  par  suite, 

arcACA'  — 8«. 

Ainsi  larc  entier  ile  la  cycloide  est  egal  h  qiiatre  fois 
le  dianietre  da  cercle  generateur. 

EXERCICES. 

\.  Quand  une  courbe  plane  C  roule  sans  glisser  sur  une  aulre 
courbe  fixe  C,  chaqne  poinl  du  pkm  de  la  premiere  decrit  une 
courbe  dont  la  normale  passe  ä  chaque  instant  par  le  point  de  con- 
tact  de  C  et  de  C 

2.  Discuter  la  courbe  engendr^e  par  un  poinl  qui  se  meut  d'un 
mouvement  uniforme  sur  un  cercle  dont  le  cenlre  se  meut  aussi 
d'un  mouvement  uniforme  et  en  ligne  droite. 

3.  Le  lieu  des  points  d'oü  Ton  peut  mener  ä  une  cycloYde  deux 
tangentes  formani  un  angle  droit  est  une  cycloYde  raccourcio 
(courbe  du  n°  2,  quand  la  vilesse  du  cenlre  est  moiadre  que  cellö 
du  point  decrivant). 


»7- 


■i6o 
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COÜRBURE  DES  COURBES  PLANES. 

Expression  du  rayon  de  courbure  quand  la  variable  independante  est 
qiielconque.  —  Application  aux  coordonnees  polaires.  —  Theorie  de  la 
courbure  des  courbes  planes.  —  Identite  du  cercle  de  courbure  et  du 
cercle  osculateur.  —  Applications. 


EXPKESSIO::*  DU  RAYON  DE  COURBURE  QUAND  LA  VARIABLE 
INDEPENDANTE  EST  QUELCONQUE. 

2o7.   En  prenani  x  pour  variable  independante,  nous 
avons  irouve 


Supposons   maintenant  que   x  el  j  soient  fbnciions 
d'une  aulre  variable  ^,  et  cherchons,  dans  cette  bypolliese, 

l'expression  de  o.  On  sait  (92)  que  -j- conserve  la  nieme 

ff^Y  cijc  d'^  Y ciY  ci^  JC 

forme,  et  que  — ^  doit  elre  rcmplace  par —^ • 

On  aura  donc 


dx  cfy  —  ciy  d '  x 


ax? 


ou  bien 

(0 


{dx'-^dy-'y 
dxd'^y  —  dyd^x 


cxpression  dans  latpielle  les  diirerentielles  de  x  eX  de  j- 
sunt  prises  eii  rcgardaul  f  comuie  variable  independante- 
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ExEMPLE.  —  La  cycloide  est  representee  par  rensemble 
des  deux  equalions 

X  =za[u  —  sin  a  ) ,      j  =  a  ( i  —  cos  // ). 

De  lä  on  deduit,   en  prenanl  u  pour  variable  indepen- 
danle, 

dx  =z  n[i  —  cos u )  du  ,      d^x  :=z  a  sin  ti dti^, 

dy  z=.a^\x\u du  ,  d-  y  =  a  cos u du'', 

Par  consequent, 

d.r''  -f-  rf/'  r=  (l  —  2  COS«  -+-  COs'rt  H-  sin'«)rt'r/«% 
dxd'^y  —  djd'^x  =  (cos«  —  cos«  —  sin'«)«^r/K\ 

ou 

dx^  -\-  dj^  =r  2  ( I  —  cos  «  )  <7^  du*, 

dxd^y  —  dyd'^x  :=  —  (l  —  cosu)a-du^. 
Par  suite, 

|(l  —  COSKJ^rtV/tt'  /-  i 

P  =  2    -^ T — r-r-r=2aV2(i  —  cos«)    • 

(I  —  cos«)  a-du^  '  ' 

Or, 

r 

T  —  cos«  =:  -• 


Donc 


p  ^=  2«  y  2  l  /  -  =  2  \liay. 


EXPRESSIOK     DU    RAYOJN     DE    COURBURE    EN    COORDONJV^ES 
POLAIRES. 

258.   La  formule  (i)  conduit   ä  rexpressloii  da  rayon 
Fig.  43.  de    courhure    au   point   M,    en 

fonction  des  coordonnees  po- 
laires  de  ce  poiui.  Pour  cela, 
menons  par  le  pole  deux  axes 
reclangulaires  Ox  et  Oj.  Soient 

xOA  =  «,      OP  — X,      MP  =  j, 
OM  =  A,     MOA  =  e, 
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Oll  aura 

x  =r  rcos(0  —  a),      j=rsin(ö  —  a), 

ou  cn  posant,  pour  abreger,  (5  —  a  =r  0', 
x=/cosÖ',      j  =  rsin9'. 
De  lä  Oll  lirc,  cn  observant  quo  dO'  =  dö^ 
dx  =  dr  cos ö'  —  rd^  sin  9', 
^/j  =r  dr  sin  9'  H-  A('/9  cos  9', 
<;^'x  =  d^rcosO'  —  2  rfr^/9  sinö'  —  r^/9'cos9', 
d^j  =  d^rs'inB'  -+-  2drdO  cos9'  —  rdO's'ind'. 

Oll  aura  donc 

dx^  -+-  df'z=  dr^  cos^ 9'  -4-  r'  sin'  9'  r/Ö'  -i-  <-//•'  sin' 9'  -f-  a»  cos' 9' </0' 
—  ^//-'(  sin' 9'-+- cos' 9')  -J-  r'^/9'(sin2  9' +  cos'9'), 

et,  loulcs  rcduciions  failes, 

{2)  dx'  +  df'  =  dr^  -+-  /•'^/9'. 

De  menie, 

dxd'j'  —  dy  d '  .r 

==:  (t/rcos9'— rr/9  3in9')  (r/Vsin&'-l-2r/r/'/9cos9'— /Y/9'sin9') 

—  {rf/-sin9'H-/-r/9cos9')(f/Vcos9'— 2rf/-f/9sin9'— /r/9'cos9') 

=-f/V(<-/rsin&'cos9'— rJ9sin'9'— <'/rsin9'cos9'  — /•r/9cos'9') 

-l-2^//'(rf9cos'9'-+<r/9sin'9')-4-r'(sin'öV/9'H-cos'9'f/9^), 

ou,  eu  siinplifianl, 

(3)         dxd'x  —  dyd^x  =  2  dr' d^i  —  rdOd'r  -4-  r^dQ\ 

Subsiiluant  les  valeurs  (2)  et  (3)  dans  la  f'ormule  {i),on 
obliciit 

_  {dr'-^rdQ'V 

^  ~  2dr'dQ  —  rd'rdQ  -+-  /-^^/O'' 
ou  bieii 

dr^'^  * 


(4)  •        "' 


dr'           d'r 
2 /• 

f/9'  d^'' 
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(Je  resultat  s'obiientd'ailleurs  plus  simplement  en  fai- 

saiil  coincider  Taxe  Ox  avec  OM.  11  faut  faire  alors  a  =  6, 

et  l'on  a 

(ix  :=  cir,      dj  =  A-f/9 , 

r/\r  z=.  d'r—  rd^'',      d-y  =  idrdQ. 

239.  On  inlroduit  quelquefois,  au  Heu  du  rayon  vcc- 

teur  /■,  sa  valeur  inverse  dans  l'expression  du  rayon  de 

courbure.  Soit 

I 

u 


il  en  resulte 


du                         5  du''  —  nd-u 
dr=z -,         d'r— 


Donc 


P  = 


enüi 


/  I          I    dn^\  ' 
\  a-  '^  u'  dO'J 

/  I            I    du'  \  ' 

\u'  ^  u*  d(r-) 

1          2    du^         ud'u — 2  du'' 

1                    1 

I           I    d'' a 

u'  ~^  u^  d  0' 

u-    '    u'  dB'    '            u'dO'- 

(5) 


du'\  ' 

u-  H 

dO' 


d  ■  u 


260.  ExE.MPLES.  i**  Courbes  du  second  degre,  L'equa- 
tion  generale  des  couibes  du  second  degre,  rapportees  ä 
Tun  des  foyers  et  ä  l'axe  focal,  est 


I  H-  ecos9 
On  aura,  dans  ce  cas, 


</«=:—- sinörfe,      d'u  =  —  -co%Qdii\ 
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et  la  formule  (5)  donnera 


(i  -h  e  cos  9  ^   /  i  -h  e  cos  9         e  \ 

cos9) 

/J'  \         p  P  ) 

ou  bicil 

(i  -\-  7.6  COS  0  -)-  e-  'l ' 
^~^         (i  -+-ecose)3        ' 

2°  Spirale  logaritliniique  :  r  =  ae"'   . 
On  tire  de  ceite  equatioii  : 

cir  „,  fj  cl^r         mdr 

—  =  mae       =  nir,      — —  =  ^:=  m'r. 

de  '       cl9'  äh 

Subsiituant  ces  v?,leurs  dans  la  formule  (4),  on  a 

OU  bien 

p  =  /•  \/ 1  -I-  rir- 

Soienl  MKla  normale  et  OK  la  sous-normale  du  point 

c-.     /,  considere.  Le  triansle  reclanele 

Flg.  4'4.  Ob 

ROM  donne 


yOM 


MKr=VOM    -hOK 


=  v//'-4-rnani5^01MK- 
Or,  on  a 

tangOMK  =  col  OMT  =  r? , 


MK  :=  r  y  1  -+-  lu^  =z  p. 

Ainsi  rexlremile  K  de  la  sous-normale  est  ie  centre  de 
couibure. 

Pour  trouver  lequation  de  la  developpec,  prcnons  un 
uüuvcl  axe  polaiie  Oß,  inclinti  duu  angle  «  sur  Ic  pre- 
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mier.  K  etanl  l'un  tjuelconque  des  poinls  du  lieu,  soicnt 
OK  =  /•'  el  KOB  =r  0',  on  aura 


mais  ö'  -i-  a  ^:=  0  H-  -5  donc  l'equation  de  la  developpe'e 
sera 


m  0'  ■+-  ni 
r'  z=z  mar 

bien 


Comme  a  est  arbitraire,  deterrainons  cette  quantite 
de  teile  sorte  ([ue  Tou  aii 

ni  {  ex.  —  —   1 
me     \  '^=1, 

ce  qui  donne 

im  -i-  m  \  a.  —  —  ^  ^  o,      üu      a  = : 

\  2  /  1         III 

l'equation  de  la  developpee  deviendra 


On  voit  que  la  developpee  est  une  spirale  logarilliinique 
egale  ä  la  pvemiere^  mais  dißereinincnl  placce. 

UE    LA.    COLIIBCRE    DES    COUKBES     PLAJVES. 

261.  On  doil  considerer  la  courbuie  d'une  circonfe- 
rence  comme  etanl  la  memc  en  tous  ses  poinls,  et  d'au- 
tant  plus  grande  que  son  rayon  R  est  plus  petit,  ou  que 

la  valeur  inverse  —  est  plus  grande.  II  est  donc  naturel  de 

prendre  -—  pour  mesure  de  la  courbuie  du  ccrcle. 

On  concoit  niieux  cetle  deOnition  si  Ton  considere  un 
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cercle  tangent  a  une  droile  en  un  point,  et  si  l'on 
eloigne  de  plus  en  plus  le  cenire  sur  la  perpendiculaire 
ä  cetie  droile  en  cc  point.  Le  cercle  mobile,  dans  une  de 
ses  posilioiis,  scra  conipris  enlie  la  droile  fixe  el  le  cercle 
precedenl,  el,  par  consequenl,  il  s'approchera  d'aulaul 
plus  de  Id  droile  quo  son  rayon  sera  plus  grand. 

Soienl  JMT  el  M'T'  deux  langenies  ä  une  circonfcrcnce 
(lonl  le  rayou  MK  est  egal  ä  R, 
'"■  ^' '  el  soit  HIM'  =.  w.  ün  aura 


arcMM'=  Rw, 

puisque  l'angle  MKM'  est  egal 
ä  HLM';  donc 


T'    0 


R       arcMM' 


Ainsi  la  courbure  d'un  cercle  est  egale  a  l'angle  de 
deux  langentes  divise  par  l'arc  tonipris  enlre  les  points 
de  conlacl. 

262.  Considerons  maintenanl  une  courbe  quelconque 
CMM'U.  Celan t  un  polnl  fixe  pris  surcelle  courbe,  soienl 
CM  =  5,  MM'  =  A5;  T  Tangle  MTo.',  t' Tangle  M'T'x, 
formcs  par  les  langentes  MT  et  M'T'  avec  Ox,  et  Ar  la 
ditlerence  de  ces  angles,  c'est-ä-dire  l'angle  HllM'. 

Si  la  courbe  elail  nne  circonference  de  cercle,  —  serail 

As 


Vis.  \<^>- 


sa  courbure  au  point  M,  et  ce 
rapport  serait  indepcndant  de 
^s.  Quand  la  courbe  est  quel- 

conquc,  le  rappoit  — »  qui  va- 

rie  avec  A^,  est  appele  la  cour- 
bure moj  eii/ie  de  Tarc  MiM',  et 
Ton  nomnie  ra}Ofi  de  courhure 
moje/ine  le  rayon  d'un  cercle  dans  lequel  les  langeules 
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menees  aux  exlremites  d'un  arc  egal  ä  A5foni  entre  olles 
Uli  angle  egal  ä  At.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  — 

Supposons  inaiiitenant  que  le  point  M'  se  rappioclie 

At 
indefiniment  du  point  IM  :  le  rapporl  —  convcrgera  vers 

dz  .  . 

-—•,  qui   sera  dit  la  coiirbwe  de  la  coiirbe  au  point  JNI. 

ds      ' 

Concevons  un  cercle  ayaul  la  meme  courbure,  et  soit  p 

son  layon  :  on  auia 

I        dr  ds 

-  =  —       Oll       p  =  -— • 
p         ds  dt 

Si  l'on  prend  sur  la  parlie  interieure  de  la  normale  unc 
longueur  MK  =  p,  le  cercle  decrit  du  point  K  comme 
cenire  avec  IVJK  comme  rayon  sera  le  cercle  de  courbure^ 
le  rayon  et  le  centre  de  ce  cercle  seront  le  ra)  on  et  le 
centre  de  courbure  correspondant  au  point  INJ. 

Ou  appelle  angle  de  contingence  l'angle  dr  forme  par 
les  tangentes  menees  aux  exlremiles  d'un  aro  iiifiniment 
petit.  On  peut  donc  dire  que  la  courbure  d'une  courbe 
cn  un  point  est  egale  ä  l  angle  de  contingence  diuise 
par  la  diJj'erentieUe  de  Varc. 


IDEJNTlTß    DU     CERCLE    DE    COUTIBURE     ET     DL     CELICLE 
ose  CL  ATE  LR. 

263.  Le  cercle  de  courbure  est  le  meme  que  le  cercle 
osculateur,  determine  par  la  tlieorie  des  coniacls-,  eu 
eilet,  on  a 


7     /      '^y' 

di  =^  dx  \  /  I  H ; —  1 

V  dx^ 

d'^ 
dz  =  d  i  arc  tami  -^  |  = 


dx  dr' 

14-  -f- 

dx' 
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doDC 


de 
dx 


ou 


_\-^d^A 


(Py 
dx* 

ce  qui  montre  bien  que  p^  ou  le  rayon  de  courhure,  est 
egal  an  rayon  du  cercle  osculateur,  et,  par  suite,  que  le 
cercle  de  courbure  se  confond  avec  le  cercle  osculaleur. 

26i.  On  peul  demonirer  ce  theoreme  par  la  geonietrie. 
Soient  MK  et  M'G  ( jig.  49,  p.  a66)  les  normales  en  M  et 
en  M'  ä  la  courbe  donnee,  G  leur  point  d'interseclion, 
et  MK  le  rayon  de  courbure  au  point  M.  Joignons  MM'; 
on  a 

MG  :  MM'  =  sin  MM'  G  :  sin  G , 
d'oü 


MM' sin  MM' G 

MG= ^-^ : 

sinG 


ou  bien 


MM'  G  arcMM'         .    ,.,,,^ 

MG  = -— ,  X  -T-7,  X  —^ X  sinMM'G. 

arcMM'        sinG  G 

A  la  limile,  quand  le  point  M'  vicnl  coincider  avec  M, 
la  droiie  MM'  devieni  langenie  :  par  suite  Tangle  MM'G 
devienl  droit,  ei  son  sinus  a  pour  valeur  l'unite.  On  a 
d'ailleurs 

MM'  ,.        G 

arcMM  sioG 

arciMM'        ,.      A^        ds 

lim  — =  lun  —  =  —  : 

G  Ar        dt 
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donc 

limMG  =  -^  =MK. 

Ainsi  le  centre  de  coui^bure  K  est  rrnlerseclion  de  deux 
noi-males  infiniment  voisines  :  donc  il  se  confond  avec 
le  centre  du  cercle  osculateur;  et,  par  siiite,  le  rayon  de 
courbuie  (262)  est  aussi  le  rayon  du  cercle  osculateur. 

265.  Nous  avons  demontre  Tidentite  du  rayon  de  cour- 
bure  et  du  rayon  du  cercle  osculateur  eu  deduisant  la 
valeur  de  ce  dernier  de  cclle  du  rayon  de  courbure  :  nous 
pouvons  parvenir  au  mcme  resuliat  en  suivanl  une  mar- 
che  inverse,  c'est-ä-dire  en  deduisant  la  valeur  du  rayon 
de  courbure  de  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur. 

En  elFet,  le  rayon  du  cercle  osculateur  au  poinl  M  est 


dx'j  ,         /  dy^  dx 

dx 


d^r  V        '    dx^  dy' 

dx^  dx' 


Or, 


/        <-/r^         

dx  \/  14-  -^—  =  \/dx^  -\-  dj^  =  ds , 
V  dx"^ 

dl 

=:=  d    arc  fang  -—     z=  dz', 

dy^  \  ^  dx] 


ä"^ 


dx' 


donc, 


P  = 


ds 


EXPRESSION    DU     RAYON    DE    COtRBURE    EN    COORDONNEES 
POLAIRES. 

266.  Pour  obtenir  l'expression  dxi  rayon  de  couibure 
en  coordonnees  polaires,   nous  partirons  de  la  formule 
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ds  . 

p  =  —  •  Soit  11.  Tangle  que  la  langen te  au  point  INI  fait 
avec  le  rayon  vecteur  :  on  aura 
F'C-  47. 

y\  mais 


tanu  u.  =  — ;— 
^ '  clr 


(Jone 

cot  T—  9   —  -  ^. 
^  '         r  c  0 


(l) 

On  en  dedult 

r/O  — r/T  /i  (/r\         dz  .  d   (i   dr 

sin^(T  — e)  \rd()j        dd  ^  'd(i\rdb 

Mais  l'equation  (i)  donne 

sin^(T  —  6) 


I   dr 


(lonc 
(2) 


dr 
d9 


j   dry        d    /  i    d. 
r  TTbI    ~'dB 

I    dr  ^' 

7  dÖ 


cir  \' 
71) 

'\    dr\ 
7   '^/ 


D'aillcurs  nons  avons 


/dr' 


ds  ^=  \dr^  -I-  r'r/Ö-  =  r  i/ i-  dO-. 


V 

on  bicn, 

ds  r        /■  I  dr\n 

(3)  ;7?  =  '-L""^(^^)J 


Donc,  en  divisant  requation  (3)  par  lequation  (2),  on 

aura 

3 

dr'\  ' 
^  dÖ' 


ds 
P  =  Tr  = 


dr^  d^r 

"^  Tr- ~  "^  dÖ' 


forraulc  dejä  trouvee  (n"  258). 


VIAGT-DEUXIEME    LE^ON.  <  J  I 

267.   Appliquons  ce  resuliat  a  la  splrale  logariilimiqiie 

Soienl  MO  =  r  el  MOL  =  0  les  coordonnees  polaires  du 

point  M.  On  a 

/  dr^ 

ds  =  sjdr'  +  r^dQ-  =  ,^9  \  /  r'  -1-  — -  •. 

ou  bien,  ä  cause  de  —  =  mr, 

d^  ' 

ds=i  rd^  \l  i  -f-  /«=. 
Mainlenant  on  a,  en  posant  l'angle  OMT  =  a, 

T  =  0  +  p. 

Fig- 48-  Or,    dans    la    spirale    logarilh- 

miquc,  fz  eiant  conslant,  puis- 

que  tangu  =z  —•,  on  s.  dz  ^=  dd. 

Par  suite 

ds — 

commeon  l'a  dejä  trouve  (n°  260,  2°). 
EXERCICES. 

Rayons  de  courburc  des  cnurbes  sidvantes: 

j      ( 2  (7  +  3  j:  j* 


1.  3ay=  2a:', 


3«^ 


2.       ^^^i^^e'^-^-^  '^y,  p=2:. 

,        >  (5±4cosG 

3.  r=  o  (acosö  ±:  i),         p  =  a 


3(3±2COs9) 
4,  r^=  oleosa  9,  P  =  ?-• 
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DES  COURBES  A  DOUBLE  COüRBURE. 

Equations  de  la  langente.  —  Angles  de  la  tangente  avec  les  axes  des  coor- 
donnees.  —  Plan  normal.  —  Differentielle  d'un  arc  de  courbe  — Limite 
du  rapport  d'un  arc  ä  sa  corde. 


tQLATIONS    DE    LA    TAKGEKTE. 

268.  On  appelle  coiirbes  ä  double  courhure  Celles  dcnt 
lous  les  points  ne  sontpas  dans  un  m6me  plan. 

Une  courbe  a  double  courbure  est  representee,  corarae 
on  le  sait,  par  deux  e(|ualions 

(0  /(■'".  J>  z   =o, 

(2)  tI-^'    J'    3)  =  0, 

qui  appartiennent  a  deux  surfaces  dont  cetle  courbe  est 
rinterseclion. 

Ün  choisit  ordinairement  pour  surfaces  auxiliaires  des 
cjlindres  paralleles  aux  axes,  et  alors  la  courbe  est  re- 
presentee par  deux  equalions  dont  cliacuno  ne  rcnferme 
que  deux  variables. 

2(59.  Pour  oblenir  les  equalions  de  la  langente  menee  ä 
F'g-  49-  une  courbe  paruu  pointM,nous 

cliercherons  d'abord  les  equa- 
lions d'une  secanlc  MM'.  Soient 
x^  j^  z  les  coordonnees  du 
'£-  point  M,  et  j:  -t-  Ax,  j  4-  Aj% 
3  -t-  Az  Celles  du  point  M'.  Les 
equations  de  la  secanle  MM'sonl 


A.r  "^ 


^)> 


X,  Y,  Z  elant  les  coordonnees  couranles. 
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Or,  si  le  point  M'  se  rapproche  indefiniment  du  pointM, 
la  secante  MM'  devient  a  la  limite  tangente  ä  la  courbe 

A  v     ^  z 
au  poiut  M,  les  coefficients  angulaires  ~'  t~'  tendcnt 

vers  -^  et  — »  et  Ton  a  les  equations  de  la  tangente, 

(»)        Y-x=g{X-.),     Z-.  =  ^{X-x), 


,    dy  dz  1         1  ^   •     '         1  1 

ou  -^  et  —  sont  les  derivees  de  j  et  de  z  par  rapport 

ä  x;  eil  les  divisant  raembre  a  niembre,  on  a  l'equatioa 
de  la  projection  de  la  tangente  sur  le  plan  j^z, 

dr  , 


La  forme  de  ces  equations  niontre  que  la  projection 
de  la  tangente  sur  chaque  plan  cooidonne  est  tangente 
ä  la  projection  de  la  courbe  sur  ce  plan,  ce  qui  resulie 
d'ailleurs  de  ce  quau  moment  oü  le  point  M'  se  reunit 
au  point  M,  le  point  P'  se  reunit  au  point  P. 

270.  Les  coefficients  difl'erentiels  y- et  -^  s'obliennent 

dx        dx 

par  la  diflerentiation  des  equations  (i)  et  (2),  qui  donne 

1  df       df  dr       df  dz  _ 
dx        dy  dx         dz    dx  ' 


</(p         di!^  dy        dio  dz 
dx    '     dy  dx         dz    dx 

En  tirant  de  ces  deux  equations  les  valeurs  de  -^-  et 

'■  dx 

dz 
de  — ,  et  les  substituant  dans  les  equations  (a),  on  aurait 

les  equations  de  la   tangente.  Mais  il  revient  au  meuie 
Stürm.  —  Jn.,  I.  l8 
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r  '1-      •  dy        dz  ,  ,  .  ,     \        /    \ 

d  eliminer  -—  el  -—  entre  les  qualre  e(|ualions  («)  et  \a). 
dx       dx  ^  \    I       \    I 

Or,  de  (er)  oii  tire 

,ly  __X  —  y  dz    _Z—  Z 

dx        X  —  X        dx         X  —  X 

Subsliluant cos  valeuts  dans  les  equalions  (a),  on  a  enfin 

On  obtieiii  donc  les  equalions  de  la  tangenle  en  rempla- 
cant,  dans  les  equalions  differenlielles, 

— -  dx  4-  — -  dy  -\'  —-  dz-=i  o, 
dx  dy    '  dz 

d'ä  dfä  dm 

-y-  dx  -\-  -^  dy  -f-  --^  f/z  =  o , 

f/.r  c/j    -^         r/c 

les  differenlielles  r/x,  cly  et  r/z  par  les  differences  X  — x^ 

ANGLES  DE  LA  TAKGEKTE  AVEC  LES  AXES. 

271.  Supposons  mainlenant  que  les  axes  soient  reclan- 
gulaires,  el  nonimons  a,  o  et  y  les  angles  fornies  par  la 
tangenle  avec  les  irois  axes  coordonnes  Ox,   Oj  et  Oz. 

Dans  le  Irapeze  MPP'M',  donl  les  cotes  paralleles  soni 
]MP  =  z  et  M'P'^zH- Az,  menons  lAJH  parallele  a  PP'. 
Soity'  l'angle  MM'H,  c'est-ä-dire  l'angle  que  la  secante 
MM'  fait  avec  laxe  Oz.  Le  triangle   rectaugle  MM'H 

donne 

Az  Az 

cos  7  = 


MM' 


sj\x'^-^  ^y^-{-  \z' 
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Si  /  est  la  variable  independaiite,  on  peut  ecrire 


cos  7  = 


As 

Ä7 


^m'-H^)'H^)" 


Or,  qiiand  M'  vient  se  confondrc   avec  le  poinl  M,  la 
secante  devient  taugente,  y'  devient  7,  el  Ton  a 


dz 


cos  7  :^ 


Idx^        dy''        dz" 
SJ  ~dF  '^  TlF  '^  di' 


Oll  bien 

dz 
cos  7 


sjdx'^  4-  dj-  +  r/z* 

Si  dz  est  ^  (),  c'est-a-dire  si  z  croit  avec  la  variable 
indepenuante  ^,  on  a  cosy  ^o  el  y  <]_  -•,  si,  au  contraire, 

dz  est  <^  o,  011  a  cosy  <io  et  y  ^  -• 

On  irouve  de  menie  cos«  el  cos/3,   de   sorie  que  los 
trois  angles  cherches  sonl  donnes  par  les  formules 

dx 


(c)  (  cos  6 


sjdx-  4-  dy^  -4-  dz'' 

sjdx^  -^-  dy^  -+-  dz" 
dz 


^dx^-h  dy^-h  dz^ 


Si  Varc  infiniment  pelit  MM'  esl  designe  par  ds^  on 
aura,  comme  nous  le  verrons  bienloi  (n°  273), 

ds  =  ^dx^  4-  dy'  -+-  dz\ 
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et  les  formules  precedentes  deviendront 


[d) 


d.r 
COS  a  =:  -—  ? 
eis 


COS  6 


eis 


COS7 


dz 

Is 


PLAN    AORMAL. 

272.  \.e  plan  normal  ä  la  courbe  CM  est  le  plan  per- 
pendiculaire  ä  la  langente  MT,  raene  par  le  point  M.  En 
uommant  X,  Y,  Z  les  coordouiiees  courantes,  requaiion 
de  ce  plan  sera  de  la  forme 

A(X  — .r)  +B(T— j)-i-C(Z  — z)  =  o. 

Les  equations  de  la  tangenle  MT  etant 

dr  dz  , ,, 

pour  que  le  plan  seit  perpendiculaiie  ä  cetle  droite,  il 
faut  que  Ton  ait, 

B  __  dr        C  _dz 

X        dx        K         dx 

ce  qui  donne  pour  l'equalion  du  plan  normal 

[c)  {IL  —  x)dx-h{Y  —y)dj-i-{Z  —  z)dz  =  o. 

273.  Voici  un  aulre  moyen  d'oblenir  cetle  equation. 
Soit  jN  un  point  quelconque  de  ce  plan;  appelons  X, 

Y,  Z  ses  coordonnees,  et  a',  ß',  y',  les  angles  que  fait  MjN 
avec  les  axes  Ox,  Oy,  Oz.  Ou  a 


Fi(j.  5o. 


cosß' 


MN 


'7  = 


MN 
Z  — z 


^  "^'  MN 

Si  a,  ß,  7  sont  les  angles  que  fait  la  tangente  MT  avec 
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les  axes,  on  a  [formules  {ci)'\ 


dx 


<iy 


dz 


Or, 


ds  as  ds 


cos  TMN  =:  cos  a  cos  a!  -r-  cos  ß  cos  ß'  H-  cos  7  cos  7'. 


D'iin  aulre  cote,  on  doit  avoir  cos  TMN  =  o,  puisque 
l'angle  TMN  est  droit;  l'equalion  du  plan  normal  est 
donc 

X  —  X  dx        Y  —  r  dy        Z  —  z  dz 

MN     ITs  "^       MN      Ts  "^     MIN      ^  ~*'' 

qui  revient  ä  l'equalion  (e). 


DIFF^RENTIELLE    DE    l'arc    d'lKE    COLUBE    A    DOLBLE 
COURBLRE. 

274.  Prenons,  d'une  maniere  arbitraire  et  en  nombre 
quelconque,  des  poiuts  E,  F, . . , ,  M,  M', . . . ,  siir  l'arc  de 
^*ff-  ^'-  courbeCMD,etconsiderons 

le  polygone  gauche  CEF... 
MM'. . .  D,  inscri  t  dans  l'arc 
CMD.  Je  dis  que  le  pcri- 
melre  de  ce  polygone  tend 
vers  une  limile  determinee 
quand  ses  somineis  se  rap- 
prochent  lous  indefinimenl 
les  uns  des  autres,  en  meme  temps  que  leur  nombre  aug- 
mente  jusqu'a  l'infini;  apres  l'avoir  demontre,  nous 
conviendrons  de  prendre  cetle  limite  pour  la  longueur 
de  l'arc  CD- 

Soient  donc  x^j.,  z  les  coordonnees  de  Tun  quelconque 
des  sommets  M,  et  x  +  Ax,  JK  +  A/,  z  -\-  \z  celles 
du  sommet  suivanl  M'5  on  a 


MM'=  ^/Ax'4-  Aj=  -t-  A-  =  Au:  y/.  +  (^)'-+-  (~)' 
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Donc,  si  nous  deslgnoiis  par  P  le  perimetre  du  polygone, 
on  a 


p=2[-V'"(^ 


X 


AJ7 


bi  Ax  decroit  lusqu  a   o,  -^  et  —  tendent  vers  — - 

et  -—•)  et  1  on  peut  ecrire 

dx  ^ 


a  etant  une  fonclion  qui  s'annule  avec  Aj:.  De  lä  resulte 


Mais,  d'apres  un  principe  demontre  (n°  16),  on  a 
lim  2.  {'J-^^)  =  O5 


donc 


liraP  =  lim  V     Aj:  l /i 


Supposons  niainlenant  que  x  soit  la  variable  indepen- 
dy 


dante;  alors 


dz  y 

-j  '  pouvant 


dx'   dx         y  \^^ ,' 

elre  regardes  comuie  des  fonctions  de  x,  considerons, 
dans  un  Systeme  de  coordonnees  rectangulaires ,  la 
courbe  ef,  qui  a  pour  equation 


Soieut  Og  =z  a,Oh  =  b-^  on  aura,  en  supposanl  que  x 
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varie  depuls  a  jusqu'ä  Z), 


?^79 


2[-V-(S)"-(S-)1=2'- 


^x) 


Fig.  Sa. 


^^ 


9   q   h 


Or  >^(YAx)  a  pourlinnle  Taire 

rfgh  :  donc  la  limite  de  P  et 
l'aire  efgh  sont  exprimees  par  le 
nieme  nombre.  C'est  ce  nombre 
qui  represente  la  longuenr  de 
l'arc  CD. 


275.  Soil    maintenant  arc  CM  =  5.    Si    Oq 
aura  numeriquenient 

arc  CM  =  aire  emqg; 
par  consequenl 


.r,  ou 


ds  =:  d  {aivee/zu/g)  :=  dx  1  /  •  +  (  -^  ) 


\dxj 


Oll 


ds  =  sjdx''  -+-  df'' -+-  dz-. 


LIMITE    DU    RAPPORT    D  UN    ARC    A    SA    CORDE. 

276.  On  conclut  facilement  de  lä,  comme  nous  l'avons 
dejä  deoiontre  pour  les  courbes  planes,  que  la  limite  du 
rapport  (Vun  arc  ä  sa  corde  est  Viudie.  En  eflet,  soit 
l'arc  MM'=  A,t,  on  a 

arcMM'  ^s  ^Jc 


MM' 


v/Ä^ 


JVIaislenumeraleur  etledenominateurduderniermembre 


A3 

A  j: 


/ 


onl  pour  limite  commune  \/  ^  '^  \~r]  ~^  \1~  ) 
..     arc  MM' 


dy 


(dz  y 


don< 


MM' 


28o 
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VINGT-QUATRIEME  LECON. 

DES  SURFACES  COURBES  ET  DES  LIGNES  A  DOUBLE 
COURBURE. 

Equation  du  plan  tanrjent.—  i^quationsdela  normale.  —  De<jre  de  Tequa- 
tion  du  plan  tangent.  — Problemes  relatifs  auxplans  tanjents.  —  Plan 
osculateur.  —  Angles  du  plan  osculaleur  avec  les  plans  coordonnes. 
—  Normale  principale. 


Cquation    du   plan   TAISGE^T. 

277.   SoJt  M  (x,  j^,  z)  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face  representee  par  l'equation 


(>) 


/("f,   J,  z)  =o  : 


on  peul,  par  ce  point,  imaginer  une  infinite  de  courbes 
tracees  sur  la  surface.  Toutes  les  tangentes  ä  ces  courbes 
menecs  par  le  point  IM  sont  con- 
tenues  dans  un  memeplan,  que 
nous  appellerons  le  plan  lan- 
gem de  la  surface  au  point  M. 
En  effet,  soit 

(2)  <?(x,  y,  zj=zo 

Tequation  d'une  nouvelle  sur- 
face passant  par  le  point  M. 
L'intersection  des  surfaces  (i)  et  (a)  est  une  courbe  CMD, 
dont  la  tangente  MT  au  point  M  est,  d'apres  ce  que  nous 
avons  vu  dans  la  Lecon  precedente,  lepresentee  par  le 
Systeme  des  deux  equations 


(3) 
(4) 


elf 
dx 

dx 


r/ffl  d'D 
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Or  l'equation  (3),  consideree  isolement,  represente 
an  plan  qui  passe  toujours  par  la  tangenle  MT,  quelle 
que  soit  cette  tangente,  puisque  l'equation  de  ce  plan 
ne  depend  nullement  de  la  fonclion  cp.  Donc  toutes  les 
tangentes  menees  ä  la  surface  (i),  par  le  polnt  M,  sont 
contenues  dans  le  plan  (3),  qui  est  le  plan  tangent  ä  la 
surface  au  point  M. 

liiQUATIONS    DE    LA    NORMALE. 

278.  La  normale  ä  la  surface  au  point  M  est  la  per- 
pendiculaire  menee  par  ce  point  au  plan  tangent.  Cette 
droite,  passant  par  le  point  M  {<:c,y^  z),  aura  deux  equa- 
tions  de  la  forme 

X  —  X      Y  —  V      Z  —  z 


Pour  que  cette  droite  soit  perpendiculaire  au  plan 
tangent,  represente  par  l'equation  (3),  il  faut  qu'on 
ait,  en  supposant  les  axes  coordonnes  rectangulaires, 

<^    _    b    _    c 

dx        dy         dz 

Si  l'on  remplace  et,  b^  c  par  les  derivees  auxquelles 
elles  sont  proportionnclles,  les  equations  de  la  normale 
prendront  la  forme 

C^S  X  —  x^Y-y_Z  —  z 

^^  df  df  4/    ' 

dx  dy  dz 

279.  On  peut  donner  ä  l'equation  du  plan  tangent  et 
ä  Celles  de  la  normale  une  autre  forme.  En  regardant  z 
comme  une  fonction  de  x  et  de  y,  appelons  p  ci  q  les 
derivees  partielles  de  :;  par  rapport  ä  x  et  ä  y^  c'cst- 

ä-dire  posons 

dz dz 

dx  dy  ~  "' 


28s  couRs  d'analyse. 

En  cIIfTerentiant  l'equallon 

successivenient  par  rapporl  ä  x^  puis  par  rapporl  ä  j', 

on  aura 

df  ,        df  j  df  ,        df  , 

-y-  dx  -\-  -^  dz  =  o.     -f-  dy  -^  -^  dz  =  o: 

dx  dz  dy  dz 

d'oü  Ton  lire 

-  —  'LL.iL       -  _  ^ .  ^ 

dx  '  dz  dy  '  dz 

Alors  l'equalion  du  plan  tangent  (3)  pourra  se  mellre 
so  US  la  forme 

p  (X  —  x)  -^  q  {Y  —  j )  —  (Z  —  z)  =  o, 

et  les  equations  (5),  qui  representent  la  normale,  don- 
neront  par  la  subsliluLion 

(X  —  x-}-p{Z  —  z)  =  o, 
^""^  \  \-x-^cj{Z-z)  =  o. 

280.  Si  l'on  nomme  a,  j3,  y  les  angles  que  la  normale 
fait  avec  les  axes,  on  aura 

,     cosß  = — ,     cosY  = 


DEGr6     de     l'eQUATION    du    plan    TAKGENT,     PAR    RAPPORT 
AUX    COORDONN^ES    DU    POINT    DE    CONTACT. 

281.  L'equation  du  plan  tangent  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

df ..       df.,      df  „  df        df         df 

dx  dy  dz  dx  dy  dz 

Si  l'equation  de  la  surface  est  algebrique  et  du  degre  /;?, 

les  derivees  -t^5  -/?  ^  sont  des  fonctions  alffebriques  du 
dx    dy    dz  o  i 

degre  m  —  i .  Le  premler  membre  sera  donc  une  fonc- 
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tion  du  degre  m  —  i  des  coordonnees  du  point  de  con- 
tact.  Quant  au  second  membre,  il  semble  elre  du  degre 
m  par  rapport  ä  ces  coordonnees ;  mais  on  peut  le  re- 
duire  au  degre  m  —  i,  cn  tenant  coniple  de  l'equalion 
de  la  surface. 
En  effet,  soit 

f(x,y  ,  z)  =  u-^  «, -T-Mä^-..., 

u  representant  la  somme  des  termes  du  degre  /??,  u,  celle 
des  termes  du  degre  m  —  i ,  u.  celle  des  termes  du  degre 
m  —  2,  et  ainsi  de  suite  :  on  a 


df      du       duy 
dx       dx       dx 

dUi 
dx 

df      du       dui 
dy  "  dy        dy 

duy 
'^  dy 

df      du       du, 

duo 

dz       dz        (/z 

dz 

.iL- 

dx 

df          df       /      du            du 

/     du\          du, 

-^  ("  dx  -^^'  dy 

Si  l'on  multiplie  ces  equalions  i-espectivemenl  par  x.,y 
et  :;,  et  qu'on  ajoute  les  resullats,  on  aura 

du 
dz 
dui 
dz 

(     dU',  duo  du^ 

-^{''-d^^^-d^^'^ 

ou ,   d'apres    une    propriele    des    fonctions  homogenes 
(n"  178), 

df         df         df 
dx      •'  dy  dz 

=  mu-T-^m  —  i)  U\  -^  {tn  —  2 )  Mj  -f- . . . 

=  /?l  (  W  -+-  «/ 1  -7-  »2  -H  •  •  •  )  "1  2  M2  —  3  i<3  —  .... 

Mais  le  point  (.r,  y,  z)  etant  sur  la  surface,  on  a 
u  -^  uy-\-  uy-^  ...  =0; 
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(Jone  l'equation  precedente  devient 

elf        df        df 
dx      •'  dy  dz 

II  en  resulte  que  requation  du  plan  tangent  se  reduit  a 

df  ^    ,    df  df 

dx  dy  dz 

equation  qui  est  du  (m  —  lyeme  degre  par  rapporl  aux 
coordonnees  du  point  de  eontacl. 

SURFACES    ENVELOPPES. 

282.   Soit  une  equation  de  la  forme 

(i)  F(^,  7,  -,  c)  =  o, 

qui  renferme  un  paramelre  arbitraire  c  '.  si  Ton  donne 
ä  c  une  infinite  de  valeurs,  l'equation  pourra  repre- 
senter  une  infinite  de  surfaces.  Dans  ce  faisceau,  con- 
siderons  les  surfaces  S  et  S'  qui  correspondent  aux 
valeurs  c  et  c  +  Ac  du  paramctre  :  leur  intersection  sera 
representee  par  l'equa'ion  (i)  et  par  l'equation 

F(a7.  r.  z,  c  -f-  Ac)  =  F  -i — j-  Ac  -: j-r-^c^  -^  .    .  =  o, 

de  7.  dc- 

qui,  en  ajant  egard  ä  l'equation  (f),  donne 

dF  ,   i^^   _^        _ 
de        2  dc^ 

Si  Ac  tend  vers  zero,  Finlersection  de  la  surface  S 
avec  la  surface  S'  tendra  vers  une  ligne  C,  representee 
par  l'equation  (i)  et  par 

dFix,y.z,c)_ 
^    '  de 

Supposons  maintenanl  que  nous  donnions  ä  c  di- 
verses valeurs;  les  courbes  correspondantes  C  engen- 
dreront  une   cerlaine   surface    qui   est  Venveloppe  des 
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surfaces  du  faisceau  (i);  celles-ci  sont  les  enveloppees, 
et  les  courbcs  C  sont  les  caracterisdques  de  l'enve- 
loppe.  Chaciine  de  ces  courbes  coupe  la  courbe  infini- 
menl  voisine  en  iin  point  dont  le  Heu  peut  etre  regarde 
comme  la  courbe  cnveloppe  des  caracterisliques  et  est 
appele  arete  de  rebroassement  de  la  surface  enveloppe. 
On  peut  aussi  considerer  des  surfaces  dont  l'equation 

(3)  F(^,  7,  5,  c,  c')  =  o 

renferme  deux  parametres  arbitraires  :  on  reconnaitque 
l'une  de  ces  surfaces  coupe  loutes  les  surfaces  infiniment 
voisines  en  un  ou  plusieurs  points  dont  les  coordonnees 
sonl  dounees  par  l'equation  (3)  et  les  suivantes 

dV  d¥ 

^="'        ^'  =  ^' 

le  Heu  de  ces  points  consiilue  Tenveloppedes  surfaces  (3). 

283.  Cherchons  le  plan  tangent  en  un  point  M  de 
l'enveloppe  que  nous  avons  delerminee  en  premier 
Heu.  Le  premier  membre /"(j:,  r,  :;)  de  l'equation  de 
cette  enveloppe  peut  etre  obtenu  en  remplacant  dans 
¥{x,y,  ;,  c)c  par  sa  valeur  tiree  de  l'equation  (•.i)^  or 
nous  pouvons  prendre  les  derivees  partielles  de  f  sans 
effectuer  la  Substitution  :  le  premier  membre  de  l'equa- 
tion (3)  du  n°  277  devient 

r^F      dFdc'\,^. 

mais  l'expression   de  c  en  fonction   de  x,y^  z  annule 

identlquement -^;  il  en  resulte  que  l'equation  (4)   se 

reduit  ä  celle  du  plan  tangent  ä  l'enveloppee  (i)  au  point 
M.  Donc  la  surface  enveloppe  toucbe  cliacune  de  ses 
enveloppees  toutle  long  de  la  caracteristique  correspon- 
dante.  Les  enveloppes  du  second  genre  touchent  chacune 
de  leurs  enveloppees  en  un  nombre  Hmite  de  points. 


286 
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PLAN    OSCULATEUR. 


28i.  Soit  CML  iine  coiirlje  qiielconque  dans  l'espace. 
Soient  M  et  M'  deux  points  trcs  rapproches  sur  cette 
courbe.  La  tangenie  MT  ä  la  courbe  au  point  M  et  le 
poinl  iNl'  dctermincnt  un  plan.  On  appelle /^/rt/z  oscula- 
teur  la  litnite  du  plan  MTM',  quand  Ic  point  M'  vient  sc 
confondre  avec  le  point  M. 

On  peut  encorc  dire  que  le  plan  osculaleur  au  poinl  M 
est  le  plan  qui  passe  par  le  point 
INJ  et  par  les  deux  points  m  et 
M'  voisins  du  point  M  sur  la 
courbe,  quand  ces  deux  derniers 
poinls  vienncnt  sc  confondre 
avec  M.  Celle  dcGnilion  s'ac- 
rorde  avec  la  premieie,  puisque 
la  ligne  Mm  tend  a  devenir  tan- 
genie au  point  M  lorsque  les  trois  poinls  se  rapprochenl. 

285.  Le  plan  osculaleur  de  la  courbe  au  point  INJ,  dont 
les  coordonnees  sont  x,y,  z,  devant  passer  par  ce  point, 
aura  une  equalion  de  la  forme 

(i)  A(X  — .r)  +  B(Y— j-) +  C(Z— z)  =  o. 

D'ailleurs  les  equalions  de  la  tangenie  sont 


(^)      Y-7  =  |(X-..:, 


£l^-^)- 


Corame  cette  droile  doil  etre  tout  entiere  dans  le  plan 
osculaleur,  on  doil  avoir,  quel  que  soit  X  ou  (X  — x), 


A(X- 

'            c/x 

ou  bicn 

(3) 

Adx  +  Bi 

4;('' 


Cdz 


Soient    niaintenant   x -i- Ax ,  j  -+- Aj-,    z -^  A  z  U 
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coortlonnt'es  du  point  M'  :  en  substiluant  ces  coordon- 
iiees  dans  requalion  (i)  ä  la  place  de  X,  Y,  Z,  on  aura 

(4)  AA.r  -hBAy  -]-C^z=^o. 

Or  on  peut  considerer  x,  j^,  z  comme  des  fonctions 
d'nne  certaine  variable  iudependante  t,  et  sl  a,  S,  y  desi- 
gnent  des  quantites  qui  s'evanouisscnl  avec  A/,  on  anra 

(Ix        At^  (d^x 

Äx  —  Zi^  -—  H — ha), 

dt  1  .2  \  dt' 

dy         A/2   jfi2y 


dt  I  .  2  \  dl  - 


dz         \t-   (  d-z 
Az  =r  A^  — -  + 
dt 


I  .1  \dt'  '  ) 

Par  sulle  requalion  (4)  devienl 

Vdx  \t^  [d\x  NT 

\_dt  I  .?.  \  dt'  /  J 

Vdz  AO  Id'-z  \"1 

oubien,  ä  cause  de  l'equalion  (3),  et  en  divisanl  Ics  dcux 


nierabres  par  -  Ai-, 


d\T  \  d-'r         \  id^z 

\dt^  )  \di'  j  \dt'         ' 

A  la  limite,  a,  o,  y  s'evanouissent,  et  alors,  en  mulii- 
pliant  les  deux  membres  par  dl^ ^  on  a 

(5)  Ac/2ar  + Brt'j  +  Crf^z  —  o, 

equation  qui,  joinle  ä  Tequation  (3),  servira  a  determiner 

les  rapports  ^i  t;*  Eliminaiit  13  eutre  ces  deux  equations, 
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il  vient 

A  [dxd'y  —  clrd^x)  -f-  C  {dzdy  —  djd'z)  =  Oy 

ci'oü  roii  liie 

A  __  dyd^z  —  dzd^y 
C         dxd'^y  —  djd^x 

Oa  aura  t!e  meme 

B         dzd\x  —  dxd-'z 


C        dxd'^y  —  dyd-x 
L  Uli  des  coefficienls  A,  B,  C  elaul  aibiiraire,  je  prendrai 

C  =  dxd^y  —  dyd''x , 

d'üü 

A  =  dyd'z  —  dzd^y,      B  =  dzd^x  —  dxd-z, 

et  Ion  aura  cnliii,  pour  equation  du  plan  osculatcur, 

{         [dyd-^z-dzd^y){X-x) 
(6)  \   -h{dzd-x  — dxd'z)  [Y —y) 

[   -+-  [dxd-y  —  dyd-x)  (Z  —  z)  =  o. 

Voici  un  moyen  mnemonique  pour  retrouver  cette 
equation;  on  ecrit  les  fractions 

dx  dy  dz  dx 

~r. — '      "7^ — '      ~Tr'>       I,    ' 
d-x        d^y        d-z        a^x 

et  Ton  retranche  cLacune  de  ces  fractions  de  la  prece- 
denle  :  les  numerateurs  de  ces  differences  sont  respecli- 
venient  les  coefficienls  de  Z  —  z,  X  —  a  ,  Y  — j. 

AÄGLES  DU    PLAIs   OSCL LATEX  U  AVEC   LES   PLANS   COORDONNES. 

286.  Soient  /,  u  et  v  les  angles  que  fait  avec  les  axes 
Ox,  Oj',  Or,  une  perpendiculaire  MP  au  plan  oscula- 
teur,  angles  respectivemenl  egaux  ä  ceux  que  ce  dernitr 
plan  forme  avec  les  plans  j  r,  zx  et  xj.  On  a 

ABC 

(a)  COS/=:--5        COS[).z=  —-,        COSv  =  — , 
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en  posant 

D'  —  A'  4-  B'  +  C^ 

c'est-ä-dire 

l  D'=  [dyd^z  —  dzd^yY+{dzd^x  —  dxd'^zf 
("'^         I  -^[dxd-'y  —  dyd^xf. 

287.   La  valeur  de  D*  peut  elre  mise  sous  d'autrcs  for- 
mes  :  posons,  pour  abreger, 

dx  T=i  a,        dy  r=i  b^        dz  ^=1  c, 
d^x^a',     d'y  =  b',     d^z  —  c', 
on  aura 

D'=  [hc'  —  ch'  "•  ^  [ca!  —  ac'Y^-  [ab'  —  bn'Y, 
ou 

Ds=r  (fl'+^-'  +  cM  [a'^ -^  b'^ -\- c'^]  —  {aa'-t-bb'  -t-cc'y. 

Or,  en  appclant  ds  la  differentielle  de  l'arc  qui  aboulit 
au  poiiit  M,  on  a 

ds^  =  dx^  -+-  dy^  -:-  dz- :=  a-  -h  b' -h  c- , 

ce  qui  donne,  en  differenliant  par  rapport  ä  la  variable 
independanle  f,  et  divisant  par  2, 

dsd^s  =:  dxd^x  -f-  dyd^y  -+■  dzd^z  :=  aa' -h  bb'  -\-  cc'\ 

il  vient  donc 

T>':=ds'['d'xY-^  {d^yY+  {d-zY—{ä'^r\, 

ou  ciifin 

[n)  Ti  =  ds  sJ[d''xY^^d'yY^[d^zY—{d^sY. 

On  peut  encore  ecrire 

Ti=:\J{d.unx  —  dxd'sY+  {dsd'y—dyd^sY-h  [dsd'i  —  dzä^sY, 
ce  qu'on  Verlfie  en  developpant,  ou  bien 


Stcrm.  —  ^n.,  l.  19 
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Dans  toutes  ces  expiessions  la  variable  independanfe  est 
quelconque. 

NORMALE    PKINCIPALE. 

288.  On  appelle  normale  principale  celle  qui  est  situee 
dans  le  plan  osculaieur. 

Celle  droile  doli  etre  perpendiculaire  ä  la  tangente  MT 
et  ä  la  normale  MP.  Or  de  ridenlile 


dx\^       /  dyV        i  (hy 


on  deduit 


/   ,  (Ix    ,  dx        dy      dy        dz      dz 

^  '  ds      ds        ds      ds         ds     ds 

D'aulrc  pari,  requation 

Af/'jT-i-BJ'r  -^  Cr/^3  =  o 
peuts'ecrire  ainsi  : 

2  kd  ~ -\-^d-- ^Cd--=o. 

^    '  ds  ds  ds 

Les  equations  (i)  et  (2)  montrcnl  que  la  droite  qui  fait 

avec  les  axes  des  angles  donl  les  cosinus  sonl  propoi  lion- 

nels  a 

dr  dy  dz 

d—-t       d  -j-5       « -1-' 

ds  ds  ds 

esl  perpendiculaire  a  la  tangente  MT  et  ä  la  normale  INIP; 
c'est  donc  la  droite  cherclu-e. 

II  resulte  de  lä  que  les  equations  de  la  normale  princi- 
pale sonl 

(Ix  dy  dz 

d  —  "  -j-  "  -p 

ds  ds  ds 
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EXERCICES. 


i .  XJne  courbe  tracee  sur  In  surface  cVun  cone  droit  a  poiir  pro- 
jection  nithngonale ,  sur  iin  plan  pcrpendicidaire  a  Vaxe  du  cone, 
iinc  Spirale  Ingarithmicjue,  r  =  6-'"^,  dont  ce  sommet  est  le  pole.  On 
demandc  Ics  equations  de  la  tangente  a  cette  courbe  et  Vequation 
de  son  plan  normal  cn  un  pnint  donne.  Prower  cjue  cette  courbe 
coupe  toutes  les  areles  da  cone  saus  un  angle  constant. 

SoLUTiox.  —  L'angle  du  cone  ölant  «,  la  tangente  ä  la  courbe  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

/«cosO — sin  9       /«sinÖM-cosO  /ncota 

t 


I  ni'  I  ni^  I  m^ 

V  sin^a       Y  siri^a       \  sin^a 

La  tangente  fait  avec  l'aröte  du  cöne  un  angle  dont  la  cotangente  est 

-. —  L"6qualion  du  plan  normal  est 

(X  —  x)  [mx  —  y)  +  i  Y  — y)  [my-\-  jc)  -j-  (Z  —  z)  mz  =  o. 

2.  Unc  courbe  est  donnee  par  deux  relntions  entre  la  dislance  r 
d'un  quelconque  de  ses  points  M  ä  un  point  fixe  0,  V angle  0  que 
le  rayon  vecteur  OM  fait  avec  unc  clroite  fixe  0  x,  et  V angle  cp  cjue 
le  plan  ^10 x  fait  avec  un  plan  fixe  xOy  :  trouvcr  la  dijfcrenticllc 
de  son  arc  cn  fonction  des  quanliles  r,  Q  et  <f  et  de  leurs  dijjercn- 
liclles. 

Solution.  

ds  =  \/dr'-rrhl(i'-h  r'mi'Qd'f\ 

3.  Trouver  Vequation  du  Heu  des  normales  a  la  surface 

a^y^=x^[b-'-z') 
mcnees  par  tous  les  points  de  la  droite 

z=  Ic,     ay  ==  X  \/b'  —  A^, 
qui  est  tout  entiere  sur  la  surface. 
Solution.  —  Le  paraboloide  hyperbolique 


ck  [fix  -4- y  \IU'  -A')  ( X  s/b-"  -  k"  -  ay) 

+  {a-^  b'  -  Pf  >/¥^^^  (3  _  /■)  =  o. 


•^9^ 
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VlNGT-CINQUlfiME  LECON. 

COURBURE  DES  LIGNES  DAKS  L'ESPACE.  -  HfiLICE. 

Courbuie  des  licnes  dans  Tespace.  —  Cercle  osculateur.  —  Rayon  de  tor- 
slon  ou  de  seconde  courburc.  —  fiquations  de  Thelice.  — Tangente.  — 
Rayon  et  centre  de  courbiire.  —  Lieu  des  centres  de  courbure.  —  Plan 
osculateur  et  angle  de  torsion. 


COL'EBURE    DES   LIGINES    DAIVS    L  ESPACE. 

289.  On  nomme   angle  de  contingence,    dans  une 
F'C-  55.  courbe  gauche,  commc  dans 

unecourbe  plane,  l'angle  w 
que  fönt  entre  ellcs  les  deux 
tangcntes  menees  aux  extre- 
niites  d'un  arc  jMM':::^  A5, 
qui  devientinfinimentpetit; 
et  courbure  au  point  M,  la 

limile  vers  laquelle  lend  le  rapport  — 5  quand  A5  dimi- 

nue   indefiniment.  Cette  llraite  est  representee  par— • 

L'inverse  de  la  courbure,  ou  —  •>  est  dit  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  INI.  Nous  le  designerons  par  p. 

290.  Pour  evaluer  w,  menons  parle  point  O  les  droites 
ON  et  OJN'  egales  ä  l'unite  de  longueuret  respectivement 
paralleles  aux  tangcntes  MT  et  M'T'.  Soient 

dx 

a  =  --,       U 
as 

les  Cosinus  des  angles  que  MT  ou  ON  fait  avec  les  axes. 
ou,  ce  qui  revient  au  meme,  les  coordonnt'es  du  point  N: 


dr 

dz 

ds' 

ds- 
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«oientrt',  h',  c' Icscoordoiinees  du  pointN'.  L'angleKON' 
sera  egal  ä  w,  et  Ton  aura 

NN'=  2 ON sin  -  w  =  v^(fl' —  r?)' -+-  (//—  bY -^  {(^  —  c)\ 

ou,  puisque  ON  =  i, 

2  sin  -  w  =  s/au^  -\-  A6*-f-  Ac^. 

2 

En  passant  ä  la  linute  et  remplacant  le  sinus  de  l'angle 
-  w  par  cet  angle  lui-meme,  on  aura 


d'oü 


db'       dc^ 
ds~  p  ~  \  ds'     '  U?  '^  Ti?^ 


on  aura  donc,  en  remplacant  a,  b,  c  par  leurs  valeurs, 


quelle  que  soit  la  variable  independante. 


291.   A  cause  de  la  formule  {p)  du  n°  287,  on  peut 
ecrire 

En  prenant  deux  des  formes  que  Ton  a  trouvees  pourD 
a  rendroit  cite,  on  a  encore 

P  = 


\/{df  d'z—dzd^j)-  +  ^dzd'jc—  dx  d^zy-h[dj: d^j—  dj  d 'xy 
292.  La  normale  principale  MN  faxt  avec  les  axes  des 
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angles  /,  m,  n  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  ä 


dx 


4  4s 


ds 


ds 


on  en  conclut 


cos/  = 


dx 


5        COS  /??  =  p 


ds 
~ds' 


ds 


1        cos«  :=p 


ds    '  ^      ds  '     r/i- 

Or  les  equations  de  la  normale  MN  sonl 

X  —  j:r=:Rcos/,      Y — jK^=Rcosw,      Z  —  z  =  Rcos/?, 

R  elant  la  dislance  du  point  INI  ä  un  point  quelcoiique 
(X,  Y,  Z)  de  Celle  normale.  On  pourra  donc,  en  renipla- 
cant  cos/,  cos/n,  cos  n  par  les  valeurs  que  noiis  venons 
de  trouver,  mellre  ces  «kjualions  sous  la  lorme  suivanle  : 


(«)X 


Rp 


TAT' 


ds                                     ds 
Y  — r  =  Rp »     Z  — z  =  Ro 


CERCLE    OSCULATEtR. 


293.   Si ,  par  le  milicu  de  la  corde  WM',  on  niene  un 

Fig.  -,(;.  plan    perpendiculaire     ä    cette 

corde  et  qui  coupe  la  normale 

principale  MN  au  poinl  G,  ce 

point  sera  Ic  centre  d'uii  cercle 

passant  par  les  deux  points  M 

et  ISl'.Sile  point  M'  serapproche 
du  point  M,  le  plan  jNMiM'  ten- 
dra  a  se  confondre  avec  le  plan  osculaleur  TMiS,  et  le 
cercle  deviendra  ä  la  limite  ce  quon  nommc  le  cercle 
osculateur  ä  la  courbe  au  point  M. 

Le  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  M  est  egal  au 
rayon  de  courbure  en  ce  point. 
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Ell  effet,  requalion  du  plan  perpeiidiculaire  mene  ä 
la  cüfde  MM'  par  sou  milieu  es>i 

/                   I        \               '                  I 
Ax  (X  —  X Lx\  -f-  Ly  (  Y  — y Aj 

+  A  j  (  Z  —  3  —  -  A  z  j  =  o. 


(X— J:jAxH-  (Y— j-)A/+(Z— 2)Az-_:;  -  (A^'+ A/- -+- Az=). 

SI  Ion  elimine  X  —  x,  Y  — y^  7a  —  z  enlre  celte  equa- 
tion  et  Celles  de  la  normale  (a),  on  aura 

/  ,dx  ,  dy  dz       \ 

I  d~  d~  d~        \ 

„     I       ds  ds  ds         \        \  , 

Rp  \  A^^ Ar  H Az  /  =-  Aj;'-f-  Ar' -t-  AzM: 

^   \  eis  ds      ■'  ds         I        -x^  ''  ' 

inais  si  Ton  regardc  x^y  ei  z  comme  des  fonetions  de  5, 
on  a 

dx        b.s-  \        ds  \ 

Ax  =^  As  —  -\ \ \-a  I  1 

ds  2      \    as  J 

(ä'i-      \ 

dy         As^  l        d.i         „I 
ds  2     \   ds  J 

dz 


dz  As"^  \        ds 


{" 


Az  =  As  —  -] \  ■ •  -f-v   /  ; 

ds  a     \   ds  / 

a,  S,  y  etant  des  quantites  qui  s'evanouissent  avec  As. 

Substituant  ces  valeurs  dans  requalion  precedente,  et 
supprimanl  les  termes  qui  conlienneut  As  en  facteur, 
teimes  dont  la  somine  est  nulle,  on  aura 


r^^'^Y    (^'^l^      f'^Z^         '^Ts         1      A^'^Ar'^Az' 
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et  en  passant  ä  la  limite, 

ou 

ümR  =  p. 

Alnsi  /e  rayoii  du  cercle  oscutatenr  au  point  M  est 

egal  au  rajun  de  courbuie  en  ce  point.  C'(^st  poutquoi 
le  point  K,  limite  du  point  G,  sera  dit  indiffLieinincut  le 
cenlre  de  courhure  ou  It:  venire  du  cercle  oscutatenr. 

294.  Ou  prouved'une  maniere  seniblable  (jue  l'inler- 
section  de  la  normale  principale  MN  avec  le  plan  noimal 
ä  la  couibe  passant  par  le  point  M'est  eucore,  ä  la  limite, 
le  point  R  ou  le  centre  de  courbuie. 

En  effet,  requalion  de  ce  plan  normal  est 

1  (i.T  dx\  ,  I  dv  (i'y\ 

,  f/z  tlz\ 

En  remplacant  X^ — x,  Y  — j',  Z —  z  par  leuis  valeurs 
tirees  des  equalions  («)  de  la  normale  principale, 

, dx  dv  .dz 

d—  d^-  d  — 

(a)  X— x==Rp— ^,      Y— j^Rp— ^,      Z  — z  =  R'^     '■* 


ds  ~    ds  '    ds 


Rp 


de  dy  dz 

(Li  i'dx         dx\    ^       ds   (dy         dy\  ds  / dz   ^      dz\ 

ds     \  ds  ds  /    '      ds    '  ds  ds  /         ds   \  ds         ds  I 


] 


dr  dy  dz  dx  dr  dz 

=  Aa:— 1- Ar hAz— r-AxA— h  ArA  — h  Az  A— -• 

ds  ds  ds  ds  ds  ds 

Cette  cquation  se  simpliüe  beaucoup  au   moyen  des 
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remarques  suivanies.  D'abord  on  a 

d.r      dx        dy      dy        dz    .  dz 
ds       ds         ds       ds         ds      ds 

et  il  resle,  en  divisant  par  As, 

(Iy       dy  ,  dz    ,  dz\ 

d—  \-^        d~   \'      \ 

ds        ds  ds       ds    I 

ds       \s  ds       As  ds       As  / 

S.r  dx       Ar  dy       Az  dz       Ax      dx       Ar      dr       Az      dz 

— ^+~  ^-^  — ^,-^ ^ — \-  —  ^ — \ — A— . 

As  ds        As  ds       Asds       As      ds       As      ds        As     ds 
Si  Ton  observe  que 


la  limite  du  premier  mcmbre  sera  -  limR. 
D'ailleurs  la  limite  du  second  niembre  est 


m 


ds  /         \ds 


On  aura  doiic 


-limRr:^!      ou     limR  =  |3, 
P 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

29o.  D'apres  cela,  on  peut  regarder  le  cenlre  de  cour- 
bure  au  poinlJM  comme  etant  rinlcrsecllon  du  plan  oscu- 
lateur  en  M  avcc  deux  plans  normaux,  Tun  mene  par  le 
point  M  et  Taulre  par  un  point  infiuiment  voisin. 

Pour  obtenir  Ics  coordonnees  ^,  r,  et  ^  du  ccntre  de 
courbure  K,  il  faudra,  daus  les  equations  de  la  normale 

d~  d'-^  d~ 

ds  ds         „  „         dz 
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reniplacer  X,  Y,  Z  par  ^,  yj,  ^.  En  observant  que  R  de- 
vient  alors  egal  ä  o,  on  aura 

fix  dy  dz 

d  —  d  —  d  — 

ds  ds  ds 

cquaiions  qui  tlonncront  ^,  ?5  et  (^  en  fonclion  des  coor- 
donnees  du  poiiit  M. 


ANGLE    DE    TO?iSIOK.    RAYON    DE    SECONDE    COURBURE. 

296.  Soient  a,  A,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec 
les  axes  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  en  M.  Si 
l'on  appelle  (p  l'angle  de  ce  plan  et  du  plan  osculateur 
voisin,  on  aura,  comme  au  n°  290, 


2  sin  -  *  =  J^a'--\-  Li'  -j-  ^c 

2  * 

Si  Ton  passe  ä  la  liraile,  et  qu'on  appelle  cj»  ce  que  de- 
vient  «JJ,  c'est-a-dire  l'angle  de  deux  plans  csculateurs 
infiniment  voisins,  on  a 


«p  =  sjda}  -H  db'^  -i-  de' 
ou 


^  =  y/{c?cos).j'-f-  [rfcosixj--l-  [d  cosv)-, 

X,  ;jt  et  y  eiant  les  angles  que  fait  avec  les  axes  Ox,  Oy 
et  Oz  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  de  la  courbe 
relatif  au  poinl  M.  On  a  d'ailleurs 

dyd'^z  —  dzd-y 


cos).  = 
cosp 


D 

dzd'^x  —  dxd^  z 
D ' 

dxd'^y  —  dyd'^x 


297.  L'angle  infiniment  peiit  (f ,  forme  par  deux  planj 
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osculaieurs  successifs,  sc  iiomme  angle  de  torsion,  et 
Ton  appelle  seconde  courbure  ou  torsion  le  lapport  de  9 
a  ds.  Si  Ton  prend  d^  constant,  cette  courbure  sera  pro- 
porlioanelle  a  l'angle  cp. 

Par  aualogie  avec  ce  que  Von  a  fait  pour  la  preiniere 

courbure,  ou  represente  le  rapport  |:  par  ^.  de  sorte  que 

r  =  — ,  et  Ton  appelle  r  le  rajon  de  la  deuxihne  coiir- 

? 
bure  ou  rayon  de  torsion. 


DEFINITION    ET    itQtATlOWS    DE    LHltLICE. 


Fis-  57. 


298.  Lorsqu'onenroulele 
plau  d'un  angle  cab^^  a  sur 
un  cylludre  droit  OABL, 
ä  base  circulaire,  de  ma- 
iiiere  que  le  röte  ab  vienne 
s'appliqucr  cxactement  sur 
la  circonference  AB,  la 
courbesuivantlaquelles'en- 
roule  le  cole  ac  se  nomme 
uue  Iwlice, 

299.  Prenons  pnur  axe  des  x  la  droite  OA  qui  passe 
par  le  point  A,  origiue  de  rhelice^  pour  axe  des  j  une 
perpendicukire  ä  Ox  menee  dans  le  plau  de  la  base  par 
le  centre,  et  enfin  pour  axe  des  z  Taxe  du  cylindre. 

Soieut  x  =  0<7,  J  -=  Vq,  z  =  MP  les  coordonnees  du 
point  M.  Nommons  m  la  langente  de  l'angle  a,  u  Taiigle 
AÜP,  et  R  le  rayon  du  cylindre-,  nous  aurons 


(«; 


.r  =  Rcos//,     j— ;Rsin», 


in  R  u , 


car 


r=  mp=pa  tanga  =  arc  AP  X  tanga  =  niRu. 


L'eliminatiou  de  u  entre  les  equaiions   [a]  donuera 
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les  equations  de  l'helice, 

z                               z 
a:  =  Rcos — — ,      r  =  R  sin : 

wR        ■^  wR' 

mais  il  vaut  mieux  conserver  les  trois  equalions  [ci)  avec 
la  variable  auxiliaiie  u. 


TANGENTE    A    L'U^LICE. 

300.   Les  Cosinus  des  angles  qua  la  tangente  MT  au 

T\  T  /                 \   c                        1  dx     dy     dz 

pomt  JMlJC,  r,  z\  lorme  avec  Jes  axes  sont  ---;   —5  -r* 

*■                 \    1J  T      I  äs      ds      ds 

Mais 

dx  -=■  —  R  sin  u  du  ,      dy  ■=-.  R  cos  k  du  ,  dz  =  m  R  du , 


r/,y  =:  R  ^  I  -f-  in'^du; 
011  a  donc 


dx 
ds 


sJ^ 


La  formule  —  =  ■  =  sina  montre  que  la  tan- 

«*        sji  -T-  m' 

gente  ^YT  fait  avec  les  gencrntiices  iin  angle  constant 

egal  an  conipleincut  de  a.^  et,   par  suite,  que  V angle 

quelle  fait  avec  le  plan  de  la  hase  du  cjlindve  est  aussi 

constant  et  egal  a  V angle  a. 

On  a 

dy cos« 

dx  sin  u 


or  ---   est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  PT,  et 


dx 

lang«  est  celui  de  la  ligne  OP.  Donc  ces  deux  droites  sont 
perpendiculaires  entre  elles  ;  donc  la  projeclion  de  la  tan- 
gente ä  riielice  sur  le  plau  xj"  est  tangente  au  point  P  ä 
la  base  du  cylindre. 
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RAYON    ET    CENTUE    DE    COURBüRE, 

301.  Le  rayon  de  couibure  au  point  M  est  donne  par 
la  formule 


P  — 


Or,  des  expressions  trouvees   au  numaro  precedent  on 
deduit 

ds 

=  o. 


ds                   cos  u 

d± 

ds 

ds                    R  (i    t-  /«'; 

ds 

Par  consequent 

I 

/COS' 

u  -f-  sin-« 

K[i-T-m']  ds 


R( 


Ainsi  le  rayon  de  couibure  a  la  ineme  valeur  pour 
tous  les  points  de  Vlielice. 

302.  La  normale  principale  ä  l'helice  au  point  M  forme 

avec  les  axcs  des  angles  donl  les  cosinus  sont  proportionnels 

^     ,  dx       j  dj      j  dz  1  .        .  .  T-» 

ad—-,  « -7-'  "  -T'  ou  Dien  a  cos«,  sin«  et  o.  Ueno  cette 
ds  ds  ds 

droite  est  parallele  ä  OP,  et,  par  suite,  le  rayon  de  cour- 

bure  est  dirige  suivant  le  rayon  du  cylindre.  La  droite 

MN,  perpendiculaire  ä  Faxe,  et  la  tangente  MT  determi- 

neront  le  plan  osculateur,  et  si  Ion  prend  ]NK  =  m^R, 

K  sera  le  ccntre  de  courbure  de  l'helice  pour  le  point  JNL 

Comme  d'ailleurs  le  rayon  de  couibure  a  une  valeur 

oonstanle,  toujours  plus  grande  que  le  rayon  du  cylindre, 

il  en  resulte  que   le  lieu  des  centres  da  courhure  de 

Vhclice  est  une  autre  helice  du  nienie  pas,  mais  situee 

en  sens  inverse. 
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303.  La  droite  MN,  lorsque  le  point  M  so  mnit  sur 
riiclice,  (lecril  uiie  surface  conoide  appelee  hclicoule 
gauche.  Le  plan  JNMT  est  tangent  ä  cetle  surface  au 
poinl  M,  puisqu'il  passe  par  la  generalrice  recliligiie  MN 
el  par  la  langonte  IMT  a  riielice  placee  sur  cette  suiface. 
Pour  avoir  rcqualioii  de  edle  suifaco,  il  sulTil  deliiniuer 
u  enire  los  equations 

z  :=:  w  R  M ,      j^  iiii:  X  tany  u , 
qui  representent  la  drohe  MN.  On  obiient  ainsi 

2 

r  ^^  X  tanir • 

-^  ==  m  R 

PLAN    OSCULATEUR.    : —    ANGLE    ET    RAYON    DE    TORSION. 

304.  On  a 

dx  — -  —  R.  sin  «  f/« ,         dy  z     \i  cos  ii  du ,  dz  =  /;/  R  du , 

d^x=^  —  Rcos«<^a',     d^y  z=  —  Rs,\nudu^,     d^z=^o. 

On  aura  par  suite 

dxdy  —  dyd'x  =  R'du', 

dz  d-.T  —  dxd^z  --^  —  ni  R^  cosu  du^. 

dyd^  z  —  dzd^y  =  //jR.^  sm udu^. 

Alors  requation  du  plan  osculateur  sera,  en  divisanl  par 
le  facleur  commun  R^du^, 

m  sin«  (X  —  x)  —  m  cosu  (Y  —  /)  -f-Z  —  z  =  o. 
30o.  Si  Ton  appelle  o  l'angle  de  torsion,  on  sait  que 

0  =  ^/(TrcosÄ  )^-f-  (f/coSfi)^-r-  i^<r/cosv)-, 

).   fx,  V  etanl  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  perpcndi- 
culaire  elevee  par  le  point  M  au  plau  osculateur.  Or  on  a 

1  wros«  wsina 


rr.KM  — ..       COSfA 


cosX 


y/  I  H-  /»'  i^l  -i-  /U^  V  ^  "t" 


m^ 
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d'oü  resulte 

dcosv  =  o. 

ms\ntidii         j       ,         mcosudrt 

^/ 1  -T-  ///'                            v^  I  -h  /w' 

Donc 

/m^stn^u        w'cos'm   .             mdu 

?  —  \ 

y     I  -+-  m'           I  -1-  ni'               y/ 1  _^  PI' 

•0 

mdit               , m          I 

■V  Hl  tue  j 

Par  consequent  la  seconde  courbure,  aussi  bien  que  la 
preraiere,  est  constante. 

EXERCICE. 

Rayon  de  courhure  et  plan  osculatcur  de  la  courhe 

x^-^y^—ax^      x'-f- 7'-T- z'=  «'. 
Solution.  —  Rayon  de  courbure  : 

P  = ri 


[5a-|-  ix)' 
plan  osculateur : 


3o4  corns  d'analtse. 
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POINTS   SINGULIERS  DES  COURBES  PL4NES. 

Points  d^indexion.  —  Points  multiples.   —  Points  de  rebroussement. 
Points  isoles.  —  Points  d'arrct.  — Points  anjjuleux. 


DTLfIKITION    des    POIKTS    SIäGULIEKS    des    COURBES    PLANES. 
POINTS    d'iNFLEXIOK. 

306.  On  appelle  poinfs  singuliers  d'unc  courbe  des 
points  qui  offreiit  quelque  particularite  rcmarquablo,  in- 
dependante  de  la  posilion  de  la  courbe  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnees.  Dans  ce  qui  suil  il  ne  sera  question 
que  des  couibes  planes. 

Ayant  dejä  parle  des  points  d'inflexion  (n°  206),  nous 
allons  seulemenl  en  donner  quelques  exemples. 

307.  Soit  d'abord  la  sinusoide 

y  ^iz  sinx. 

Pour  x=^o,  et  en  general  pottr  x=^±mz,  m  etant 
un  nombre  emier,  on  d.j  =  o ;  par  eousequent,  la  courbe 
rencontre  Taxe  des  x  en  une  Inünite  de  points,  que  l'on 
obiiendra  en  portant  sur  cet  axe,  a  partir  de  Torigine 
el  dans  les  deux  sens,  des  longueurs  egales  ä  la  demi-cir- 
conference  rectifiee.  La  courbe  se  compose  d'une  infinite 
de  parlies  idenliques,  niais  situees  ahernaiivement  au- 
dessus  et  au-dessous  de  Taxe  des  x.  Les  ordonnees  maxi- 
mum  et  minimum,  egales  ä  l'unite  en  valeur  absolue, 

correspondent  aux  abscisses-5  — ■>  -—,.... 
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De  rdquation  de  la  coiube  on  lire 

FiC-  38. 


dy 

-^—  r:z  COSX, 
(Lr 

- —  =: —  sin^, 


La  seconde  derivee 
s'annule  et  tbange  de 
signe  poiir  x  =  dz  tut:.  Par  consequent,  les  points  P,  O, 
N,...,  oü  la  courbe  rencontrc  Taxe  des  x,  sonldes  points 
d'inflexion,  et  conime,  pour  x  =  ±Tnr.,  la  preniicre 
den'vt'e  est  egale  a  ±i,  en  ces  points  la  tangenle  ä  la 
couibe  est  toujours  inclinee  de  45"  ou  de  i35°  sur  Taxe 
des  X. 

3ü8.  Soit  encore  la  courbe 

/  =  tangx'. 

Pouro::!-^  oet,  cn  gcneral,  pour  a:=  ztznir.,  on  aj'  =  o. 

La  courbe  rencontrc  donc 
Taxe  des  x  ä  l'origine  et  en 
une  infinite  d'autres  points 

equidislants.  Pourx^r-jon 

a  j^  =  CO  ,  et  si  Ion  faii  x  un 
peu  moindre  que  -,  tangjr 
scra  tres-grande  et  positive.  Si  Tabscisse  est  un  peu  plus 
grandeque-1  tangx  sera  tres-grande,  mais  negative.  La 
courbe  aura  donc  pour  asyniplole  la  droiledont  requation 
est  X  =  -■  On  voit  d'ailleurs  que  la  courbe  s'etcnd  ä  l'in- 

flni  des  dcux  cotes  de  Taxe  des  j,  et  se   composc  d'un 
nonibre  illimite  de  branclies  idenliqucs. 
Par  la  differenlialion,  il  vient 

2sina7 


Fig.  59. 


dv  _       I 

dx       co-s^a;' 


d'^Y 
dx'^ 


cos^a;' 


Sturm. 


An.,  I. 


3o6  cotJKs  d'analyse. 

et  sl  Ton  pose  ——  :=z  o,  on  irouve  nue  tous  les  points  oü 

la  rnurbe   lencontre   Taxe   dos  x  sont   des   points  d'in- 
Ik'xion. 


POIKTS    MULTIPLES. 

309.  On  appclle  point  muliiple  un  point  qui  est  ira- 
vcrse  pai  jilusieurs  branchrs  d'une  meme  couibe.  Le  ca- 
raclcre  auquel  on  reronnait  un  pareil  point  est  (jue  la 
courbe  y  admet  pliisieurs  langenies.  Nous  omellrons  le 
cas  on  ces  langenies  se  reunissenl  en  une  scule. 

Voici  un  exeniple  asscz  gtlncral,  oü  y  est  une  fonction 
explicite  de  x.  Soit 

y  =  o{a:):±L  'x  ~  a)  [x  —  b'/', 

-  ctant  une  fraction  irreduclible,  dont  le  dcnominateur 

r 
(/  est  pair  :  le  terme  [x  —  o)   (^x  —  l)'^  a  detix  valeurs 
reelles  et  de  signes  contraires,  pour  cbacune  des  valeurs 
convenables  de  j:,  ce  quo  nous  indiquons  en  faisant  pre- 
ceder  ce  terme  du  signe  lii. 
On  tire  de  cette  equation 

if  =  ^'{x)±{x  —  b)1^^{x  —  a'{x—b)'i        . 
CIX  q 


Pour  X  =  a,  on  a 


P 


Si  Ton  suppose  a  plus  grand  que  Z»,  il  y  aura  deux  tan- 
genles  dislinctes  :  d'ailleurs,  ä  des  valeurs  de  x  peu  diffe- 
rentes  de  ßt,  correspondent  deux  valeurs  reelles  et  dis- 
linctes de  j'',  qui  se  reduiseut  a  une  seule  quand  x  :=:  «  : 
donc  le  point  qui  a  pour  coordonnees  x  =  a,  y  =-  '-^  [a) 
est  un  point  double. 
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HT  •     •  -1  1  f^y        ...  ., 

Mais  si  a  est  momdre  que  b.  4-  sera  imairinaire,  et  il 
1  '  d.r.  ^  ' 

n'y  aura  pas  de  langente  en  ce  point.  En  cffet,  pour  des 

valeurs  de  x  tres-peu  differenies  de  a,  x  —  h  etant  ne- 

galif,  les  ordonnees  correspondantes  seront  imaginaires^ 

par  suile,  il  n'existej  a  pas  de  poiiit  de  la  courbe  daus  le 

voisinage  du  point  considere.  Nous  reviendrons  plus  lard 

sur  ce  genre  de  poinls  siuguliers  (n"  315). 

310.   Quand  requaliou  de  la  courbe 

(i)  f[x,y)  —  Q 

n'est  pas  resolue  par  rapporl  ä  j  ,  ou  en  tire  par  la  dif- 
ferenliation 

,    ,  df       df  dr 

(2)  -^ h  -^  :i:=0. 

^    '  dx        dj  dx 

En  un  point  multiple  de  la  courbe,  -^  doit  avoir  plu- 
^  dx 

sieurs  valeurs  reelles  et  distincles  ;  luais  requaliou  (2) 
etant  du  premier  degre  par  rapport  a  —  •.  cela  ne  peut 
arriver  qu'autant  qu'on  aurait  ä  la  fois 

,o>  df  df 

donc,  pour  avoir  les  points  multiples,  ilfaudra  commen- 
cer  par  chercher  les  poinls  dont  les  coordonuees  verifient 
les  equaiions  (1)  et  (3). 

Comme  l'equation  (2)  se  reduit  alors  ä  o  =  o,  eile  ne 

peut  servir  ä  determiner  la  valeur  de  - —  II  faudra  recou- 

dx 

rir  a  l'equation  derivee 

d^f  d^f  dy        d'fldvy      df  d'Y 

■ -i-  2  • —  —    +  I  —  1    -\ ^' =  O, 

dx^  dx dy  dx        dy"^   \d^ }  dy  dx' 

20. 


3c>8  couus  d'ajvalyse. 

ou,  puisque  — -  =  o, 

(4)  'll^.J^'^^'^l^^L 

^^'  dj:'  dxdy  dx         dj'   \dx 

C  1  ■  er   •      ,     "^"f      ^'/      .  "^'^ 

bupposons  que  Jcs    irois  coetlicicnts  -—•,  - — —  et  -— 

ncsoieiit  pas  lous  nuls,  et  que  l'equation  (4)  donne  deux 

dy 
valcurs  reelles  et  distiiictes  de -f- :  il  en  resulte  qu'il  y  a 

dx  *         •' 

deux  tangentes  au  poiiil  considere,  et  par  suitc  que  deux 
branehes  de  la  courbe  s'y  liaversent  inutuellemenl :  c'est 
donc  un  point  double. 

Mais  si  trois  branehes  de  la  courbe  se  renconlraient 
cn  ce  point,  il  devrait  y  avoir  trois  langenies,  et  comme 
l'equation  (4),  qui  n'est  que  du  sccond  degre  par  rapport 

a  —  i  ne  peut  donner  trois  valeurs  de  cette  quanlite,  ou 

d.T  ^ 

devrait  avoir  cn  menie  teuips 

d\f  d^f  d^f 

— —  =0, ^^O, :_    O 

dx '  dx  dj  dj  ^ 

dr  .  .  .    .,         . 

Les  valeurs  de  —  s'obtiendraicnl  ensuite  cn  differcnliant 
dx 

requation  (4)-  On  voit  coniment  il  faudrait  operer,  si 
un  plus  grand  nouibre  de  branehes  se  renconlraient  au 
j>oint  [x^j). 

311.  Comme  exemple,  soil  la  courbe  represenlee  par 
l'equation 

j^=zx''{i — .r'),      QU  bicn     y  z^ztix  \J i  —  x^. 

Celle  courbe  est  symelrique  par  rapport  a  Taxe  des  x  et  ;i 
Taxe  desy.  Elle  coupe  Taxe  des  x  ä  l'origine  et  aux  deux 
points  qui  ont  pour  abscisses  x  =  i  et  x  ==  —  i . 

Eu   dllfercntianl  rcqtiaiion   de   la  courbe,  on   Irouve 

df 


-=::r:^i-a-:^ 


VI  —  ^'  V  * 
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Pour  a:  =^  o,  les  deux  valeurs  de  j'  se  reduisont  a  uue 
f^'C-  6o-  seule,  (|ui  est  o.  D'ailleurs,  pour 

ce  poiiit,  on  a 

Ainsi,  l'origine  est  un  point  dou- 
ble. En  ce  point,  les  taugenies 
TT'  et  SS'  divisent  en  dcux  parties  egales  les  angles  des 
axes. 

On  trouve,  pour  la  dcrivee  seconde, 

x(^  —  aar-)  

— ^ —  ^x  ^  I  —  X- 

d-y        _^     yji  —  x''  ?. .r''  ^  3 -r 


r/./;- 


,t  ' 


X- 


pour  o"  ^^  o,  on  a  -  ~-  =^  o  :  ainsi,  Torigine  est  ä  la  fois 
Uli  poinr  double  et  un  point  d'inllexion. 


POINTS    DE    REBROUSSEMEKT. 

312.  On  appelle  point  de  rchroussemcnt  uu  point  oü 
deux  branrbes  de  conrbe  vieuTieiit  s'arreler,  et  oü  dies 
ont  xme  langente  conimnue.  II  faut,  dans  ce  cas,  que  deux 
valeurs  de  >',  reelles  quand  x  est  superieur  ou  infericur 
ä  r^bscisse  du  point,  soient  imaginaires  quaad  x  est  in- 
fericur ou  superieur  ä  celte  abscisse,  et,  en  oiitre,  que 

dcux  valeurs  de  — ■  deviennent  egales. 

dx  ^ 

I<e  rebroussemeut  est  dit  de  premifTe  ou  de  seconde 
espece,  suivautqiie  les  deux  braucbes  sont  de  deux  cötes 
düferculs  [ßg-  65)  ou  du  meme  cöle  de  la  tang(MUe  qui 
leur  est  commune  [ßg.6^).  Dapies  ce  que  nous  avons 
vu  sur  la  convcxite  des  courbes  planes  (n°  205),  l'espece 

du  rebroussemeut  se  reconnaitra  par  le  siarne  de  -, —  sur 

^  ^  dx- 

les  deux  branclies,  pres  du  point  en  question. 


3lO  COURS    d'aN ALYSE. 

313.   Solt  la  coiirbe 

p 

y  =  oix)—{a:  —  aY-}^(x), 

o[x)  elC[x)  etant  deux  fonclions  reelles  et  finles,  pour 

des  valeurs  de  .r  voisincs  de  a\  supposons  la  fraclion  - 

positive,   irreduclible  et  avant   un    denominalcur   pair. 
Älors,  pour  cliaque  valeur  de  x  superleure  ä  a^  le  Icinie 

p 
[x — a)''^[x)  a  deux  valeurs  reelles  egales  et  de  signes 
conlraires,  ce  que  nous  indiquons  par  le  double  signe  =b. 

Les  deux  valeurs  dej',  reelles  et  inegales  pour  x  plus 
grand  que  a,  dcviennent  egales  pour  j:=^/,  et  imagi- 
naires  pour  x  plus  pctit  qiie  a.  Donc  les  deux  branches 
de  la  rourbe  viennenl  se  reunir  et  s'arreter  au  point  qui 
a  pour  coordonnees  x  =  <7,  y  =  o  [a). 

Reste  ä  voir  maintenant  si  en  ce  point  les  deux  bran- 
cbcs  ont  la  meme  tangente.  Or  requalion  de  la  courbe 
donne 

.  P.-,  P- 

dx  q 

Si  -  est  plus  grand  que  i,  ä  la  valeur  x^=a  corres- 

poiidra  pour  y-  la  valeur  unique  '^'(«)-  Donc  los  deux 

brancbes  ayant  meme  tangente  au  point  considere,  ce 

dernier  est  un  point  de  rebroussement. 

Pour  savoir  si  le  point  de  rebroussement  est  de  pre- 

,     ,      r/-  r 
miere   ou  de  secoude  espece,  on   calcule    — -?    ce  qui 

donne 

P-i  - 

=:2^fx-a)'?        ^' [x)  —  [X -- a)'' -y  [x]. 
9 
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Nous  ferons  ici  deux  hypolheses  :  i**  si  Ton  a 
P 


>  o, 
7 


on  aura,  pour  x  =;  a, 

(Ix 


7  =?"(«)• 


Aiiisi,  en  admeitant  que  ^"  {(i) 

ne  soitpas  nulle,  - —  a  le  mcme 
^  d.r.- 

signe  sur  les  deux  bran(;hes,  et, 

par  conscquent,  la  coiirbe  offre 

un  rebrousscment  de  seconde  espece  {ßg.  64)- 

2°  Si,  au  contraire,  ou  a 

-7 
pour  une  valeur  de  x  li  es-peu  superieure  ä  rt,  Ic  tcrme 

p 


(I)  ß(P^,][.r-ayi  ^(.r) 

"i     .7 

sera  ires-grand  en  valeur  absolue,  el  il  n'cn  scrail  pas  de 

meme  des  autres  lermes  de  -r^  qui  tous,  exceple  Je  pre- 

niier,  o''(.r),  convergent  vers  zero,  lorsque  .r  icnd  vers  a. 

Ainsi,  le  terme  (i)  donne  son  si.c;ne  ä  -r-,-5  et  comtne  ce 

Icrnie  a  le  double  signe,  il  s'ensuit 
qu'aii  point  [x  =  a,  j^  =  C'(a)], 
^  les  deux  branches  sont  situees  de 

^  part   et   d'autre    de   la    taugente 

commune.  Daus  ce  cas,   le   re- 
brousscment est  de  premiere  espece  [fig.  65), 

314.   Seit  comme  exemple  la  courbe 


X-Zll-  X    . 


Fijj.  63. 

y 

/!\I 

y 

0 

'\ 

L^ 

3i2  couRs  d'analyse. 

A  utie  valour  positive  de  x  correspondent  tonjours  deux 
valeurs  reelles  de j^,  qui  devicnnent  egales  pour  x  ^^o.  La 
Cüurbe  n'a  aucun  point  du  coie 
des  abseisses  negatives.  Du  cote 
des  abseisses  positives,  eile  a  deux 
Ijranclies  qui  s'en  vont  a  riiifini. 
l'une  du  cote  des  ordonnecs  posi- 
tives, l'autre  du  cote  des  ordon- 
necs negatives  :  cellc-ei,  apres  avoir  coupe  l'axe  des  x 
au  point  dont  l'abscisse  egale  i. 

Le  rapport  -  a  pour  limile  zcro  quand  x  =  o^  et,  lors- 

que  J?  a  une  tres-petile  valeur  positive,  les  deux  valeurs 

correspondantes  de  j^  sont  aussi  positives.  Donc  les  deux 

branclies  ont  la  mcme  tangcnte  au  point  0,et  sont  sitnees, 

pres  de  ce  point,  du  meine  cote  de  cette  langente.   Donc 

Torigine  est  un  point  de  rebroussenient  de  la  scconde 

espece. 

On  parvient  encorc  a  ce  resultat  au  moycii  des  valeurs 

,     dr        -     d'r 
de  —-  et  de  - —  : 
(Ij:  dx^ 


dx  2 


d^X 
dx' 


i5 


Pour  X  ^=  o,  on  a 


dy  d^y  ^ 

dx  dx- 


Je  point  O  est  donc  un  point  de  rcbroussemont  de  la  se- 
conde  espece. 


r0[?»TS    ISOLtS. 


31o.  On  appelle  ^>>o/«Z  isole  on  conjugite  un  point  dont 
les  coordonnees  satisfont  ä  l'equation  d'une  courbc,  saus 
qu'aucune  brauche  de  cette  courbe  passe  par  ce  point. 


Solt  lequatioii 
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3i3 


r 


—  a)  ^. 


et  supposons  d'abord  a  plus  petit  que  b.  Pour  ^  r-  0 
on  a  >•  =  o,  ce  qiii  donnc  an  point  B  situe  siir  Taxe  des 
abscisses. 

CO  ,  j  croit  de  o  a  =t  00  ,  et  Ton 
a  nne  brauche  teile  qne  MBL. 
Si  Ton  fait  X  plus  pelil  que  /^, 
rordonnee  est  iinaginaiie,  ex- 
tepi6  pour  x  =  a,  car,  pour 
Celle  valeur  de  x,  on  a  j  z=.  o. 

Aiiisi,  le  point  A  (T=:rt,  y^^o) 
est  iin  point  isole. 

Si  a  est  plus  grand  que  Z>,  la 
courbe  n'a   plus  de  point  isob',   parce  que  les  deux  va- 


Si  X  croit  de  Ä  ä 

ri{j.  6:1. 


~\^' 


\> 


Fig.  65. 


leurs  de  j^  sorit  reelles  quand  x 
est  comprisc  enire  h  et  a.  Pour 
X  =  a^  les  valcurs  de  j^  se  n'- 
duiseiit  loules  deux  ä  o.  De 
X  =3  «  ä  X  =  CO  ,  jy  croit  jusqu'ä 
liniini. 

Dans  ce  cas,  le  point  A    est 
iraverse  par  les  deux  brancUes 


ECK,  l)DL  :  c'cst  donc  w\\  point  double. 


POIJNTS    D  AR  RET. 


316.  On  appelle  point  cVarret  un  point  oü  une  branrhe 
unique  d'uiie  courbe  vient  brusquement  s'arreter. 
Prenons  la  courbe  represenlec  par  rdquaiion 


Donnons  d'abord  ä  x  des   valeurs  positives   :   pour 


3i4  coiTRs  d'axat.yse. 

^  =  o,  on  a  j'  =  :/^;  si  1*11  lail  croitre  x  jusqu'ä  -h  x;, 
j  decroit  depuis  +^  jusqu'ä  -r  i ,  ce  qui  donne  une 
brauche  asymptotiquc  ä  Taxe  des  ->%  et  ä  la  droile  dont 
requatjon  est  JK  =  '• 

Considerons  maintenanl   des 

^  '  valcurs  negatives  de  ^  :    si  on 

chauge  x  en  —  x^  la  valeur  de  j' 


FijT.  66 
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sera  i :  ^',  et  pour  ^c^^o  on  aura 
?     j)' =  o ;  la  courbe  passera  donc 
1  [)ar  Torigine.   L'ordonnee   aug- 

menlera  ensuite  avec  la  valeur  absolue  de  x  jusqu'ä 
la  valeur  j'=i.  II  y  aura  ainsi  une  seconde  branche 
de  courbe,  asymptolique  ä  la  droite  qui  a  pour  equa- 
tion  y  =  —  I,  et  s'arretant  brusquemcnt  ä  l'origine  en 
venant  des  x  negatifs.  L'origine  sera  donc  iin  point 
d'arrct. 

11  V  a  un  point  d'inilexion  pour  ^  = • 

317.   Soit  encore  la  courbe  >' =  ^ On  nepeutpas 

donner  ä  x  des  valeurs  negatives,  car  log;r  serait  iniagi- 

naire.   Si  Ton   donne  ä  x  des  valeurs  positives  et  tres 

jietiles,  l'ordonnee  sera  tres  jietite  et  negative,  croitra 

pj     6„  en  valeur  absolue  avec  x  jusqu'ä 

ic  =  I ,  et  deviendra  egale  ä  —  x 

pour  X --=  I .  On  aura  donc  une 

branche  de  courbe   partant  de 

—  ' ^^-    l'origine.  et  qui  aura  pour  asym- 

\  ptote  du  cöte  desjy  negatives  la 

\  I  droite  x  =  i.  Si  x  croit  ä  partir 

'  ■  de  1  jusqu'ä  co,  y  devient  posi- 

tive, et  cette  ordonnee,  d'abord  tres  grande,  decroit 
indefiniment  jusqu'ä  zero,  ce  qui  donne  la  branche  LM. 
Dans  cet  exeniple  l'origine  est  un  point  d'arret;  on  a 
suppose  la  base  des  logarithmes  superieure  ä  l'unite. 
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POINT    SAILLANT    OU    AKGILEXJX. 

318.   Soll  la  couibe 

.r 

y= \-^ 

pour  X  =  o,  on  a  i=  o,  L'on"gii)e  est  un  point  de  la 
courbe.  Si  mainlenant,   dans   l'expression   -  =  — ^ — , 


on  fait  x  =  o,  on  a  lim-  =  o.  Ainsi,   la  blanche  OG  a 

X 

pour  tangente  au  point  O  Taxe  Ox. 

D'ailleurs,  si  Ton  fait  jc  =  —  z,  d'oü  -  =  , 


pour  X 


I  H-  e 
z  =  o,  on  a 


Donc  la  brauche  OH.  siluee  du 
cole  des  abscisses  negatives,   a 
pour  tangente  au  point  O  la  bis- 
sectrice  ÜT  de  l'angle  des  axes. 
Un  pareil  point  O,  oü  viennent  se  terminer  deux  bran- 
ches  de  courbe  qui   ont  chacune  en  ce  point  une  tan- 
gente distincte,  est  dit  un  point  anguleux  ou  poüit  sail- 
lant. 

319.   La  recherche  des  points  singuliers  cxige  que  l'on 
examine  avec  soin  la  forme  de  la  courbe  dans  les  environs 

du  point  pour  lequel  l'expression  analylique  de  ^^  pre- 

scnle  une  des  particularites  signalees  dans  celle  Lccon ; 

.,  r  •  Ar       .  ... 

car  il  peut  se  laire  que  -^—  soit  constamnicnt  nnagmaire 
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pres  de  ce  point,  et  que     -  soit   reel   en   ce   point.    Mais 

celtü  discussion,  dans  le  cas  oü y  est  unc  fouclion  impli- 
cite  de  x,  nous  entrainerail  Irop  loin. 


EXERCICES. 

1.  Detrrmincr  les  points  d'inßrxion  (fune  cnnclio'ide  [coiirbe 
qiCon  ohliciit  en  prohngcant  (Vuiic  longucur  canstante  las  droites 
menecs  d'iin  pniiit  fixe  ä  une  droite  ßxt  \. 

Solution.  —  On  prend  pour  axe  des  y  la  droite  fixe  et  pour  axe 
des  X  la  perpendiculaire  menee  par  le  point  fixe.  Si  a  est  la  dis- 
tance  du  point  fixe  ä  la  droite  et  b  la  quanlil6  dont  on  prolonge  les 
rayons  vecteurs  men^s  ä  la  droile,  les  abscisses  des  points  d'in- 
tlexion  seront  donnecs  par  I'öquation 

JT^  -i-  3 ax'^  —  2  aV  - ;  o. 

2.  Construire  et  discutcr  la  courbe y'   -  x^. 

3.  Demontrer  qucn  tout  point  singulier  d'une  courbe 

j\x,j)  =  o 

[les  points  d'inßexion  exceptes)  on  a 

df_^       df^^ 
dx         '      dy 

4.  Si  une  cnurbe  du  troisicme  degre  a  dcux  points  d^inßexion^ 
eile  en  oura  un  troisieme  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers. 
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CALCUL  INTEGRAL, 


VINGT-SEPTIEME  LECON. 

et 

RfeGLES   POUR   L'INTfiGRATION   DES   FUNCTIONS. 

Definilions  et  notations.  —  Integration  (l'une  fonetion  mtiltipliee  jiar  une 
Consta lUe.  —  Intefjration  inimediate  de  quelques  difCereiitielles  simples. 
—  Integration  d'une  somnie.  —  Integration  par  parties.  —  Integration 
par  Substitution. 


dvLfinitiüks    et   aot\tions. 

3^0.  Elant  dormec  luie  fonclion  d  une  scule  variable, 
on  peut  toujours  la  considerer  cornme  la  derivee  d'une 
auU-e  fonetion  ineonnue,  et  cliereher  Celle  aulre  fonclion, 
cjui  aura  poui"  diffeienlielle  la  fonclion  donnee,  nnilli- 
pliee  par  la  differenlielle  de  la  variable  independanle. 

So\lJ^[x)  la  fonetion  donnee;  je  dis  qu'il  exisle  lou- 
jonrs  une  autrc  fonetion  qul  a  pour  diÜerenlielle  f{x)  dx. 
En  edel,  conslruisons  la  courbe  CMD  cjui,  rapportee  ä 
des  axes  reclangulaires,  a  pour  ccjualion 

L'aire  de  celle  courbe,  comprise  entre une  ordonnee  fixe 
^'S-  Cq-  quelconquü    CA    et    Tordonnee 

MP  qui  corrcspond  a  l'abscisse 
variable  x,  est  une  fonclion  de- 
lerminee  de  x.  Or,  la  differen- 
lielle de  Celle  aire  est  y^dx  ou 
j  (r)  dx  \  donc  celle  aire  est  une 
fonclion  qui  af[x)dx  pour  differenlielle,  o\xf[x)  pour 
derivee. 
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321.  On  appelle  integrale  de  J  [x)  tJx  et  Ton  repre- 

sente  par     \J[x)dx  uiie  fonclion  (Jont  la  clifferenlielle 

est/'(.r)  dx.  L'operalion  par  laqiielle  on  passe  de  la  diffe- 
reiiliclle  dune  fonclion  ä  celle  foiiction  se  nomme  inte- 
gral ion. 

L'inlc'gralion  et  la  dlfferenlialion  sont  deux  Operations 
inverses  j'une  de  l'aulre,  de  teile  sorte  que  le  signe  d  et 

le  signe    /   se  detruisent  mutuellement. 

Ainsi  Ton  a,  par  la  deünition  nieme, 

d   \  f[x)dx  ^=^f'x)d.r,         j  d(f\x)=:^[x). 

322.  L'integrale  d'une  differentielle  donneey^(.r)  c?j; 
peul  avoir  une  infinite  de  valeurs,  car  si  o{x)  est  iine 
fonction  dont^  (x)<^.r  seit  la  differentielle,  en  ajoutant 
ä  celte  fonclion  une  conslante  arbilraire,  l'expression 
c;(x)  H-  C  aura  la  meme  differentielle.  jNIais  il  n'y  ea  a 
pas  d'autre,  puisque  deux  fonclions  avant  la  meme  diffe- 
rentielle ne  peuvent  differer  que  par  une  coiisianie. 

Ainsi  l'iniegrale  generale  def[x)dx  est 

o{x]  -hC, 

C  etant  une  constante  arbitraire.  La  figure  rend  bien 
compte  de  celte  conslante  arbilraire  j  car  si,  au  lieu  de 
prendre  CA  pour  ordonnee  fixe,  on  prenait  CA',  on  ob- 
tiendrail  l'aire  C'A'iMP,  qui  surpasse  CAMP  de  laire 
conslante  C'A'AC. 

IKTEGRATION     DUJNE     DlFFtUEATIELLE    MULTIVLIEE    PAR    VH 
FACTEUR    COäSTA^T. 

323.  On  sait  qu'un  facteur  constani  a  peut  etre  place 
en  deliors  du  signe  de  differentialion  j  il  y  a  une  regle 
analogue  pour  liulegratiou. 
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En  effct,  on  a 

daii  — ^  adu\ 
or 


doli 


/  dnu  ^r^  alt,      a   j  du  =  au ; 

J  J 

I   dnu    —^j   t(n      Oll        /  (idu  r=z  a  j   du, 
oubien,  eii  posant  du  =^J  [x)rlx, 

I  "f[x) da:z=a   /  /{x)dx. 

INTEGRATION     IMM^DIATE    DE    QUELQUES    FOKCTIONS 
SIMPLES. 

32i.  La  differeiitlalion  des  fonctions  simples  x'", 
ß-',  elc,  conduit  immediatement  ä  uii  ceriaiii  nonibie 
d'integrales,  que  iious  reunissoiis  dans  le  lablcau  suivant : 

<-/jr""*"'  =:  («  -I-  \)x"dx, 
de"  z^  e^dx, 

da'^-^  a^'la  dx, 

dx 

d\x  ^zz  ■ — •, 

X 

d^inx  r -  cos X dx, 

dcosx  ^zz  —  s'inxdx^ 

(Ix 

d  tan^a  = ? 

cos-  X 

—  dx 
d cotx  ;=  —. — —-9 


/  x"dx  — 

hC, 

«  + 1 

f,-.u  = 

^'-^C, 

1   «^  dx  — 

a^ 

hC, 

1  cosj7r/j: 

=^  sin.r  ~r  C, 

1  sinxdx 

=  — •  COSX-r  C, 

r  dx 

J   cos-  X 

:  tangx  4-  C, 

r  dx 

—  cot^-  -+-  C. 

3ao  couKS   d'analysi;. 

Si  l'arc  esl  moindre  que  -'-, 


darc  sina: 

= 

V^' 

da: 

i  — 

X' 

Ä?drccosj; 

dx 

h 


--    —  =  arcsinx  -+-  ^? 


d.v 

\j  i  ^  x'^         J    ^  I X 


I =r —  arccos.r  H-  L. 

J   sj'^  —  -^' 

/dx 
-'- —  deux  valeui 

qui  seinblent  differenies  •,  mais,  coinuie 


arcfosx  -r  arc  siiix  =  -■ 

2 


on  voit  que  les  deux  inlcgralt's  ne  diffcrent  que  par  uue 
constaute, 

dx              r     dx 
(i  arcl^niix  =z ?        /   =  arc  tans-^ -+- C. 

*  I  -H  X--         J    l  -^  x^  ^ 

323.  Dans  loules  ces  fonnules,  x  peut  etre  la  variable 
indeptndanie  ou  une  foiiciioii  quelconque  de  la  variable 
independanie.  Par  exemple,  si,  dans  la  formule 

X"dX— hC, 

on  remplace  x  par  (j;  (jc),  ou  auia  encore 


/' 


326.   La  formule  (i)  devicnl  illusoire  quand  on  y  fall 
n  =  —  I  :  eile  donne  aloi  s 


/ 


7.r        I 

—  =      -I-  C. 

X  o 


Cela  lient  ä  ce  que    /  -— est  egale  ä  la  iranscendanleLr, 
qui  ne  peut  pas  etre  represeutee  par  une  expression  alge- 
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brique.  Cependant  un  ariifice  de  calcul  permet  de  deduire 

/(l.T 

En  effet,  si,  dans  cetie  formule,  on  retranche  du  se- 

cond  membre  la  quantile  constante ?   ce   qui    ne 

chaiige  pas  sa  differentielle,  on  aura 


/ 


X"dx=:   '- h  C. 


.t""*"   I  O 

Or,  si  Ion  fait  «  =  —  i ,  la  fraction  '— devient  - ; 

pour  avoir  sa  vraie  valeur  par  la  methode  connue,  il  faul 
prendre  la  derivee  des  deux  termes  par  rapport  ä  ;;,  et 
faire  /«  =  —  i  dans  le  quotient  de  ces  derivees,  c'est-a-dire 

dans -!>  ce  qui  donne  \x.  On  a  donc 


/ 


IMT^GRATION    d'uNE    SOMME. 

327.  Nous  avons  donne,  dans  le  calcul  differenliel,  des 
regles  pour  differenticr  une  sotnnie,  un  produit  de  plu- 
sieurs  fonctions,  une  fonction  de  fonclions;  on  en  deduit 
des  regles  analogues  pour  le  calcul  integral. 

Ainsi,  de  la  formule 

d[u  ^  V  —  z)  =  du  -h  dt>  —  dz, 
on  tire,  en  inlegrant  les  deux  membres, 

1  d{u-+  V—  z]=  j  du  -h  I  d(^  —  j  dz. 


OU 


=:  I  f[x)dx-{-   I  'j'x)dx —   /  ■}^[x)dx. 
Sturm.  —  An.,  I.  21 
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Donc  r integrale  d'une  somme  de  fonctions  est  la  somme 
des  integrales  des  fonctions  qui  la  composent. 
Par  exemple, 


A.r"+'         Bj:«+'         CxP+' 


5  3 

(4x'—  5:»:'—  3x+8)  dx  =  x'  —  -x^ x^  —  8x  -f-  C, 


/ 


^ '■ =  ^ x^  —  IX-" -^  S\x  ^  C. 

X  o 


lATÄGRATlOJV    PAR    PARTIES. 


328.   Quand  u  qX.  v  sont  deux  fonctions  quelconques 
d'uue  lueme  variable,  on  a 

duv  1^  udv  -+-  vdu'f 
donc,  en  integrant,  on  a 


UV  zi^  I  udu  -h   I  vdu, 
l  udv  ^  UV  —   i  VI 


ou  bi< 

>du. 


Gelte  formule,  qui  ramene  la  recherche  d'une  integrale 

/  udv  ä  Celle  d'une  autre  integrale  i  vdu,  constitue  uue 

methode  d'integraliou  frequemmeut  employee.  On  l'ap- 
pelle  integration  par  parties,  quoiqu'il  füt  peut-etre  plus 
correct  de  la  nomniei"  Integration  par  Jacteurs,  puis- 
qu'elle  est  fondee  sur  la  decomposition  de  la  differentielle 
que  Ton  veut  integrer  en  deux  facteurs. 


I1.XEMPLES. 

■  cosxdx. 


/"'" 
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On  posera 
1  x'cos^^j=  j  x^dsinx  :=  x^sinx  —  2   j  x  sinxdx, 

I  X  sin  xdx  =:  —  |  xcl  cos^  =  —  x  cosx  +  1  cos  xrfx 
=  —  X  cosx  -1-  sinx  -t-  C. 

On  aura  donc,  en  subslituant  celte  valeur  dans  la  pre- 
raiere  egalile, 


/■ 


x^cosx6te=:x'sinj7  -f-  2  j- cosx  —  2  sinx  +  C. 


/^ 


X"'  c'  dx. 
On  a 

Aiusi  Tintegralion  de  x'"e''dx  se  ramene  ä  cellc  de 
^rn-igjr^jp,  qj^  ramencra  de  meme  cetle  derniere  a  celle 
de  x'^'^e'^dx,  et  ainsi  de  suile-,  en  sorte  que,  si  m  est  un 
nombre  enlier  posilif,  on  sera  definitivement  conduit  ä 

chercher  /  e'dx^  qui  est  e'+  C,  et  une  suite  de  substitu- 

tions  donnera  l'integrale  demandee. 
En  prenant  m  =  2,  on  trouverait 

Ix  elant  le  logarithme  neperien  de  x.  On  irouve 
I   Ixdx  =  x\x  —   ix  —  =  x(\x  —  i)  -1-  C. 
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INTEGRATION    PAK    SUBSTITUTION. 

329.  Quelquefois  une  fonction  differenlielle  f[x)dx^ 
qui  n'ctait  pas  immcdiatement  inlegrable,  le  devient  par 
un  changement  de  variable.  Oa  dit  alors  quc  rintegrale 
est  obtenue  par  Substitution. 

Aiusi,  soit  X  =  's>[t)  :  on  a 


'dx=z9' (t)  dt     et 

EXEMPLES. 


I" 


jf[x)dx=jf[oi,t)]^'[t)dt. 
\  [ax  -V-  b^dx. 


On  posera 

ax  -\-  b  n^  t,     d'oü     dx  =1  —• 

a 

Donc 

[ax -^  b j'" dx  =  -    I  t'"dt= h  C, 

a  J  a  m  -{-  i 

(ax  -4-  b)""  dx 


ou 

I    (ax  -i~  h) 


/' 


a         m  -+-  i 
2°  Plus  generalement,  si  l'on  avait  a  irouver 


P 


/[ax  4-  b)dx, 
on  poserait 

ax  -'(-  b  =i  t)     d  ou     £/x  =  — } 

a 

et  alors  on  serait  ramene  ä 

30  r_5x^dx__ 

J  3x^^7' 

On  se  fonde  ici,  pour  le  choix  d'une  nouvelle  variable  t, 
sur  ce  que  le  numerateur  de  la  fonction  differentielle  est 
egal,  ä  un  facieur  constant  pres,  ä  la  differentielle  du 
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denominateur.  Posoiis 


Sx'-f-T^^,      d'oü     j;'<fx  =  —  dt; 

'  12 


il  en  resulte 


bica 


/  -, =  / =  —  1^  -i-  C, 

=  — -l(3x'  +  7)  H-  C. 


4° 


Posons 


/Xl 


\/cr-i-x^  =  t,      d'oü      fl'4-A''r=r;',      xdx  =  tdt. 
Par  suile 


dtr=t-\-C  =  \a'  -i-  x'  -f-  C 


dx 


5°  La  meme  raethode  conduit  a  l'integrale  fiequem- 
ment  employee 

J    X'  ^px-\-  q 

lorsque  Ics  dcux  facteurs  du  premier  degre  dans  lesquels 
se  decompose  x^-h  px  -+-  q  sont  iinaginaires,  c'est-a-dire 

qnand  on  a  g —  ^  o.  On  a  identiquement 


Sir 


x=+^x-4-7==(x-l-f]V(^7-|) 


on 


pose 


x  +  -=m/<7— 4-'      d'oü      dxz=dt\/fi—j--, 


rintejirale  cherchee  dcvient 


arctang?  —  C, 


Saö  couRs  d'analyse. 

on  bien,  ea  rempla9ant  t  par  sa  valeur  en  fonclion  de  x. 


P 


/dx  l  2  ^ 

^-^ 1 —  = =^=:^  arc  tang  — — -^  +  C. 


.r^  -f-  /por  -f  q 


\/'-f      y/'-T 


Ce  resultat  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Nom- 
mons  a  +  6  y — ^  ^^^  ^  —  ^  V  —  *  l^s  racines  imaginaires 
de  l'equation 

x^  A-  px  -\-  q  =z  o. 
On  a 


P 

—  5 
1 


v/-f 


donc  Tintegrale  en  question  pourra  s'ecrire 


/dx  I  X  — «  ^ 
=r:  -  arc  tang  — f-  C 
x^^p 


dx  I  X  —  a 

px  -h  q         S 


r       dx 
J  sJa—Tx'^ 


6« 
1  a 


—  Äj:'        vö      /     .    /         bx^ 


Solt  maintenant 


6^'  /fl  fb 
=i:?2     j-^,^     x  =  fi/-5      dx=^K/-dt:, 

par  suite,  on  a 

ou  euün 

r      dx  I  .     Z'    .  /Ä^ 

i  =  -^  arc  siu  I  X  \/  - 

J  ^a  —  bx'        \Jb  \     V   «/ 


— ^arcsinf-t-C, 

v/6 


C. 
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INTEGRATION  DES  FONCTIONS  RATIONNELLES. 

Cas  des  racines  simples.  —  Gas  particulier  des  racines  simples  imagi- 
naires.  —  Cas  des  racines  multiples.  —  Cas  particulier  des  racines  mul- 
tiples imaginaires. 

int6guAtion  des  FRACTIONS  rationäelles. 
330.  Soit  propose  d'integrer  la  fraclion 

F{x)dx 

F  [x)  etf{x)  etant  des  fonctions  algebriques  entieres 
de  X. 

Si  le  degre  de  F  [x)  n'est  pas  moindre  que  celui  de 
J\x:),  on  peut  diviser  F  [x)  ]^SLvf[x)  jusqu'ä  ce  qu'on 
parvienne  ä  un  reste  o  [x]  d'un  degre  inferieur  ä  celui 
def[x)  5  appelons  Q  le  quollen t,  on  a 

d'oü 


r-^-f^^^-p 


•7 


et  comme  on  sait  obtenir    i  Q^dx,  la  question  est  rame- 

nee  ä  integrer  la  fraction  rationnelle  ^. — —  ?  oü  cp  Ix) 
est  d'un  degre  inferieur  ä  celui  die  f[x). 

CAS    DES    RACIKES    SIMPLES. 

331 .  Nous  allons  donc  chercher 


/ 


5  ( X )  dx 
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Soll  m  le  degre  de  l'equaüon 

f[x)  =  o, 

dont  nous  designerons  les  m  racines  par  a^  b^  c....^h. 

Supposons  d'abord  que  ces  m  racines,  reelles  ou  imagi- 
naires,  soient  loutes  inegales.  Cherclions  ä  determiner, 
si  c'est  possible,  m  constantes  A,  B,  C,...,  K,  de  maniere 
que  l'egalite 

/  ,  <?{^)  AB  K 


/{x)        X  —  a        X  —  b  X  —  / 

soii  veriGee  idenliquemenl.  II  faut  et  il  suffit  que  Ton 
ait,  pour  loute  valeur  de  x, 

X  —  a  X  —  b  X  —  k 

lous  Jesquotients -?  -»••  ?  soni  enliers,  et  les 

^  X  —  a    X  —  b 

inconnues  A,  B,  C.  .  .,   sont  en  nombre  egal  a  w,  on 

pourrait  donc  trouver  leurs  valeurs  en  egalant  les  coeffi- 

cicnls  des  memcs  pnissances  de  x  dans  les  deux  membres ; 

mais  on  emploie  un  moyen  beaucoup  plus  simple,  et  qui 

a  l'avantage  de  faire  voir  que  ces  valeurs  ne  sont  ni  infi- 

nies  ni  indelerminees, 

Faisons  x  =^a  dans  requation  (2)5  puisque  les  racines 

X  —  b 

f{x)  fix)        ,  .  j  1  TA'      -11  /(•^)      J 

,...,  — !^ — L  deviendront  nuls.  üailleurs  de- 

X  —  c  X  —  A  X  —  a 

vient  -  pour  x  ^=  a-^  mais  sa  vraie  valeur,  d'apres  la  regle 

connue,  eslf'[a).  Donc 

o[a)=kf'{a),      d'oü     ^=ß!j~-y 

Cette  valeur  de  A  n'est  pas  infinie,  puisque  a  etant  une 
racine  simple  de  ^{x)^  f  (^ci)  n'est  pas  nulle:  la  valeur 
de  A  est,  en  oulre,  differente  de  o  si  Ton  admet,  ce  qui 


a,  ^,  c,...,  k  sont  toutes  inegales,  les  quolients 
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est  loujours  permis,  que  la  fraction  ^— —  soit  irreduclible. 

Ainsi,  en  donnant  aux  constantes  les  valeurs  finies  et 
deterniinees 

(3)     A=^,i^i,  B=-!i^,...,  K  =  -;/4i, 

re'quation  (2)  est  satisfaite  pour  x  =  a,  x^=b. Elle 

aura  done  lieu  pour  toute  autre  valeur  de  x.  Car,  si  l'e- 
quation  (2)  n'etait  pas  identique,  corame  eile  est  au  plus 
du  dcgre  m  — i  par  rapport  ä  x,  et  qu'elle  est  verifie'e 
pour  les  m  valeurs  de«,  b,  c,.  .  .,  k,  eile  auraitm  racines, 
ce  qui  est  impossible. 


332.  On   peut  encore  parvenir  de  deux   autres  ma- 

'1         1         j     /(-^^ 

nieres  a  la  valeur  de  pour  x  =  a. 

X  —  a  ^ 

1"  On  a  (122) 
f[a-)^f[a^x-a]^f{a)^{x-a)r{a)-^^^^^-r[a)^..., 

et  comme/(a')  est  un  polynome  algebrique,  ce  dcvelop- 
pemenl  est  limite  ;  or,  puisquey^(a)  ^rz  o,  il  se  reduit  ä 


/(x)  =z  (x  -  a)f'{a)  +  ^--_±/"(«)  +  .  .  .  , 


d'oii 


ou 


=/  [,(1)  H (x  —  a)  +  .  .  . , 

X U  1.2  ' 

et,  par  consequent,  pour  x  =  «, 

lim  ^^^  =/'(«). 
X  —  a 

2"  M  etant  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
dans/(x),  on  a 

l^  =n[x  —  b)[x  —  c)...{x~  h). 
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et,  par  suite,  pour  x  ==  a^W  vient 

''■"^  ^,  =U{a-b){a-c)...{a-k)  =/'(«) . 

333.  La  transformation  (i)  etant  ainsi  operee,  on  a 
r<^{x)dx  _     r  Adr  r  Bdx 

J  ~7W~"  j  ^^^'^  J  J^='b^-'-' 

par  consequent 

(4)  r^l^  =  Al(^-n)-f-Bl(^-6)4-.... 

On  se  servira  de  cetle  foriniile  quand  les  racines  a,  b, 
c,.  .  .  ,k  seront  toules  reelles,  et  que  les  differences  x —  a, 
X —  b^.  .  . .  X  —  A'  seront  loutes  positives;  mais  si  x  — a, 
par  exemple.  elait  negative,  il  faudrait  clianger  AI  fx — a) 
en  AI  (a  —  x),  ce  qui  est  permis,  car  on  a 

—  dx          dx 
d\[a  —  J-j  = = 


AI  [X  —  a)  serait imaginaire  (n*^  IGO). 

CAS    PARTICIJLIER    DES    RACINES    SIMPLES    IMAGINAIRES. 

334.  Si  quelques-unes  des  racines  de  requationy(j:)  =  o 
etaient  imaginaires,  la  transformation  (i)  serait  encore 
possible,  mais  le  termecorrespondant  ä  une  racine  ima- 
ginaire dans  la  formale  (4)  se  presenterait  sous  une  forme 
imaginaire.  II  vaut  mieux  alors  operer  de  la  maniere 
suivante. 

Considerons  deux  racines  imaginaires  conjuguees, 

ö  =  a  +  6y/  —  I,      b  =  X  —  Sy  —  i; 
on  aura 

A       ?^")        ?^g  +  gy/'— <  )  _  p    ,  „  ,  — 7 
/  («)       /'(a  +  Sy-ij 

G  et  H  etant  deux  fonctions  reelles  et  rationnelles  de  a  et 
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de  6.  En  changeant  y/ — i  en  —  y  —  i,  on  aura 

on  a  donc 

A  B      _     G  +  H  s/^  G_Hv/^i 

2  Qi{x  —  a]  —  2HS 
~         {x  —  aj^H-g-^        ' 

donc 


Or 


/ 


2Gfx  —  aW^         ^  ,  r, 


I   T  =  2H  arc  tanc    — - — 

IC 


Donc 

A  B 


X  —  a        X 


=  Gl[(x  — a)=+6-]  —  2H  arc  lang  (^-g-~  )  "^  ^' 

De  cette  maniere  on  aura  opere  rintegralion  de  Ja  frac- 

tion  rationnelle  '^-^, 5  si  toutes  les  racines  de  l'equa- 

tiony^(j:)  =  o  sont  inegales. 

335.    ExEMPLES. 

o 'x]         fS  —  ix)  fix  (3  —  lx)dx 


J{x)        x"^ — X —  2  {x^\){x  —  2) 

Posons 

Z  —  IX  A  B 


•r'—  X  —  2        X  -^  i        X  —  2 
En  substituant  successivement  —  i  et  -I-  2  ä  .r  dans 
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<d[x)        3  —  IX  .  5    „  I     T» 

~r-~  — 5  on  aA=  —  -■>  o  =  —  ö*   "^r  conse- 

/    (j7J  IX 1  6  ö 

quent, 

(3  —  7.x)  f/x  5      clx  I       dx 

X^  —  X  2  3x-f-I  '6    X  2 

d'oü 


/ 


2" 


(3  —  o.x)(lx  5  , .  .       I  , ,  X      ^ 

o;-  —  J7  —  2  3  3 

<p  (jt)  1 


J  \^x j        a^  —  x' 
Posons 


a^  —  x'        X  —  a        X  +-  a 
on  a 

A  =  5      B 


y  (xj  2  j:  2«  2« 

d'oü 


OU 


/ 


= ]{x  —  a}-^ \(x  -ha)  -hC, 

^  x^  2  rt  2  a 


dx                i       f  X  -^  a\                     \       (    X  -\-  o' 
C  =r  —  I  1  c 


3° 


a-  —  x'         la     \x — aj  ia     \    x  —  a 

«p  ( .r )  ( 3  .r  -{-  "j  'i  «i.r 


J\  X )         2  .r^  —  3  j:  —  5 

Comme  requalion  ix-  —  Sx-f-S  =o  n'admel  que  des 
racines  imaginalres,  iious  allons  operer  l'integration 
directe  de  cette  fraction  sans  la  de'composer  en  fractions 
plus  simples. 

La  derivee  de  2a-  —  3j:-i-5  est  l^x  —  3  :  divisant 
3x4-7  par  \x  —  3,  on  aura 

3a:  H-  -7  3  3? 


^x  —  3       4       4  (4-^  —  ^) 
et,  par  suite, 

3j-  H-  7        4  4 

2X^  —  3j:-t-5  IX-  —  3jrH-5    ' 
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d'oü 

J  "xx^ — 3j:-f-5      4./  ^-^^ — 3x  — 5       4  j    2'^' — 3x-f-5 
ou 

Or  011  a 


37  r       dx        _  37    /^ 

4    /  2Jr'— 3ar4-5  ~ 'S      1    / 

J  l"- 


3\-       3i 


Celle  (lernlere  inlegrale  est  egale  (11°  329,  5°)  ä 


4  4-^  —  3 

-:r=  arc  lang  - — =:^— 

V^3i  v/3i 


on  a  donc  enfin 

\x  -{-  '])dx 


r  i3a 
J   2-^'- 


=  yl  {2x^—  3x  +  5)  H Lrarc  lang  ^^^^^= h  C. 

4  2y/3i  ^3i 

4°  Plus  generalement ,  si  l'expression  ä  integrer  est 
, — '■ ^ — —rry  on  la  metlra  sous  la  forme 

M    2.{x  —  (x)dx  dx 

-+(Ma  +  N) 


2    (or— a)-+g^         ^  '(x  — a)'4-S' 

Mais  (n«329), 

/2  (j;  —  x]dx         ,  ^,  , 

/rf.r  I  X  —  a 

^-^-—j-j-g-,  =  - arc  lang -^., 
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donc  enfin 


/ 


Mx  -+-  N 
=  -l[v^  — «)'  +  €']  H e arctang  -— h  C. 


CAS    DES    B.ACINES    MULTIPLES. 

336.  Dans  le  cas  oü  le  denominateur  de  ^—r, admei 

des  facteurs  multiples,  c'est-ä-direoül'on  a 

/(x)  =  'M{x  —  a)"{x—  by[x  —  c)9.  .  .{x  —  k), 

il  est  impossible  de  irouver  des  valeurs  de  constantes  A, 
B,  C, . .  . ,  K,  capables  de  verifier  1  idenlite 

<p(x)  A        ,       B 


J\x)        X  —  a        X  —  b 

En  effet,  si  Ton  reduit  tous  les  termes  du  deuxieme 
membre  en  une  seule  fraction,  le  denominateur  de  cetie 
fraction  ne  contiendra  x  —  a  qu'ä  la  premiere  puis- 
sancc ,  tandis  que  ce  binome  entre  ä  la  «'*""  puissance 

dauä/(j:),  et  que  d'ailleurs  la  fraction  ^ — r  est  sup- 

posee  irreductible. 

Afiu  de  decouvrir  le  mode  de  decomposition  propre  ä 
ce  cas 5  supposons  d'abord 

f[x)^{x-aY 
Ou  a,  d'apres  la  serie  de  Taylor  (134), 

>o[x\  <i)[a)  o'(a)         _       I  s"la) 


[x  —  a]"        [x  —  a)"        (JT  — a)"-'     '     1.2  [x  —  a) 
I  o(»-')(a) 

1.2.  .  .  («  —  i)     X  —  a 


n — 2 
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Ce  developpement  iie  s'etend  pas  plus   loin  parce  que 
(p(a?),  dans  le  cas  oü  f{x)  =  [x  —  «)",  est  au  plus  du 

desre  n  —  i .  II  resulte  de  lä  que  ^. — {  est  decomposable 

en  n  fiactions  ayant  chacune  pour  numerateur  une  con- 
stante,  et  pour  denominateur  une  puissance  de  x  —  a. 
Le  probleme  est  ainsi  ramene  ä  integrer  des  fiactions 

de  la  forme '——r-  Cette  differentiellepouvant  se  mel- 

[x  —  a]''  ^ 

,     „            d  (x  —  a)  .       ,        , 

Ire  sous  la  lorme  — ^ -~,  on  voit  que  son  integrale  est 

si  Ä  est  ^  I,  et  1(j:  —  a]  s'i  h  =i. 


{h  —  i)  [x—  af-' 

337.  Cherchons  maintenant  ä  operer  une  decomposi- 
tion  analogue  ä  la  precedente,  dans  le  cas  general,  c'est- 
a-dire  quand  on  a 

fi^x)=iM{x  —  a)"[x  —  b]P[x  —  c)i...  [x—A-)  =  {x  —  a)"/,{x). 

Soient  A,  A,,  A?,  A3,.  .  .,  A„_,,  «  coefficients  assujettis 
a  verifier  l'identite 

o{x]              A.                      A,  A„_,      ,    4-  (.r) 

H h.  .      ■ 


/(jcj        [x  —  ay        (X  — «]"-'       ■■'       x  —  a      fi{x) 

^|/  [x)  etant  un  polynome  rationnel  et  enlier  par  rapport 
ä  X.  Si  l'on  multiplie  cette  equation  par/'(j:)  et  que  l'on 
fasse  passer  dans  le  premier  raembre  les  icrmes  qui  con- 
liennent  A,  Aj,  A^,...,  A„_i,  il  faudra  que  l'on  ail,  pour 
tonte  valeur  de  x^ 


\w[Xj  —  A A| —— ■ 

A  [x  —  ,i)"  [x  —  af-' 


f    .v\  fix)  ,  ,      , 


i       -A.       "  -...-A„_,  — —  ^(.r-fl;"--;^! 

\  [X  —  a]"~^  X  —  a 

Maintenant,  en  developpant  9  [x]  suivant  les  puissances 
de  X  —  a,  on  aura 

o"{n) 
f{a:)  =  <i{a)-j~'f'{a)[x  —  a)  +  —--^[x—a)'-\-.... 
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On  obliendra  ^ourJ'{x)  un  developpenient  analogue; 
mais  conime  a  est  une  racine  multiple  de  l'ordre  n,J'[a), 
f  [a), .  .  .  ,_/""*  [a)  sont  nuUes,  et  l'ou  a  simplement 

•^^  '        1.2.. .n  ^  '         i.2.i...^«H-  i)  ^  ' 

Substituons  ces  valeurs  de  (j-  [x)  et  dey(a:)  dans  Te- 
quation  (i)  :  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
de  {^x  —  a),  le  premier  niembre  deviendra 

in\  A    /-ÜIM 


L'^  ^    '  1.2...  (rtH-l)  '  1.2.  ..n\  ^  ' 

Ll.2  I.2...(rt+2)  '  I.2...(^«-i-l)  M./.../^  I  ' 

-i- 

+    -i A  ~ — —  —  A, ;  •  •  •  I  ( .r  —  ö  i" 

Li. 2.../?  1.1. ..m         '  1.2. . .  (2«-f- 1)        J^  ' 


Or,  conime  le  secoiid  membreestdivisiblepar  (x  —  a)", 
il  doit  en  etrc  de  meme  du  premier.  II  faudra  donc  que 
les  coefficients  de  toules  les  puissances  de  x  —  a,  dans 
le  premier  membre,  jusqu'au  coefficient  de  (,r  —  a)"~' 
inclusivement,  soient  nuls. 

En  egalant  ä  zero  ces  coefficients,  on  aura  n  equalions 
du  premier  degre,  qui  donueront  pour  A,  Aj .  As , .  •  •  5  A„_, 
un  Systeme  unique  de  valeurs  finies  et  determinees,  car  ies 
denominateurs  des  valeurs  inconnues  sont  les  differentes 
puissances  de^^"^  (a),  et  par  hjpoihesey^"^  («)  n'est  pas 
nulle. 

338.  Avant  ainsi  mis  -7-^  sous  la  forme 

A  A,  ,  ,      A„_,       ,    •:/^r) 


(jT — «J"        [X — aj"~'  X  —  a       y,  (.r) ' 
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on  mettra  de  meme -^r- — -sous  la  lorme 


f\  [x)  designant  le  quotient  de  la  division  de  /i  (.r)  par 

[x  —  by. 

En  continuant  de  la  meme  maniere,  on  finira  par  ob- 
lenir  le  developpement 


o{x] 

A                     A. 

1 

:-• 

,      A„_, 

f\^) 

[_x  —  af    '    (x — oi«-' 

X  —  a 

+ 

B                      B, 

-  • 

X  —  b 

{x—bjP        i^x  —  b]P-' 

+ 

C                     C, 

+  .. 

,    c,_. 

[X  C)1           (x  ~  C    '!-' 

X  —  c 

+  . 

-4-  - 

K 

X  —  k 

expression    qui,   multipliee   par   dx^    sera  tres-facile  ä 
integrer. 

La  decomposition  precedente  ne  peut  se  faire  que  d'une 
seule  maniere;  car,  si  les  constanies  Aj,  Aj,...,  A„_,  rela- 
tives ä  la  racine  «,  par  exemple,  etaient  susceptiblcs  de 
plusieurs  valeurs,  on  devrait  les  trouver  en  commencant 
la  decomposition  par  cette  racine.  Or  on  n'a  trouve 
qu'une  seule  valeur  pour  chacune  de  ces  consiantes.  Donc 

la  fraction  „        ne  peut  se  decomposer  que  d'une  seule 

maniere  en  fraclions  simples  de  la  forme  consideree. 
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339.  Si  quelques-unes  des  racines  multiples  de  l'equa- 
tiüny(a:)  =  o   etaient   imaginaires,   le  developpement 
Stlrm.  —  An.^  I.  22 


338  couns  d'analyse. 

j    f(^)         P  .     ,       .         .      .  1, 

de  -——-  reniermerait  des   imaeinaircs  que  1  on  pourrait 

faire  disparaitie  en  gioupant  d'iine  maniere  convenable 
les  termes  relalifs  aux  racines  conjugees;  mais  il  est  plus 
simple  d'opererde  la  maniere  suivanle. 

Soient  a  ri:  o  y' —  i  deux  racines  conjuguees  de  l'equa- 
tion  f{x)  =  o,  et  n  leur  degre  de  mulliplicite.  Posons 


A,x  -\-B, 

B,                           A„_,x-^ 

-B„_, 

-6^]«-^ [X  —  <x) 

'  +  §^ 

A,.r-f-B,  _  A„_,x-^-B„_,         ■^(.r) 

A,  B,  Ai,  Bj,  etc.,  sonl  des  conslanles  qu  il  s'agit  de  de- 
terminer:  ö  (x)  une  fonction  rationnelle  et  eniiere  de  x, 
vi  fi  (x)  le  quniicnt  de  /(x)  divise  par  [(x —  «)*  -h  o']". 
On  doit  avoir  Tiden litc 

^[x)  —  {kx  -4-  B)/,  (j:)  -  (A,x  +  B,)  [(x  —  a)'  --  6']/,  i  j:) 
—  ik.x  H-  BO  [(j:  -     xf-^  S=]'/.  (x) 


—  ( A„_,^  -^  B„_.)  [[x  —  olY-t-  g^]— /.  ( r) 

Les  constantes  A,  B,  Aj,  Bj,  etc..  doivent  donc 
elre  thoisics  de  teile  sorte,  que  le  premier  membre  de 
celte  equation  soit  divisible  par  [(x — a)-H- o^]"ou, 
ce  qui  revienl  au  meme,  de  maniere  que,  pour 
X  =  a  -h  o  \j —  I,  ce  premier  membre dcvienne  nul,  ainsi 
que  ses  n  —  i  premieres  derivees.  On  aura  ainsi  ii  equa- 
lions,  dont  cliacune  se  partagera  en  deux,  car  il  faudra 
egaler  separemeni  ä  zero  la  pariie  reelle  et  la  pariie  inia- 
ginaire  de  chaque  equation. 

Dans  la  premiere  equation,  tous  les  termes,  ä  parlir  du 
second,  contenant  (x  —  a)-  -f-  S^  en  facleur  deviendront 

nuls  pour  x  =  u-\-  &  \j —  i.  Celle  equation  ue  contient 
donc  que  A  et  B,  et  comme  eile  se  decompose  en  deux,  on 
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pourra  ainsi  irouvei-  les  valeurs  de  A  et  B.  Quant  a  la 
seconde  equation,  obtenue  en  prenant  la  derivee  des  deiix 
membres  de  la  premiere,  eile  ne  conliendra  que  A,  ß, 
Aj,  B,  quand  on  aura  fait  x  :=  cc  -{-  S  ^ —  i,  et  comme  A 
et  B  sont  dejä  connus,  et  que  cette  equalion  se  separe  eu 
deux,  eile  donnera  les  valeurs  de  Aj  et  de  B,.  On  oblieu- 
dra  de  la  meme  maniere  les  autres  constantes. 

Ce  calcul  fait,  on  opcrera  ensuite  la  decomposilion  de 

—, — -  en  differents  termes  dont  la  forme,  connue  d'apres 

tout  ce  qui  precede,  dependra  de  la  nature  des  facteurs 
biuomes  de^j  [x). 

340.  Le  cas  des  racines  iniaginaires  multiples  conduit 
donc  ä  integrer  des  ditTerentielles  de  la  forme 

(  A.r-4-  B)dr 

n  etaiit  un  nombre  entier  et  positif.  Or  on  a  idenliquc- 
ment 


/'(A.r-^RW.r    _^    r  X(x  —  a)rl.T  r     (Aa+1 

J  \J^-c.y-^^J]"  -J  [ia;-a)^  +  e^J''  ~^  J  [{x  -  ccY 

Si  l'on  pose 

{x  —  a)'  -f-  5'  =  ^,      d'oii      2  [x  —  a)  dx  =  dt, 
on  a,  ä  une  constanle  pres,  lorsque  n  est^i, 

/A(x  —  a)  dx     _   r^dt  _  A 


^)dx 


2  [n  —  i)L(-^  — 
et,  lorsque  «  =  i , 

ay  -\-  6^]"-' 

rk{x  —  a)dx         A,r, 
J    (x— a)»-l-6=         2     '--             > 

+  6^. 

Reste  donc  a  determiner 

r     (AaH-B)rfj: 

22. 
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Pour  cela,  soit  x  —  a  ==:  oz,  d'oü  dx  ==  Sr/z  •,  on  a 

r    (Aa+  B)r/.r      _  Aa  -I-  B     /*       dz 


en  Sorte  qu  on  est  ramene  ä  trouver 

dz 


h 


c'estdonc  cette  derniere  inlegration  qui  doit  mainlenant 
nous  occuper. 

341 .  On  a  identiquement 
Mais 

9.  z  dz 


et 

"y.zdz 


d\ \ 1: 


(i  +  z^r 

par  consequent,  en  integrant  par  parties,  on  a 

J*    zV/z  z  1  r        dz 

(i-f-z')«~~       (2«  —  2)  (i-t- z*)"-'    '    2.n~  2.  j  (i-f-  z')"-'* 

Substituant  cette  valeur  dans  (i),  il  vient,  en  reduisani, 

/dz        _  z  in  —  Zrdz 

(i -T-z-)"  ~  (2/2  —  2)  (i  H-z')"-'        in  —  ij   (i-f-  z'j"-'" 

Ainsi  la  recherche  de    /  est  ramenee  ä  celle  de 

r    ^2      ,    .  ,    ., 

I ^ —  ;  de  menie  cette  derniere  serait  ramenee  a 

Celle  de    / •>  et  ainsi  de  suite,  et  comme  n  est 

J  (i-t-^^j"-' 

un  nombre  eniier  posiiif,  on  sera  finalement  couduil  a  la 
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recherche  de    / ^  qui  est  egale  ä  arctang^.  L'inle- 

^            dz  •  11     j        (Aa  +  B)r/x 

eralion  de  • — —•,  et  par  suite  celle  de  ;— — ■ — ; — ^-r- ? 

se  trouvera  ainsi  effectuee. 

/dz 
—  de  la  maniere 
[i  +  z^r 


suivante. 

Posons 

t: 

=  arctangz; 

il  en  resulte 

dt  = 

dz 

dz 

dl 

!  +  :: 

,i' 

[i  -\-  z- 

')"     ( 

i-l-z^j"-' 

or 

1 

I 

=  cos' 

i, 

dz 

=  cos'"-' 

+  z^ 

(' 

^  z')" 

par 

suite 

r 

dz 

/  cos'"- 

-Udt. 

ji. 

+  . 

^"'r    . 

Oneonnait  differentes  manieres  de  parvenir  a  ciette  der- 
niere  integrale  :  une  des  plus  simples  consiste  ä  develop- 
per  cos^"~^t  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  t  [ISi, 
formules  (i)  et  (•^)].  On  oblient  ainsi  un  developpement 
limite,  et  donl  chaque  terme,  multiplie  par  dt^  s'integre 
tres-facilement. 
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INTEGRATION  DES  FUNCTIONS  IRRATION^^LLES. 

Fonctions  qui  ne  contiennent  que  des  irrationnelles  monömes.  —  Fonc- 
lions  qui  contiennent  un  rndical  du  second  degre.  —  Intc(;ration  des 
diflcrentielles  binömes. —  Casd'inteßrabilite. — Formules  de  reduclion. 


FOKCTIOKS    QUI   KE  CONTIENKENT     QUE  DES    IRRATIOANELLES 
MONOMES. 

343.  Une  fonclion  qui  ne  contient  que  des  monomes 
irralionnels  est  toujours  integrable.  Ainsi,supposons  que 
Von  veuille  obtenir 


r 


I  -+-  i^x  —  \/x^)  dx 


i-^\lx 
Celle  integrale  peut  s'ecrire 

\^  I  -f-  .r    —  X    I 


ß 


dx 


Or,  si  l'on  fait 

jc-r=r%     d'oü     dx  =^6t^dt^ 
on  aura  la  fraction  rationnelle 

(i  ->-  t^  -—  t*]  Gt^dt 

VTc^ ' 

ou 

6dt  ( —  r  -]~  t^ -\- 1^  —  t*  -h  t-  —  i  -h 


I  -t- 1' 
dorn  l'integrale  est  egale  ä 

—  -  ?8-4-  -  f '  +  f«  —  -  f'  H-  2?'  —  6^-!- Gare  tan"/  +  C, 
475 

et  il  ne  resle  plus  qua  reniplacer  t  par  y  x. 
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3AA.  On  ramene  au  cas  precedent  toule  fonciion  qui 
ne  contient  que  des  radicaux  portant  sur  un  meine  bi- 
nome  du  prämier  degre.  Ainsi,  soit  ä  clierche. 


/ 


[x'+^{ax-h  bf]dr 


X  H-  sjax  -j-  b 
ün  posera  ax  -h  ^  =  f*,  d'oü 


,      dx'=z ,      J [ax -\-  by  =  t* 

II  a 

par  suite  on  n'aura  plus  ä  inlegrer  que  la  fraction  ration- 

nelle 

6   t^'V.t^—bY-x-  aU'^dl 
1?  t^—  b  -{-  at^ 


fokctioks  qtjl  coktienkent  un  radical  du  second 
degrj!;. 

345.  Nous  passonsmaintenant  ä  Tintegration  des  fonc- 
tions  qui  contieniient  la  racine  carree  d'un  trinome  du 
deuxieme  degre,  tel  que  a  -{-  bx  -\-  x-  on  a-\-  bx  —  x'^  : 
Je  trinome  peut  toujours  etre  ramene  ä  l'une  de  ces  deux 
formes  en  faisant  sortir  du  radical  le  coefficient  de  x^  pris 
avec  le  sigue  -f-. 

La  melliode  que  Fon  emploie  consiste  ä  transformer  x, 

\ja-\-  bx±  X-  et  dx  en  fonclions  rationnelles  d'une  nou- 
velle  variable,  de  maniere  ä  ramener  le  probleme  ä  l'in- 
tegration  dune  fonetion  rationnelle. 

Supposons  d'abord  que  le  terme  x-,  sous  le  radical, 
soit  precede  du  signe  +.  Ou  pourrait  indifferemment 
poser 

yia  -{-  bx  +  x''  =  z  zh:  ^; 

prenons  z  —  x  5  en  elevant  au  carre,  on  aura 

a  -\-  bx  ^  z^  —  1XZ) 
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d'oü 

z^  —  a 

(l)  J 


6  -h  2Z 
(2)  S^a  -^  bx  -{-  x'^  =^  z  —  x=^ 


6  H-  2Z 


,,,                 [h  -^ -xzSizdz  —  fz'  —  a)idz        ia -\- hz -^  z'^]'idz 
( o  1     aar  rr: ^ = . 

(6  -f-  2Zj'  \^b  -+-  2zj' 

La  substiiution  des  valeurs  (i),  {2),  (3),  dans  la  fonc- 
tion  donnee,  la  changera  en  une  foncliori  rationnelle  de  z, 
quil  sera  des  lors  facile  d'integrer. 

3i6.  On  peut  encore,  quand  a  est  >o,  poser 

\^a  -+-  bx  -;-  x"^  =  y/a  -}-  jtz ; 

en  elevant  au  carie  et  divisant  Ics  dciix  membres  par  x, 
on  aura 

b  -\-  X  z=z'i.z\a  -\-  xz^ ; 
d'oii 

iz\n  —  b 
(4;  x=       ^_^.     ' 

\a  —  bz  -^  sjü 

I  —  z' 

\  (i  —  bz  -^  \  a  )  idz 


(5)  \1  a  -f-  bx  -i-  jc'  ^ 

(6)  ^/o:  = 


,i-z^)' 

347.     ExEMPLES. 

dx 


J  S'ci 


bx  -+-  x"^ 
Eniployons  la  preniiere  iransrormation  et  posons 


y'«  -i-  bx  -i-  x^  :=  z  —  X. 
D'apres  les  formules  (2)  et  (3),  on  aura 

J   y/ a  -r-  bx -t- x^  /    _    .    2  ^  ^  / 
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donc,  en  remplacant  z  par  sa  valeur  x  -f-  \ja  -\-  bx  -<r  x^, 
on  aura 

r  rfX  /6  ; , \ 

I =  1     -  -}-  J7  +  V  «  H-  ^-^  -I-  -^^    +  C. 

J  y/«  +  /»x -r- ^'  \=^  y 

QuanJ  b  =  o,  cette  formule  devient 


/ 


^^ —  =  1 :  X  +  v'a  +  x^}  +  C. 

y/«  -t-  X- 


o^.r  +  h)  dx 


-\-  bx  ^  x^ 


11  est  facile  de  ramener  celte  integrale  ä  la  prece'dente; 
on  a 

(b 
{h  -\-  '2x)dx 


d  \J a  -t-  bx  ^r-  x'^  =^ 


{-  +  x]dx 


.  ^  a  -\-  bx  -i-  x^        \Ja  -\-  b^ 


Si  le  numerateur  de  la  fonetion  proposee  elait  -  -h  x,  on 
pourrait  immediatement  integrer  cette  fonetion.  Or 

b         \   .  [ .       gb\ 

^     dr 


I      ^  i\  I         ö  1  - -I- -^ W-^      U'  — 

(gx  -^  /ijdx  ^  1  I  \  2 


^a  -r-  bx  -i-  j?'         sja  -\-  bx  -)-  x'^        y  «  +  Ax  +  x^ 
donc 

(^x  -I-  h\dx 


I 


^a  ~{-  bx  -f-  x^ 

dx 


6j:  -t-  x' 


=  ^v/a-t-6x-i-j:2+ (/!  —  —  )  l( — h^-^v'"-f-'^•^-^-•^    i+C. 

348.   Otcupons-nous  mainlenant  de  Tintegralion  de 
f\X,  ^a-x-bx  —  x'^iilx. 
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D'abord,  si  a  est  positif,  on  peut  employer  la  seconde 
tratisformalion.  On  posera 


\la  +  bx  —  a:^z=^  \Ja  -+-  xz,      d'oü      b  —  o;  =  2Z  ya  -t-  xz- ; 

donc 

b  —  iz\la 

^    '  I  -1-  z- 

,_,                         ,          li^z'sfä  — bz~\Ja)(iz 
(i)  fir  =  —         -^  -    - 


l' 


z' ) 


349.  II  existe  une  troisieme  transformalion  qui  permet 
d'integrer 

f\x,  \]a  -^  bxzn  x'J  dx, 

quand  les  deux  racines  du  trinome  a-^bx±  x^  sont 
reelles  (dans  le  cas  oii  x'^  et  le  terrae  consiaiit  sous  le  ra- 
dical  oiit  le  signe  — ,  les  racines  doivent  elre  reelles,  pour 
que  le  trinome  ne  soit  pas  constainmenl  negatif). 

Supposons  d'abord  que  le  terrae  x^  sous  le  radical  ait 
le  signe  -h  ;  soient  a  et  6  les  racines  de  lequaiion 

«  -{-  tx  -t-  o:'  =  o, 

on  aura 

a  -\-  bx  -r-  x^=^  [x  —  a)  [x  —  6). 

Posons 


^ a  ->r  bx  -i-  x''  =  [x  —  a)  z     DU     a  -h  bx  -i-  x''  =  (x  —  a-^z^, 
il  en  resulte 

(ar  — a;(x  — 6J  =  (^  —  ot-Yz'-,      DU     a:  —  6  =  ^x  —  a)  z'j 
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par  consequenl, 

6  —  «z' 

(I)  X 


1  —  z^ 


^  2 )   y  rt!  +  0 j?  +  x'  =  ( o:  —  a )  z  =  1 :^ a  )  3  — 


I  ■ S'  /  1  —  z' 

,„.     ,          — fi  —  z^)2azc?z-f- (6  —  az^)2z^/z        2(6 — (/.)zdz 
[6)  dx= =:  — ^ — ■  • 

II  faut  modlfier  ces  formules,  quand  le  terme  x^  est 
precede  du  signe  —  :  on  ecrit  dans  ce  cas 

a  -\-  bx  —  x^  :=  [x  —  a )  ( §  —  ^)- 
Posons 


sja  -\-  bx  —  x"^  ^=.  [x  —  a]  z, 
d'oü 

6  —  X  =z  i^x  —  a)  z', 

et,  par  suite, 

ir\  e  +  az' 


(5y  \ja-T   bx  —  ^'=fj7 — a) 

(6)    dx 


(^  —  aU 


I  -i-z' 
{\-\-  z'^)ia.zdz  —  ( 6  -h  rj_z^)'>.zdz        2  (  a  —  &)zdz 


3\1 


350.  On  peut  appliquer  cette  melhode  ä 


/; 


dx 


^a  -+-  bx  —  x' 
mais  il  est  plus  simple  de  ramener  cette  integrale  a 

dt 


I-. 


ili  —  f 
Ona 

dx  dx 


^a-\-bx  —  x"^  I  h''-         /  h 


V"~^4~l"      2 


■j4<5  coürs  d'a^alyse. 

Soit  maintenant 


2 

on  a 


/  b'         „  / 

^1/«  +  — j       doü      ö'x  =  —  dtK/a 


V 


r rix _        rdt 

J  \l a  -^  bx  —  x^  J   V  I  —  '^ 

Si  a  =  o, 


b  —  IX 
arc  cos  -  +  C. 

V  4  «  -T-  b^ 


f 


fix  b  —  ; 

=  arc  cos  — — 

\lbx  —  x'  b 


3S1.  Les  melhodes  precedenles  permetient  d'integrer 
une  lonclion  rationnelle /(a:,  \Jx  -i-  a,  \jx  -j-  b)  dx,  qui 
coniient  des  radicaux  du  deuxieme  degre  portant  sur 
deux  binomcs  differents  du  premier  degre.  En  efTct,  po- 
sons 

\x  ~r  fi  ^  z, 
d'oü 


=  z-  —  a,      sjx  -t-  6  =:  yz'  —  a  -{-  b,      dx  z^  izdz. 


Par  suite,  f{x,  sjx-ha.  \!x-^-b)dx  devieiU  une  cer- 
taine  fonetion  F  ' z,  ^ z^  —  a-i-  b)  dz^  qu'il  est  possible 
d  inlegrer  d'apres  les  metliodes  exposees  dans  cette  Lecon. 


IKT^GRATIOK    DES    DIFF^RENTIELLES    BIKOMES.    CAS 

D  INTEGRABILIT6. 

3o2.  On  appelle  diflereniielles  binomes  Celles  qui  sont 

de  la  forme 

x'"[a  +  bx")Pdx. 

On  ne  diminue  pas  la  generalite  de  cette  formule  en 
supposant  que   ni  et  Ji  soient  des  nombres  enliers  5   si 

l'ou   avait,    par  exemple,  x' '^a -{- ^j:'y  Jjc,    on    ferait 


VTNGT-NEUVIEME    LE(JON.  34() 

x  =  2^,  d'oü  dx  =^6z^dz,  et  la  question  serait  ramenee 
ä  integrer  6z^  [a -i-  bz^ydz,  diirerentielle  binöme  dans 
laquelle  les  exposants  de  z,  hors  de  la  paienihese  et  dans 
la  parenthese,  sont  des  nombres  entiers. 

On  peut  de  plus  supposer  n  posilif,  car  si  Von  veut  in- 
legrer x'"  [a-i-  bx~")P  dx,  il  sufFit   de  faire  x  =  -  pour 

ramener  cette  inlegration  ä  celle  de  —  z~'"~^  [a  -t-  bz"Yfiz, 
oü  Texposant  de  la  variable,  dans  la  parenthese,  est  po- 
sitif. 

Quant  ä  p,  on  doitle  supposer  fraclionnaire.  En  effet, 
si  p  etait  un  nombre  entier  positif,  on  aurait,  en  develop- 
j)ant  [a  -+-  bx"y,  un  polynome  entier,  et  si  p  etait  entier 
et  negatif,  on  aurait  une  fraction  rationnelle;  dans  ces 
deuxcas,  l'integrale  s'obtiendrait  par  les  procedesqui  ont 
eie  exposes  dans  les  precedentes  Lecons. 

353.   Pour    Irouver   d'autres  cas  oü  la    difierentielle 

x'"  [a  -h  bx"Y dxT^msse  elre  integree,  posons 

a  -h  bx"  =1  z, 
d  oü 


IT)  '     ""  =  ^ 
La  differentielle  devient  alors 


I 

nb 


et  riulegralion  pourra  sc  faire  si 


(i)  =  un  nombre  entier. 

'  n 

En  effet,  si  p  est  egal  ä  la  fraction  -■>  en  faisant  z  =  f 

on  sera  ramene  au  cas  d'une  fonction  rationnelle.  L'inte- 
gration  sera  donc  possible. 
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3o4.  On  trouve  im  autre  caraclere  d'integrabilile,  en 
ecrivant  la  diirerenlielle  binöme  sous  celte  forme  : 

j;m+np  lax-"  -\-  b)P  dx. 

La  condition  qui  vieni  d'ctre  trouvee  devient  pour  celte 

P  ,       m  -r-  np  -\-  i 

lormule  : ?  ou 

—  n 

/    \                      /»  -f-  I  ,  . 

(2)  H  A»  =  un  nombre  entier, 

condition  qui  pourra  etre  remplie,  quand  la  premiere  ne 
le  sera  pas. 

Par  exemple,  pour  la  differenlielle  x*  [a  -f-  bx^)  ^ dx^ 
on  a 

3      ~  3'      ~3~    '    "3  ~~^' 

et  la  deuxieme  condition  d'integrabilite  se  trouve  seule 
remplie. 

n^DLCTION    DE   l'eXPOSAMT   DE  X  HOUS   DE    LA    PARENXni^SE. 

355.  Comme  il  n'est  pas  possible,  en  general,  d'inle- 
grer  la  differenlielle  binome  j:'"  (a  -}-  bx^y  dx,  il  faul  la 
ramener  ä  d'autres  integrales  plus  simples;  on  y  parvient 
au  moyen  de  l'integration  par  parlies.  On  a 

en  posant 

(n  -J-  h.r"  />+' 


et,  par  suite, 


I  =0;«-«+'  _- , /  X"'-"  ia-^-bx-'J'+'dx. 


bx"\Pdx 
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La  nouvelle  integrale  conlenue  dans  cetieformule  sera 
plus  simple  que  la  proposee  si  vi  est  positif  et  plus  grand 
que  n.^  et  p  negatif,  car  alors  ^  + 1  aura  une  valeur  ab- 
solue  moindre  que/?.  Mais  on  peut  trouver  uue  formule 
dans  laquelle  l'exposanl  de  x  hors  de  la  parenlhese  soit 
seul  diminue.  En  effet,  on  a  identiquement 

j.m-„  fgi  _^  bx")P-*-^  =  x"*-"  [a  H-  bx"]P  [a  -^  bx") 

=  ax"'-"  {a  +  bx")P  +  bx'"  [a  +  bx")P. 
Par  consequent, 

=  "   l  ^'"'"  («  -^  bx")P  dx  -\-  b   I  x'"  {a  -h  bx")P  rix. 
Subslituant  celte  valeur  dans  l'equation  (a),  on  aura 

I  x"'  [a  -\-  bx"]P  dx 

(■« -J-/;.r"~;P+'         /w  — /i-fl         r  ,  ,       ,       , 

nb{p-r\)  nbip-hi)     J 

m  —  n  -+-1        r 

--J-, b   I  X"'  [a  -1-  ba^'  /  dx. 

/lb{jJ-^l;       J 

Par  suite,  en  transposant  le  dernier  terrae  et  reduisant, 

(  /  jy"  [a  +  b.r")Pdx 

]       .7f-"-^'{a-\~bx")P-^^       n'm — n-f-i) 


(-^ 


b  [np  -i-  w  -t-  I  j        b  np-i-m- 


0  r 

—    I  x-'"-"(a- 


bx",Pdx. 


L'integration  de  x'"  [a  +  bx"Y  dx  est  ainsi  rameuee  ä 
la  recherche  de 

/  x'"-"[a  4-  bx^'iP dx-^ 
on  fera  dependre  telle-ci  de 

x"'-'^"{a  -r-  bx"Pdx, 


f 
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et  ainsi  de  suite,  en  sorle  que  si  in  est  posltif  et  plus  grand 
que  «,  en  designant  par  in  le  plus  grand  multiple  de  ti 
qui  soitinferieur  ä  m,  on  sera  raraene,  apres  un  nombre/ 
de  reductions,  ä  Tiniegrale 


/^ 


' a  -f-  bx'')P  d.r. 


Si  l'on  avait  ni  —  in  =^  n  —  i,  cette  derniere  integrale 
pourrait  s'oblenir  i mmedia lernen t,  car  eile  deviendrait 


.f- 


rt6(/>  -+-  l\ 


Mais  I  egante  m  —  in  ^=:  n  —  i  revient  a =  ^  -{-  i, 

et  la  premiere  condition  d'integrabilite  (353)  est  rem- 
plie. 

Lorsque  Tip  -{-  ni  -\-  i  =  o,  le  second  membre  de  (A) 
prend  la  forme  oo  — co  ,  et  cette  formale  devient  illu- 

soire.  JMais,  comme h  p  est  egal  a  o,  c  est-a-dire  a 

un  nombre  entier,  on  retombe  dans  le  second  cas  d'inte- 
grabilite (3o4),  et  l'integrale  s'obtient  directement. 

R^DUCTION    DE    l'eXPOSANT    DU    BINOME. 

3o6.  Dans  la  Iransformation  (A)  la  reduction  portait 
sur  Texposant  de  x  hors  de  la  parenthese,  tandis  que  le 
facteur  [a  -\-  bx"Y  ne  changeait  pas.  On  peut  maintenant, 
au  contraire,  laissant  le  facteur  a:™  invariable,  ramener 
la  recherche  de  l'integrale  proposee  ä  celle  d'une  inte- 
grale dans  laquelle  Texposant  de  a -^  bx"  sera  dimiuue 
d'un  certain  nombre  d'uniles. 

En  effet,  comme 

x""  la  -+-  bx")P  dx=  [a  -h  baf^Y  d » 

'  ■^  //2   -t-  I 
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on  aura,  en  inlegrant  par  parties, 


l  zw  -I-  I  PI  -hl     J 


bx" )!'  dx 

(g)  <: 


Par  cette  formule,  l'cxposant  du  binome  a  -\-  bx"  a  bien 
ete  diminue  d'une  unite,  mais  l'exposant  de  x  hors  de  la 
parenthese  a  ete  augmente  de  n  unites.  Pour  reduire  ce 
dernier  exposant,  on  change  m  en  ni  H-  n.,  et  p  en  p  —  i , 
dans  l'equalion  (A)  ;  il  vient 


A  ( rt/^  +  /«  -T-  I )        b{  np  -I-  A«  H- 1 ) 
par  suite,  en  portant  cette  valeur  dans  l'equation  (o), 


/• 


jy"(rt  +  bx'')P  dx 

j^'-*-'  (flt  -f-  ^r«)/-  npr""-^'  (a  H-  bx"Y 


m  -r-  I 

(ot  -i-  i)  [np  H-  //i  -\-  l) 

,        ""P 

j  j:"'{a  -+-  bx'-y-'dx. 

np  -f-  //.  +  I 

et,  en  reduisant, 

[     i  x'"  {a -\- bx"  P  dx 

^     '    1             x"'+'{a^bx")P 

1                                       \   t"'  1  n    ]    h  r"\P— 

■'dx. 

\               np  +  /«  -t-  I 

np-hm-hij 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  otera  successivement 
de  p  toutes  les  unites  que  conlient  cet  exposant. 

'3öl .  La  formule  (B)  devient  illusoire  quand  on  a 
n/}  -h  m  -\-  1  =  o ; 
niais  alors  ou  retombe  dans  le   second  cas  d'integrabi- 
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lite  (354),  et  l'integrale  cherchee  s'obtient  par  un  clian- 

gement  de  variable. 

Ell  resume,  l'emploi  des  formules  (A)  et  (P))  fera  de- 

pendre  l'inlegrale   /  x'"  [a  -+-  hx" )''  dx,  quand  m  et  p  sont 

posilifs,  de  l'integrale  plus  simple 


f 


'—'"  .  a  4-  bx"  ]P-''  (Ix . 


in  etaiit  le  plus  grand  multiple  de  ii,  Inferieur  ä  m,  et  k 
la  partie  entiere  de  p. 

Par  exemple,  on  ramenera  l'iiUegrale 


/ 


T'  [a  -+-  bx" )  ^  dx 

a     \  X  [a -^  bx^Y  dx ,    en  la   reduisant  successivement, 
par  la  formale  (A),  aux  suivantes  : 

/  X*  [a  -+-  bx^y  dx ,        i  X  [n  -+-  bx-)'-  dx, 

et  cette  derniere,  par  la  formule  ( B) ,  aux  suivantes  : 

l  X  [a  ^  bx^ydx,         j  X  [a  -h  bx')^dx. 

FORMULES    DE   REDLCTION    DANS    LE   CAS    Oü    LES    EXPOSAKTS 
111    ET    p    SONT    IXEGATIFS. 

338.  Quand  in  et  p  sont  negatifs,  les  formules  (A) 
et  (B)  ne  reduisentpas  la  differentielle  binome  a  une  plus 
simple  expression  5  mais  elles  conduisent  ä  deux  nou- 
velles  formules,  qui  operent  la  reduction  dans  ce  cas. 

Occupons-nous  d'abord  de  diminuer  l'exposant  de  x. 
hors  de  la  parenthese.  Pour  cela,  tirons  de  lequation  (A) 

la  valeur  de   l'integrale    1  x'"'"  [a  ~- bx" Y  dx  ^   ce    qui 
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donne 


= ^ '-^ I  .r'"   fl-4-  bx")l'ci.i 

{^in  —  n  -\-i)a  (/«  —  f/  ->-i)  a  J 


Ensuite  changeons  m  — -  n  en  —  ui  ou  m  en  —  m  -\-  n  : 
nous  aurons 


\f^"" 


-f-  b.T"  ]P  dx  z=  — 


iC]      )^  ['n-x)a 

^     '      ]  b{np-^n  —  m-^,~\)    r  ,      ^     , 

/  H —!- — '■ \  .■r-'"+"  in  ^  bx^Y dx. 

f  [rn—ija  J 

Par  l'cmploi  repete  de  cette  formule,  l'integrale  cher- 
chee  pourra  elre  lamenee  ä  la  suivante  : 


/ 


^_„+(,+,)„  1^^  _^  bx^y  dx, 

dans  laqiielle  in  represente  le  plus  grand  multiple  de  n 
contenu  dans  m. 
Si  Ton  avait 

//2    -}-,[?■  -f-  I  )«   =  «  1  , 

la  derniere  integrale  deviendrait 

1  X"-'  ia  -4-  bx")Pdx  —  - — ^ ' u  G. 

J  nb{p-hi) 

Mais  comme  on  a 
—  «/  -f- 1 


—  /  ::=  un  nombre  enticr, 

on  retombe  dans  le  premier  cas  dMntegrabilite. 

359.  Lorsque  p  est  negalif,  on  tire  de  la  formule  (B) 


/' 


-i-  bx'')P-'dx 

.r'"+'  (a  -f-  bx"]P         np  -\-  m  -\- \    ^* 
arip  aii^ 

23. 


-  I  x'"  (  a  -h  bx"  j  P  (Ix. 
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Si  Ton  change  dans  ce  resullat  p  —  i  en  — p  o\jl  p  en 
—  p  -h  i,  on  aura 

i     I  x'"(a-h-  bx"  )-P  dx  =  —, ^ 

/  w^  1     /  an[p  —  i) 

/ '—   j  x"'(a  -{-  bx")-P-^'dx. 

Si  p  est  plus  grand  que  i,  la  valeur  absolue  de  l'ex- 
posant  du  binome  sera  diminuee  d'une  unite;  en  conti- 
nuant  la  reduction ,  on  finira  donc  par  ramener  cet 
exposant  ä  etre  compris  entre  o  et  i. 

Quand  /?  =  I,  cette  formule  devient  illusoire,  mais  ce 
cas  est  un  de  ceux  oü  Ton  sait  integrer. 

360-  Une  diflerentielle  de  la  forme 
a-?(ö.r'-j-  bx')P  d.T 

peut  se  mettre  sous  la  forme  x'^'^''p  [a  -^  bx'~''Y  fix,  et 
devient  ainsi  une  diirercnliclle  biuöme. 

361.  Les  fcrmules  precedenles  permeltent  d'integrer 
la  diflerentielle 

x'"dx 


VI 


qui,  d'ailleurs,  tombe  toujours  dans  Tun  des  deux  cas  d'in- 
tegrabilite.  La  fcrmule  (A)  donne  alors 


/x^dx     __        ^'^~'\|^—x-        w  —  ^    rx"'-^dx 
TT^^ ""         "'       '    '"  J  \/i-^' 

En  faisant  successivement  m  =  i ,  3,  5,...,  on  aura 
xdx 


f 


_  — V^i  — xS 

.  V'i— x^ 


r    x^  dx  x''    , ^        2    r    xdx 

J   sjl—x^  "^  ^^  '    3 J  ^i—a:^ 

J"*    x^dx  X*    , ■        4   r    '^dx 

,  =  —  ^  y/i  — x=  +  5  1 
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d'oii  Ton  tire 

rxdx  ,- 

-=  =  -  v'i-^r^ 
.    VI  — •^- 

j  ^/T^:^  -  ~  1 5 -^  375 -^  773:5)  ^' -  "'' 

et,  en  general,  si  m  est  uri  nombre  impair, 

J''    3rf"dx 

|_  m  [m  —  2jm  \.5...m      J 


/ 


Si  in  etait  un  nombre  pair,  on  arriverait  ä  la  formule 

r'"  dx 


rjf-^      (//7— i)x"'-'  i.3.5...(/«— i)    1    

L    rn  [m  —  i)m  2./j.b..//J         J 

1 . 3 . 5 .  . .  ( w  —  1 )  . 

H -;—pi arc  sinar  -t-  C. 

2.4.D.  .  .m 

EXEUCICES. 
4.  Calculer 

r     dx 

J  x^  \/i  —  x' 
Solution.  —  Gelte  integrale  se  ramene  ä    /    .  ^     en  posant 


X  =  SlIUJ). 

2.  Calculer 


x=  ■        ^" 


J  ^i" 


/jx'f- 
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Solution.  —  On  a,  ä  une  constunte  pres, 


,-  I        ,  \la  +  bx'^  —  \l(i  1  I 

X  = -_  1 1 ==^  -! 5 

3.  Cnlciitcr 

^        r       da: 


7  (ö 


Solution.     X  =  —  , 

«    y^/n^bx^       -Ma+bx^ 

A.  Cdlculer 

dx 


bx'Y 
b^ 


X 


■} 


[  c  +  ex'' )  \J n  +  bx''' 
Solution.  —  Si  bc  ~  ae  est  positif, 

Y  I  I  (    V^(  '^  ~t"  ^•^''  \  c  -V-  X  \Jbc  —  ne  ,  _ 

i^[hc  —  ae)c     \ /( a  +  ij;' )  c  —  xyjbc  —  ae 

si  bc  —  «e  est  negatif, 

arc  tang  (  \^ ae  —  bc  ■ —  )  4-  C. 


Q.^[ae  —  bc)  c  '   \  \/^^a  +  bx']c 

ö.  Calculer 

J   x 


•  ^  x"^ -\- X 1 

donncr  la  tangentc,  le  sinus  et  le  cosinus  de  cette  integrale. 

Solution.  X  =  arc  sin  - — —  +  C. 

En  supposant  nulle  la  conslante  arbitraire,  on  a 

...       .r— 2                      ■i.\/x^->t-x—i      ^        „  X  —  1 

sinX  = —■,   cosX  =  — '^ — 3   tangX  — 


X  \/b  X  \Jb  2  yj x'-  -+-  .r  —  i 
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INTfiGRATION  DES  FONCTIONS  TRANSCENDANTES. 

Fonctions  qui  se  ramenent  aux  fonctions  algebriques.  —  Integrale  da 
z"P(Ix.  — Integration  de  quelques  fonctions  exponentielles  et  trigo- 
nometriques  —  Integration  des  produits  de  sinus  ou  de  cosinus. — 
Integralion  de  sin"'jrcos"art/d;. 


FONCTIONS    QUI    SE    RAMENEJVT    AUX    FONCTIONS 
ALGEBRIQUES. 

362.   Oll  ramene  aux  fonctions  algebriques,  par  une 
simple  Substitution,  les  intei;rales  qui  renfernient  sous 

le  signe  |  une  fonction  algebrique  d'une  transcendante, 

multipliee  par  la  differentielle  de  cette  transcendante  : 
telles  sont  les  integrales 


I  J^{s\nx)  cosxdx ,         j  y^  cosjc)  sinxdx , 

1/ (arc  sin.r) ■>         // (arc  tango:) 

J  \/i  — .r^         J  "         i-h. 


dx 

■ ! 

X 


Par  exemple,  si  l'on  veut  obtenir 

dx 


f 


{\x]" 


1  ii     ,    dx  , 

on  posera  Ix  :=  2,  d  ou  —  =:^  dz,  et,  par  suite, 

/dx        r  z"+' 

X  J  «  +  1 
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ou 

/,,     ,    dx         (l.r)"+' 
{\xY—  =-i — '- hC. 
'       X               fl-i-l 

INTEGRALE  DE  Z^Pdx. 

363.  Cherclions  ä  integrer  une  fonction  teile  que 
z"Vdx,  z  etant  une  fonction  transcendante  de  x.  Po- 
sons,  a  cet  effet, 

Jp./.r==Q,       Jq^^^.  =  R,       Jp4^^x  =  S,...: 

on  a 

A"  P</x  =   Tz"  f/Q  =  <^z"  —  n  I  z"-  '  Qdz , 

fz"-'  Qdz  =   Tc-'r/R  =  Rz"-'  —  '/?  —  1^  jz"-'Rdz, 
Cz'-^  R  r/z  =  Tz"-'  ^S  =  Sz"-'  —  («  —  2j   Tz"  -'  S  f/z  . . ; 

par  consequent, 

(A)       I  z"Pdx  =  Qz"  —  nRz"-'  -+-  n[ii  —  i)  Sz"-^  — 

La  loi  de  ce  developpement  est  evidente.  On  aura  Tin- 
tegrale  cherchee  si  n  est  un  nombre  entier  positif,  et  si 
Ton  sait  obtenir  les  integrales  designees  par  Q,  R.,  S,  etc. 

364.  EXEMPLES. 

1°  j  x'""'  {\xYdx: 

on  a 

dz  I 


p  =  x"- 

',      z  =  \x. 

dx        X 

par  consequent, 

Qz=— , 
III 

R=  — ^ 

III  ^ 

+  c. 
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donc 

1  x"'-'{\x)"dx 

_.    n  in  —  iK  .  .3.2.  i"l 
—  ^-  J 

Si,  dans  cetle formale,  on  pose  Ix  =  z,  on  aura 

/  z"e""c/z  =      ~\z" ="-'  + :—  z"~'  —  . .  .      +  C. 

J  rn  |_  in  nr  J 

2"  /  (aicsino:)"«^/./-. 

11  faudra  faire  ici 

z  =  arcsinx,     P  =i. 
Oll  aura 

Q  =    /  Pflx  =  x, 

(l.T 


JX  (l.T 


v'l-.rS 


dx 


—  V  '  —  -^^     --.  =  —  x-, 


^d.r 


^l—  x\ 


U  =    /  dx  =  X, 

et  ainsi  de  suite;  la  siibslitution  de  ces  valeurs  dans  la 
formvile  (A)  donnera,  en  groupant  convenablement  los 
termes, 

~x[z"—  n  («— 1)3"-^4-«(«  — 0  («  — 2)(/2  —  3)3"-*  — ...] 


/i  —  x'[nz"-'  —  /i  {n  —  i)  {n  —  2)  a"-'  +  . 
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Lorsque  n  esl  un  uombre  enlier  positif,  ces  deux  seiies 
se  lorminent  d'clles-memes. 

Si  l'oa  pose  arcsino:  ^=;  r,  on  aura 


y/ 1  —  ^-^  =  cosz,      dx  z=z  ioszdz, 
el  la  formule  precedente  deviondra 


/ 


z" cosz  dz 


:sinz[z" — n' n—^  \^z"~-+n[n —  i)  [n  —  2)  [n  —  3'  z"~' — ...1 
-f-  cosz  [riz"~'  —  n  {n  —  i)  ("  ' —  ^]  ^"~^  +...]. 


Celle  derniere  formule  est  d'ailleurs  une  consequence 
d'une  autre  plus  generale.  Ün  a 

j  /{x)cosxdxz:^/[.z)smx —    j  y    v)smxdx, 

I  /'  {x)sinxdx  z-  — y'(;r)  cos.r -h   |  f"[x)cosxdx, 

1  f"\x)  cosxdx  =/"[x)  sinx  —    /  /'" [x]  sinjrr/x, 

et  ainsi  de  suile^  par  consequent 

f/{x)  cosxdx  =  [/(.r)  — /"  (x)  +/"'(.r)  —  .  .  .]  sin^ 

+  [/':x)-/"'{x)  +/V  [x]-..  .]  cosx, 

et  l'integrale  pourra  toujours  etre  obtenue  s\f{x)  est  une 
fonclion  algebrique  et  entiere. 

365.  Quand  n  est  un  nombre  negatif  ou  fractionnaire, 
ledeveloppement  (A)  renferme  un  nombie  infini  de  ler- 
mes*,  il  faut  alors  recourir  ä  des  artiüces  pariiculiers 
pour  avoir  Tintegrale. 

EXEMPLES. 

r  dx 

J  M"' 

n  etant  un  nombre  entier  positif:  si  Tori  pose  \x  =  z, 
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cette  integrale  reviendra  a  i    — ~  et  1  on  aura,  en   inte- 
giant  par  parties, 

r  c^dz  _  e^  \         r       dz 

J   ~^  --  ^n-i)z-^'^  n-ij  ^'^^" 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  fera  depeiidre  /       y^ 

/e'dz 
'- — ?  qu'on  n'a  encorepuobtenirqu'au  moyen  d'une 

Serie,  et  l'inteirrale  cherchee  de  I  j-— • 

/e'xdx 

posons 

l'integrale  proposee  devient  alors 

En  inlegrant  par  parties,  on  aura 

et,  par  suite, 

/e^  X  dx  I     e'        e'~'  e* 

{i-\-  xf        e     z  z  i  +  j: 

INTEGRATION     DE     (QUELQUES      FONCTIOJVS     EXPONEKTIELLES 

ET  trigonom6tuiques. 

366.  Les   integrales  j  e"^ cosbx  dx  el  j  c'"  sin bxdx 
peuveutelredeterminees  simultanement  au  moyen  de  l'in- 
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tegration  par  parties.  On  a,  a  cause  de  e'^-^  dx  =  d —  , 

fe<"                   b    r 
c"^cosbxdx  =     -  cosbx  -\ /  r-^'sin  bxdx, 

/e°'    .                b    r 
e" sxabxdx  =  —  sin  6a:  ■ |  c"''co<=,bxdx. 
u                     aj. 

De  ces  deux  equations  on  tire 


,      ,         e°^  [acoibx -r- bsmbx) 
c^cosbxdx  =^ j-, r  C, 


e°'  (as\nbx  —  bcosbx) 

c^smbxdx  = -i- C 

a'  -i-  0' 


367.  On  peul  encore  deduire  ce  resultat  de  la  formule 

^"^''-'^^dx  =  - =-_, 

J  a  -T-  b  y'—  t 

oü,  apres  avoir  remplace  las  exponentielles  imaginaires 
par  leurs  exprcssions  trigonometriques,  on   egalera   les 
parties  reelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres. 
Plus  generalemeni,  pour  oblenir 

I  z"e"~cosOzdz     et      I  z'^e'^- sin bz  dz. 

il  suffit  de  remplacer^  dans  la  derniere  formule,  n°  36 i,  i ", 
m  par  a  —  b  \^  —  i ,  et  d'egaler  separement  les  parties 
reelles  et  les  parties  imaginaires  des  deux  membres. 

368.  On  integre  y( sin  j:,  cosx)  <^/x,  /  designant  unc 
fonetion  rationuelle,  en  posant  tang  -  x=:  r:.  II  en  resulte 


2 


.      I  I  iz 

sm  X  =:  2 sin  -  a;cos  -  x 


2  2  I  H-  2- 

I  .1  I  — 

cosa;  ^  cos'  -  X  —  sin'  -  X  ^zi 


2  2  \-\-  Z' 

idz 


dx  =:: 


1-1-2^ 
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d'oü 


/     02  I  z''\ 


O.Z         I  —  z''\     irlz 

1  +  z^  /  H-  z' 


fonction  rationnelle  par  rapport  ä  z. 

369,  Voici  quelques  fonctions  trigonometriques  qui  se 
presentent  souvent  dans  les  calculs  et  dont  l'inlegration 
s'oblient  avec  facilile. 


sinx  = -\-  L. 


\°  t  ?,\nxcosxdx  zr^   I  sinxrfsii 

Oll  peut  aussi  ecrire 

1  9,mxco%xdx=i  -    I  %mixdxzrz  j    j  sin^xd  ^ix). 

Donc 

rsmxcosxdx  =:  —  y  cosao:  +  C. 
4 

II  est  aise  de  s'assurer  qua  ces  deux  expressions  de   la 
meme  integrale  ne  difl'erent  que  par  une  constanle. 

r        ,  rdcosx        ,  _ 

2°  /  tAW'xdx  =^  —    I    —  =  —  Icosj:  +  C, 

J  J     c"s^ 


/ 


VdWJixdx  =z  1 1-  C. 

cosx 


cotxdx=   I  —. ;=lsinx  +  G. 

J    sin^ 


dx 


r        dr  I    cos^r  [*  dianux        ,  ^ 

4"         -. ^     I    -; =       -.: =  lfangx4-G. 

J   sinjTCOsx  f      sin.r        J     tango: 


5"  /  -T— 


I  I 

sin  —  .rcos  —  x 
1  2 
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J  cosa?  "^  \4       2     / 

Cette  integrale  se  deduit  de  la  precedente  en  rempla9ant  x 


par  — V  oc. 

^         2 


=  —  2  v'2  cos  -  X  -i-  C. 
'  2 

On  trouvera  de  la  nieme  manicre 

fd.r  J 1  -i-  cos  X  =  2  v^2  si  n  -  r  +  C. 

8°  r— -^ 

^  asinxH-ocosx 

On  pourrait  ici  employer  la  melliode  generale  (368)^ 
mais  il  vaut  mieux  ecrire 


/. 


dx  T  /^  dx 


sino:  +  ^cosx        Ja^ -i- h'     I      «sinx  Acos^ 


ya^  -1-  6»        y'a'  +  b' 

Si    Ton   pnse -=^ ^z^;  =  cos/r      et      - —  -  =r  sinÄ^. 

\/a^  -h  b^  sjii'  +  b^ 

on  aui  a 


r         d.r  _       •         r      ''-^ 

^  asiiix  -j-  6cosx        Jgi   ]    ^1    I  sin  (x  ^ 
ou  bien  (5°) 


^' 


/<^/x                                         1              ,                X  -f-  /  ^ 

— ^ , = 1  tanü C. 
a  sinx  ^ 


+  bcosx        Ja'-\-  b' 
dx 


h 


:sinx  +  ücosx-  H-  c 
II  faul  employer,  dans  ce  cas,  la  melhode  generale  (367), 
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et  poser  lang-  x  =  ^  :  on  est  alors  conduit  ä  integrer  la 


2 

la  fi'action  rationnelle 


o.dz 


laz  -1-6(1  —  z- )  -\-  cU-i-  z'^) 
ceqnl  donne,  suivant  les  cas, 


1                             ic  —  lA  \.nnü,\x  -^  a 
arc  tans  ^ " —  9 


sjc^  —  b^  --  a^  \/c'  —  b-  —  a^ 

ou 


I  ,  (c  —  h    tAUii  ^x  -\-  a  —  Ja''  +  b-  —  c' 

1   »^ -f-  C. 


\/rtr'  -H  b'  —  c^      {c  ~  b)  VMVJ^^.r  H-  «  -f-  v''^''  H-  Ä^  —  c^ 
IKT^GllATION    DES    PRODUITS    DE    SINUS    ET    DE    COSINUS. 

370.   Soit  propose  de  trouver 

/  sin  [^ax  H-  b)s\n  [a' x  -+-  b')  dx. 

On  a,  d'apres  une  formule  connuc, 

sin  [ax  -j-  Z»)  sin  [a! x  -f-  ^') 

cos  [((7  —  a')x  -^  h  —  b']  rci?,\(a  -h  fl')  x  -H  />>  -t-  ft'] 

2  2 

d'oü 


1  sin  [ax  -1-  ^j  sin  \^a' x  -|-  Z»')  <^/x 


sin|(<7  — a')x-H  ^  — //]       sin[V7 -!- (7').r-t-Äj4-Aj 


2(fl  —  «';  2(«  -t-  «') 

Gelte  formule  devient  illusoire  quand  a—  a' \  mais, 
dans  ce  cas,  le  terme 

cos[[a  —  n')x-\-b  —  b']  ^^^ 
2 

sereduita  - — -rfx,  dontl  integrale  est x. 


3G8  couRs  d'analyse. 

En  general ,  il  sera  toujours  possible  d'iuiegrer  un 
produit  d'aulant  de  sinus  et  de  cosinus  que  l'on  voudra, 
lorsque  las  arcs  se  presenteront  sous  la  forme  ax  -\-  b, 
puisqu'ou  saura  toujours  Iransformer  ce  produit  en  une 
Summe  de  sinus  ou  de  cosinus. 

371.  On  peut,  par  ce  nioyen,  determiner 

I  sin"xdx     et       |  cos"jrr/j:, 

quand  n  est  iin  nombre  entier  positif  5  mais  il  vaut  mieux 
developper  sin"x  et  cos"a:  en  fonclion  des  sinus  ou  des 
cosinus  des  multiples  de  x.  Ainsi,  par  exeniple,  comme 

sin'^  =:  — T  isinSx  —  SsinSx-i-  losinx), 

ID 


on  a 


/ 


1(1  5 

ID  \       5  3 


INTEGRATION    DES    DIFF^RENTIELLES    DE    LA    FORME 

sin'"xcos"xf/x. 
372.   Si  Ton  pose  sinx=  z,  d'oü 

-L  _JL 

cosx  =^[i  —  z''Y      et     clx  =  [\  —  z')    ^ dz, 

on  a 

n  —  I 

sin^jT  co9,"xdx  :=  z'"  (1  —  z^j     '    dz, 

d'oü  l'on  voit  que  si  n  est  un  nombre  entier  impair,  po- 
sitif  ou  negatif,  on  pourra  integrer,  quel  que  soit  tu.  On 
verra  de  meme,  en  faisant  cosx  =  z,  que  l'integration 
pourra  se  faire  quand  ni  sera  un  nombre  entier  impair, 
positif  ou  negatif. 

Dans  tous  les  cas,  qucls  que  soient  m  et  «,  on  ramene 
cette  integrale  ä  d'autres  plus  simples  au  moyen  de  l'in- 
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tegration  par  parlies.  On  a 

/  sin'"j:cos''jr</j:'=  |  cos"~'x  sin^'x  cos^t^/x 

C  .  ,,  ■       s        r  ,sin"'+'.r 

=  I  cos"~' JTsm^j-a  sinx)  =  |  cos"""'xf/ > 

J  .'  f"-^^ 

et  par  consequent 

(  r  ■ 

1      /  sin'" x  cos" X dx 

(SM 
'        J  siiT"-*-'.»?  n  —  T     /    . 

I  =^cos"~'x \- I  S}n'"^^a:cos"~'xdx. 

'  ni  -r  l  ni  —r  i  J 

Cette  formule  est  avantageuse  lorsque  m  est  negalif, 
et  72  posilif.  Mais  il  est  possible  d  obtenir  une  formule 
dans  laquelle  Texposan  t  n seul  soi t  diminue de  deux  unites. 

Pour  cela,  observons  que 

sin"'+- o:  cos"~^x  =  sin"  j:  ( i  —  cos'x)  cos""- x, 

QU 

sin'""^=ar  cos"^-.r  =:  sin^jrcos""^^;  —  sin"'a:cos"x, 
d  oü 

I  sin'"''"^^  cos"~-.r^.r 

=  I  sia'"xcos"~-a.-<'/x —    |  sin^arcos"^  Ja:. 
Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  (ß),  il  vient 


sin'"    '.r 
sin^JT  cos"xdx  =  cos"~' j: 


H I  sin'"x  cos"~'xr/a: —   \  s\n"' x cos" x dx\  ■> 

ou  bien,  en  reduisant, 

dx 


'I      < 


i     1  siiVx  cos^x* 

j  sin"'"^'.r c()S"~'.r         n  —  \     T  . 

I        =z H I  sm'"x  cus"~^xdx. 

\  m  -r-  n  in  -r  "  J 

Stcrm.  —  An.,  I.  24 


3-0  couRS  d'akalyse. 


Ai„siJsi„".cos"x^.es.rameneeä/si„"-.cos"-:.^.. 

On    ramenerait    de    meine    cette    derniere    integrale   a 

fsur.r  cos"--x,&,  e.  ainsi  de  suile;  en  Sorte  que  ,i  n es. 

un  nombre  entier  positif,  on  sera  conduit  ä  1  une  des  deux 

integrales  |  sin'"j:r/x,  ou  /  sin"'xcosx<r/x,  suivant  que  ti 

estpair  ou  impair,  integrales  qu'onsait  obtenir.  En  eflei, 
nous  avons  indique  plus  haut  (371 )  le  nioyen  de  calculer 

I  s\n"^xdx,  quand  m  est  un  nombre  entier  positif,  et, 

d'un  autre  cote,  on  a 


/  sm^jc  cosxdx  =  /  ■iin'"a:d'äinx  = [-  C. 


373.  La  formule  (B)  devientillusoire  quand  m  =  —  n; 
mais,  danscecas,  la  formule  (/3)  donne 

r  ,  tanfi"'+'.r  r 

I  taT\g/"xax  = f  tang"""*"' jrax. 

Changeons  maintenant  m  -h  2  en  m  ou  m  en  m  —  2,  et 
resolvons  par  rapport  ä  /  i2Ln^"'xdx  :  il  vieut 

(C)  I  taDg"X(lx= '■ I  tang'"-'^:^^:. 

Celle  formule  sert  ä  reduire  Texposant  de  tangx,  et  con- 
duit, Selon  que  m  est  pair  ou  impair,  ä 


dx  z=z  X  -i-  C, 
ou  a 


/' 


/ 


tan"xdx  =  —  1  cos^  -h  C. 


314f.  La  formule  (B)  fait  porter  la  reduction  sur  l'ex- 
posant  de  coso:.  Mais  on  peut  en  obtenir  une  autre  qui 

reduise  l'exposant  de  sina:  eu  remplacanl  x  par-  — x, 
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m  par  ncXn  par  in  dans  la  formule  (B),  ce  qui  donne 

l     /  sin"'j:cos''xr/x 

j  sin"'~' j:cos"'*''.r        ni  —  i     /    . 

f       = 1 I  sin'"~'xcos"a:«jr, 

\  m  -T  n  ni  -\-  n  J 

Cette  formule  sert  ä  reduire  Texposant  de  sina:  lorsque 
mestposilif.  Si  /zestunnombre  enlierpair,ona  vuqu'au 
moyen  de  la  formule   (B)  on  ramenait  l'integrale  pro- 

posee  a  ri.uegrale/Mn-x.te.  Mahuena,,.,  au  „,oye„  do 
la  formule  (D),  ou  la  ramenera,  si  m  est  impair,  ä  l'inte- 
grale /  sina:r/j:  =  —  cosx -(- C,  et,  si /n  est  pair,  ä  l'inte- 
grale /  dx  =^  x  -f-  G.  Donc,  lorsque  m  et  n  seront  entiers 
et  positifs,  il  sera  toujours  possible  de  trouver  l'integrale 


/ 


sin  or  cos'x«x. 


375.  Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  ne  pour- 
raient  etre  employecs  dans  le  cas  oii  Fun  des  exposants  m 
et  n,  ou  tous  les  deux,  seraient  negalifs.  Mais  elles  en 
fournissentd'auires,  qui  permettent  de  faire  les  reductions 
dans  ces  derniers  cas. 

Supposons  in  negatif,  n  etant  posilif  ou  negatif ;  en 
remplacant  in  par  —  m  -}-  2,  dans  la  formule  (D),  et  en 
resolvaut  par  rapport  ä  l'integrale  qui  est  dans  le  second 
membre,  on  aura 

,    /^cns".rr/.r  cos""^'^  m^-n  —  1   f  cns"x 

(E;  I   — : ■  =  — -^ i-  — / clx: 

J     sm"'x  (/« —  i)sm'"~'jr  ni  —  i     J  sin'-''~'^x 

l-integrale  propo.ee  .e  .amenera  donc  kfcos'.dx  ou  ä 


/ 


CO  S^'  .27 

-  dx,  suivant  que  m  sera  pair  ou  impair. 


2^. 
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376.  On  deduit  de  la  formule  (D),  ea  supposant  n  ~-  o, 

,^.       r  .  ,  sin"'~' xcosr        m  —  i     /*  . 

J  tn  III      J 

et,  par  consequenl,  si  m  est  pair, 

/*  .                         cosr  r 
I  sm'"xdx^= sii 


\n'"~' X -\ — sin'"~*J" 

in  —  2 


I  (w— i)(/w-3)  . 

.^.    ]  (m  — 2)(/W— 4) 

'  im  —  i]{ni  —  3 ) . . .  3 . 1    . 

[m — \)[m  —  3)...3.i  .r 

*  [ni — 2)  (/w — ^)...f^. 0.111 

et  si  m  est  impair, 


1  c  ■  m  j      ^^^^  r  ■  „ 

l    I  i\n'"xd.r^ sin" 

< 

i  (/w  —  i)(/??  —  3  • .  .2"! 

[  ^  r'»-2)('«-4)--^J' 


'  x-{ sin'"~'j: 

in — 2 

(U)  <: " 


On  obtiendra  de  la  meme  maniere 

(;os"u:</x. 


/'^ 


EXERCICES. 

1.   Cnlculer 

J   n-t-  b  cosO 

Trailer  ä  pari  le  cas  de  a  =  b  et  comparer  le  resultat  avec  celui 
qiie  donne  la  formale  generale. 

SoLiTiox.    rt>  ö     X  —  -^=^=  arc cos  ; +  C, 

^a-—b'  a-^bcosd         ' 

I                /h-h  a 
lang  -  0  -i-  4  /  7 

fl  <  6),        X  =  -— 1  ^T^^"  "^  ^' 

V  «■'  —  «'  I  n  jb  -\-a 

*  lang  -  9  —  1  / 1 

='2  Y  Ä  —  ß 

a  =  ^,     X  =  -  tans-^^C. 
a  -1 
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2.  Calculer 

J  (a-^bcosf)f' 


«sino  /'       dB 

Solution,   la- —  b-j'X.=  — r-r „  —  v  /  — r^/.~:;:„,ü' 

^  '  a-i-b  cos  9         J  n-\-  b  cos  ö 

On  est  ramene  ä  la  question  precedenle.  Si  «  =  ^, 
a^  X  =  -  tan»  -  0  —  -;  tang"  -  &. 


3.  Calculer 

"dx  \(\  —  x) 


_    ra'.rUi- 
J  x\' 


SOLUTIO.N.       X  — =  1  ;1  —  .C)  +  2  1  ^— +  G. 
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o 

DES  INTEGRALES  DfiPINIES. 

Definitions  et  notations.  —  Signilication  geometrique.  —  Exemplcs  d'in- 
tegrales  definies.  —  Des  integrales  considerees  comme  limites  de 
sommes.  —  Remarques  diverses.  —  Calcul  approche  d'une  integrale 
definie.  —  Nouvelle  demonstration  de  la  serie  de  Taylor. 


D^FINITIOKS    ET    JSOTATIOKS. 


377.  Lorsque  (p  {x)  est  une  fonction  de  x,  dont  la  dif- 
ferentielle  esty(.r)  dx.,  on  a 


/ 


f[x)  dx  =  <f{x)  -f-  C; 

y  {x)  -+-  C  est  nommee  Vintegrale  indcßnie  de  la  diffe- 
rentielle  f  [x)  dx.  Ordinairement  on  fixe  la  valeur  de  la 
constante  indeterminee  C  d'apres  la  condition  que  l'in- 
legrale  devienne  nulle  pour  uue  valeur  particuliere  a, 
attribuee  ä  x.  Dans  cette  hypotbese,  Q^^^  — ?  (^)  ^^ 


/ 


II  reste  encore  dans  cette  expression  une  indeterminee  x\ 
mais  si  Ton  donne  ä  x  une  valeur  particuliere  £,  l'inte- 
grale,  qui  devient  (f[b)  —  ?('2),  est  completement  de- 

terminee.  On  la  represente  par  la  notation  /    J  [x)  dx^ 

Ja 

et  on  la  designe  sous  le  noui  d'integrale  definie^  prise 
entre  les  limites  a  et  b,  ou  depuis  x  =^  a  jusqu'a  o:  ^=  6, 
On  a  donc 


£ 
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Ainsi  la  valeur  de  l'integrale  definie  s'obliendra  en  fai- 
sant  dans  l'integrale  indefinie  x^=a,  puis  x  =^  h ^  et 
retranchant  le  premier  resultat  du  second. 

SIGKIFICATION    g60m6tUIQUE    DE    l'uVTÖGIIALE    D^FIKIE. 

378.  Solt  CMD  la  courbe  doiit  requalion  en  coordon- 
nees  reclangulaires  est  j z=zi f  l^x) .  On  a  vii  i^\\Q.f[x)dx 
etait  la  differentielle  de  l'aire  d'uu  segment  termine  ä  une 

ordonnee  variable  :  \  f[x)  dx  est  donc,  d'une  maniere 

generale,  l'aire  comprise  enlre 
la  courbe,  Taxe  des  abscisses 
et  deux  ordonnees  quelconques. 
Mais  si  la  constante  arbilraire 
est  determinee  d'apres  la  condi- 
tion  que  Tinlegrale  ou  l'aire  soit 
nulle  pour  x  =  OA  =  a,  OP  =  x 
etant  l'abscisse  dun  point  quelconque  de  la  courbe,  la 
valeur  de  l'integrale  pour  cette  valeur  de  x  sera  la  sur- 
face  ACMP.  Par  consequent,  si  Ton  y  fait  x=:OB  =  ^, 
la  valeur  de  l'integrale  representee,  comme  nous  l'avons 

dit  plus  baut,  par  /    f[x)dx,  sera  la  surface  CABD, 

comprise  entre  la  courbe,  Taxe  Ojc  et  les  deux  ordonnees 
fixes  AC  et  BD. 


379. 


EXEMPLES    d'iNTEGUALES    D^FIINIES. 

cc"  dx  = r-  C : 

«4-1 

Jj;"  dx  ^=  )      si  «  -t-  1  est  positif. 


3-6  couns  d'analyse. 

I 


/(■^J 


3  or^  —  2  or  +  5 


i 


*    ,    ,    ,  I  Zx  —  I 

/  [x]  clx  =r^  ~-z=z  arc  tang  zz^ !-  C, 

\'4  v^'4 


f. 


f  x\dx  ■=  — IT—  I  arc  tang  — r=r  —  arc  tang  — =r 

V^V  v/i4  V'i4 


I  s/i4 

-=  arc  tang-— 

v/i4  ö 


rdx     ,       ^        r%/jr     , /z-x 

r^/x  I  cc 
=  -  arc  tang  -   -f-  C, 
ä'-  -\-  X-        a              ^  a 


=1  -  arc  tan"  i  = 


a'-  -i-  X-        a  "  4 « 


5" 


£ 

fdx                      .             r^  C^       dx 
=:  arc  sinj:  H-  C,         |      ■ 
.    V'  — -^^  Jo     VI  — 


„  1,7  I  .3.5.  .  .  {in  —  i)  TT 


j       sin' 


2.4-Ö. . .2ä 


Celle  derniere  integrale  se  deduit  de  la  formule  (G)  du 
n°  376,  dont  tous  les  terraes,  a  l'exceptlon  du  dernier, 
s'annulent  aux  deux  Hmltes. 

IKT^GUALES    DEFIMES    CONSID^REES    COMME    LIMITES 
DE    SOMMES. 

380.  Dans  ce  qui  precede,  on  supposey(j:)  finie  et 
eontinue  depuis  x  =^  a  jusqu'ä  x  =  £.  Dans  ce  cas,  /'^>^- 

tegrale  deßnie  j     f{x)  clx  est  la  limile  de  la  somme 

Ja 

des  'valeurs  iiißniinent  pelites  de  la  dijjerentielle 
f{x)dx,  lorsque  x  varie,  par  degres  insensibles,  de- 
puis a  jusqu^ä  b. 


F 

Z 

7 

I. 

y 

^-^H^ 

D 

-^ 

w 

1    ''^■ 

Y 

c 

/ 

E 

_ 

0 

A 

~. 

?' 

ß           X 
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Supposons,  pour  fixer  les  idees,  a  molndre  que  ^,  et 
adaiettonsque/'(j:)  croisse  con- 
slamment  depuisyfrt)  jusqu'a 
f{h).  Consideions  la  courbe 
CMD,  dont  l'equation,  en  coor- 
doniiees  rectangulaires,  est 

SoientOA=:ö,  OB=Z»,  OP  =  a:,  MP=j,  PF=  Aa:. 
On  a  vu,  dans  le  calcul  differentiel ,  que  Taire  CADB 
elait  egale  ä  la  limlte  de  la  somme  d'iine  infinite  de 
rectangles  tels  que  MPP'I.  Or  on  a  MPP'I  ^J{x)  Ax-, 
donc,  si  Ton  designe  par  S  [/  (^)  Ax]  la  somme  de  tous 
ces  rectangles,  on  aura 

aireCABD=  /    f[x)c{x  —  \{m^[/{x)äx]=^[f{x)(Ix], 

ce  quMl  s'agissait  de  demonlrer. 

On  demonlre  encore  ce  theoreme  d'une  maniere  pu- 
rement  analytique.  En  effet,  soit  ^  [x)  l'une  qiielconque 
des  integrales  de  f{x)  dx^  en  sorle  que  f  \x)  -—  ^'  [x)  : 
on  aura 

o  [x  -r-  ^x)  —  y  (x;  =  [<ji'  [x)  -+-  a]  ^^j 
DU 

(l)  Ao{x)  =  [f{x^-^a]Sr, 

a.  etant  une  fonction  de  x  qui  s'annule  en  meme  tcmps 
que  Ax.  Or,  si  Ton  fait  varier  x  pardegres  quelconques 
egaux  ou  inegaux,  mais  de  plus  en  plus  rapproches.  de- 
puis  x=^a  jusqu'a  x^=b,  on  obtiendra,  pour  cliaque 
valeur  attribuee  ä  x,  une  equation  analogue  ä  Tequa- 
tion  (i) ;  en  ajoutant  toutes  ces  equations,  on  aura  dans 
le  premier  membre  la  somme  des  valeiirs  de  Ao(x), 
c'est-ä-dire  Taccroissement  total  de  o  (x)  ou  cj.  (L)  — o  [a^ : 
il  viendra  donc 


(^) 


H=^[/{^l^-^]+^{^^^r 


3'^  couns  d'analyse. 

Mais,  d'apres  un  llieoreme  demontre  (16),  on  a 

lim  ^   (aAx)  =  o. 

Donc  requatioii  (2)  devient,  en  passant  ä  la  liniite, 

Jr»b 
f{x)  dx  =  lim  2  [/(•^)  ^^J=2  ^-^(-^^  '^•^^- 
a 

Ainsi  l'integrale  definie  est  la  liniite  vers  laquelle  tend 
la  somme  des  produits  tels  (^e  f[x)  Ax  quand  x  varie 
par  degres  de  plus  en  plus  rapproclies,  depuis  a  jus- 
qu'ä  b.,  ou,  sous  une  forme  plus  abregee,  l'integrale  est 
la  somme  des  valeurs  iufiniment  petites  de  la  differen- 
tielle. 

C'est  ä  cause  de  cette  propriete  que  l'on  designe  les 

integrales  par  le  signe  1  ,  lettre  initiale  du  niot  somme, 

REMARQUES    SUR    LES    IKTltORALES    D^FINIES. 

381.  Dans  la  formule 


f  f{x)  dx  = 
Ja 


(i)  I     f{x)dx  =  <ij{b)  —  o{a). 

Ja 

a  peut  etre  plus  petit  ou  plus  grand  que  b.  Ordinaire- 
menton  fait  en  sorte  que  asoit  inferieur  ä  b.  Or,  quand 
il  n'en  est  pas  ainsi,  on  ramene  aisement  ce  cas  au  pre- 
mier.  En  effet,  la  formule  (1)  donne 


(2)  /     f[x)dx=r,[a)—<:i{b)', 

Jb 

d'oü  il  resulte  que 

Jn  a  nh 

I     f[x)dxz=—   I      f(x)dx. 
b  Ja. 
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Ainsi  Von  peut  intervertir  l'ordre  des  limites  d'une 
integrale  definie,  poiuvu  que  Von  change  le  signe  du 
resultat. 

382.  Si  c  est  une  valcur  de  x  comprise  entre  a  et  h, 
on  aura 

j     f  [x]  clx  —  t^  [b]  —  t^  [a]^         \      /{a:)(!x  =  cf{c)—^{a)^ 
J  a  Ja 

I     /{x)dx  =  rf{bj—^{c); 


donc 


f[a:)da:=i     f  ,  .r)  cU  ^    \     f  [a:]  clx. 
a  >J  a  «^  c 


On  peut  encore  demontrer  cette  formule  en  s'appiiyant 
sur  le  theoreme  du  n"  380,  ou  bien  ea  remontant  a  l'in- 
terpretation  geometrique  des  integrales  definics. 

On  demontrerail  de  nierae  que 


f{x)dx=.  I    /{x)dx-+-  I    /[x)dx-h  I    fyx)dx-\-  j    f\x)d. 
a  t/n  Je  Je  t^  p 


et  ainsi  de  suite. 
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383.  Quand  on  ne  sait  pas  integrer  une  differentielle 
donneey  (x)  dx^  on  peut  souvent  parvenir  ä  deux  limites 

qui  comprennent  l'integrale  definie  |     /  (.r)  dx.  Pour 

Ja 

cela,  soit  ^[x)  une  fonction  de  x  teile,  que  <\>  [x)  soit 
moindreque/(x)  pour  loutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  elb.  Se  dis  qu'on  a  l'inegaliie 


f{x)äx':>  \  ^[■'^)dx. 

a  Ja 


38o  coiRs  d'analyse. 

La  consideration  des  courbes  ]e  demontre  d'abord  tres- 

simplement.  En  effet,  soient  CMD  et  C'M'D'  les  courbes 

Fig.  72.  dont  les  equatioiis  sont  respec- 

comme  de 


x  =^  OA  =  a     ä     a:  =  OB  =  b, 
on  a 

la  courbe  C'jM'D'  sera   au-dessous  de  la  courbe  CMD 
entre  les  ordonnees  CA  et  BD ;  par  consequent  ou  aura 

aire  CABD  >  aiie  C'ABD', 


ou 

(0 


f'x)dx^  j      ■l{x)dx. 


Autrement :  puisque/  [x]  —  '^  (x)  est  ^  o,  pourtoutes 
les  valeurs  de  x^  depuis  x  =^  a  jusqu'äo:  =  b,  Tintegrale 

J      [./  (•^)  — ^  (•^■)]  ^-^5  dont  la  derivee  est  positive,  croit 

cn  meme  temps  que  x,  et  comme  cette  integrale  est  nulle 
pour  x  =  a,  eile  est  loujours  positive  :  on  a  donc 

/      [/W-  -^W]^^>o»      o"       /     f\^)dx'^  j      •}^{x)dx. 
Ja  Ja  Ja 

De  memc,  sl    /  [x]   est  une  fonction  de  x  teile,  que 
/^  [x)  surpasse /(x),  de  x  =  a  ä  a:  r^;:  Z>,  on  aura 

Jrt  b  /^  b 

f{x)dx<:i  /    y.[^)fi^' 
a  Ja 

Par  consequent,  si  l'ou  sait  integrer  ^[x)dx  et  y{x)dx^ 
on  aura  deux  limites  qui  comprendront  /     /^(x)  dx. 

Ja 

38i.     ExEMPLE. 

I 

dx 


i 


o     y^  1  —  X* 
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Taut  que  X  est  plus  pellt  que  i ,  on  a 


'     <-.' 


y/  I  —  ar-*  y  1  —  X- 

et,  par  suite, 

r'i  r'i    dx         /'2     cix 

dx<  <        -~_=. 

i/o  «^o     y/i — ■^■'        ^o     V'  —  •^' 

Or 

1      Jji-  =  o,5,       /      -p^_;;==^  =  aresin  -  =o,5'23ß.  .. . 
Donc  on  aura 

r  ^    dx 

o,5-<   /        :  <Co,523b.  ■  .  ■ 

Jo     V'  J  —  x^ 

KOUVELLE   DKMONSTR  VTION    DE   LA    FOr.MlJLE   DE   TAYLOR. 

38o.  Les  proprietes  des  integrales  dednies  conduisent 
ä  une  nouvelle  demonstralion  de  la  formiilc  de  Taylor. 
On  a  identiquement 

/(.r+//)-/(j:)=    C  f'{x-r-h-t]dl- 
mais  l'integration  par  parlies  donne  successivemenl 

/      f'[.r:  +  n-t)dt 

=  tf  [x  -+-  h  —  t)  +   j     tf"  ^x  +  /(  -    t)  dt, 
Jo 

I      tf"  {x  -{-  h  — 1}  dt 

t-  o 

=  -—  f"(x-hh  —  t)  ~'^    C 

I      /'"  [x  -+-  h  ~  t)  dt 

Jo      '•'^- 


/"  Ix^h  —  t)  -'<-    i      — -/"'  [x-^h  —  t)  dt. 


r^    t^ 

Jo     ^ 


I.2.0  Fio-.  ^  /' 
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etainsi  de  suite.  En  ajoutaiit  toules  ces  egalites,  apres  y 

avoir  fait  t  =  7z,  on  aura 

f[x  +  h)  =/[x)  +//'(-r)  ^/"  W  -H...-f-  7^/"(^)  +R» 
R  designant  le  reste 

1.1... n  J^ 

Si  maintenant  M  est  la  plus  grande  valeur,  et  m  la  plus 
petita  valeur  que  prend/"+'  (.r-i-A — t)  de  t  :=  o  a  t  ^  h, 
on  aura 

I        r''  ^1//"+' 

R< /     Mt"clt=— ■ -, 

^I.2.../lJo  1.2...^«^-!) 

R  >  — —     /      mt"  dt  = 


1 . 2 .  .  .  i «  -h  I  ) 


Ainsi  R  est  compris  entre ; ^,  M  et , •  m. 

'■  i.i...{n-\-i)  i.2...(/2H-i) 

Donc  (133),  si  la  fonclion  proposee  et  toutes  ses  deri- 
vees,  jusqu'ä  la  (/a  +  i)'^'"«,  soat  finies  et  conlinues  entre 
les  limites  x  ei  x  -h  h,  K  pourra  etre  mis  sous  la  forme 

R=-- /"+'  (jT-t-GÄ), 

l  .2.  .  .[n  -h  i) 

9  designant  une  quantite  positive  moindre  que  i  :  ce  qui 
s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouve  par  d'autres  methodes. 
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TRENTE-DEUXIEME  LECON. 

SUITE  DES  INTEGRALES  DfiFINIES.  —  INTEGRATION  PAR 
LES  SERIES. 

Integrales  dans  lesquclles  les  limites  deviennent  infinies.  —  Integrales 
dans  lesquelles  la  fonetion  sous  le  signe  f  devient  infinie  dans  les 
limites  de  l'integration  ou  ä  ces  limites.  —  Integrales  deOnies  indeter- 
minees.  —  Integration  par  series.  —  Exemples. 


DES    INTilGRALES     D^FINIES    DANS     LESQUELLES     LES     LIMITES 
DEVIENNENT    INFINIES. 

386.  Nous  avons  jusqu'ä  presenl  suppose  que,  dans 

rintegrale  |     J  [x]  dx ^  les  deux  limites  a  et  b  etaient 

Qnies,  et  que  la  fonetion  /  (x)  etait  finic  et  continue  entre 
ces  memes  limites.  Nous  allons  mainlenant  cherciier  ce 
que  devient  l'integrale  lorsque  l'une  des  limites,  b  par 
exemple,  est  infinie, /(x)  restant  finie  et  continue.  Dans 

ce  cas,  la  valeur  de  l'integrale  est  la  limiie  de  /    J'  (x)  r/x, 

quand  b  croit  indeiiniment.  Cette  valeur  peut  etre  finie, 
infinie  ou  indeterminee,  comme  on  le  verra  par  les  exem- 
ples  suivants. 

387.  1°  /       c-'^dx. 

t/o 


On  a  d'abord 


Donc 


/'■ 


■  c/x  =  —  e~^ 


1 


e~''  ax=  i 7 » 
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Bt,  en  faisant  b  -^^  co  , 


j: 


e~-^  cLc  =  I , 


Fig.  7.3. 


Si  Ton  construitla  courbej^  =3  — ,  on  oblientune brau- 
che infiaie  asymptoie  ä  l'axe 
Ox :  l'integrale  definie  repre- 
sente  l'aire  comprise  eutre  cette 
branclie,  l'ordonnee  OA  et  Taxe 
Ox. 


«/o 


dx. 


On  a,  dans  ce  cas, 


3» 


0  J  o 

r^^     dx 


dx  =C0 


L'integrale  indefinie  est 

dx 


f^ 


=z  -  arc  tang  — h  C. 
-i-  c^         c  c 


Par  suite, 


donc 


4° 

Ona 


C^     dr  T  b 

I =:  —  arc  tang  - 

Jo    ^"^^'        <^  c 

Jo      ^--T-c^        c 
Ja        -^  ^  Ja  ^ 


arc  tangcx)  = 
"  (Ix 

X 


5° 
On  a 
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I       cosxdx, 

t/o 


X 


b 

cosxdx  =  sin  b ; 


mais  quand  b  tend  vers  rinfini,  s\nh  ne  tend  vers  aucune 

cosxr/x 

0 

est  donc  indeterminee. 

388.  On  peut  quelquefois  reconnaitre  si  rintegrale 
,b 


f 


f{x)  dx 


a  une  valeur  finie  quand  h  devicnt  infini. 

Supposons  h  ires-grand,  mais  non  infini  :  en  appelant  Ä 
une  quanlite  comprise  enlie  «  et  ^,  on  a 

Jr*h  /» Ä  r^h 

'    /{x)dx=         f{x)dx-\-i     f{x)dx. 
a  Ja  Jk 

Puisquey(x)  ne  devient  pas  infinie,  la  premiere  par- 
tie  de  l'inlegrale  est  une  quantite  finie 5  il  suffit  donc  de 

savoir  si    l'autre    partie  /    J  [x]  dx  est  fiuie.    JMettons 

f{x)  sous  la  forme 

,,    ,        vtfx) 

ts  [x)  designant  une  foncüon  qui  reste  finie  pour  loutes 
les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  A'.  Soit  M  la  plus  grande, 
et  772  la  plus  petite  des  valeurs  de  tj  (jr),  pour  loutes  les 
yaleurs  de  x  plus  grandes  que  A  :  on  aura 

Sturm.  —  ^«.,  I.  25 
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On  aura  donc 


ou 


X' 


J     /{x)da:<Mj      — , 


Or,  qnand  n  est  plus  grand  que  i,  le  second  membre  de 

cette  inegalite  se  reduit,  pour  ^  =  oo  ,  ä Donc 

°  i  n  —  ,  /"-' 

f[x)dx  a,  dans  ce  cas,  une  valcur  ßnie. 
Si  n  est  moindre  que  i,  on  aura 

ou 

/{x)dx^ b'-"—  A'-"). 


i: 


Or,  I  —  n  etant  posiiif,  le  second  membre  de  cetie  ine- 
galile  devient  infini  pour  ^  =  co  :  donc  /   /{x)  fix,    et 

par  suite  j    /(.r)  rix^,  est  infinie  pour  £  =r^  co  . 
Enün,  si  /z  =  i ,  on  a 


X 


rf^  ,  /A 


mais 


1  (  -  I  =  30  quand  b  =  za  i  donc 
I      /(x)  dx  =  zo  . 

La  meme  remarque  s'applique  ä  Tintegrale 

b 

fix)  d.v^ 


i: 
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quand  on  peut  meiire  f{x)  sous  la  forme  - — —•,  u  (r) 

rcstant  flnie  pour  toutes  les  valeurs  de  X  comprlses  entre 
—  00  el  une  certaine  quanlite  moindre  que  h  :  cette  inte- 
grale est  finie  si  n  est  plus  grand  que  i,  et  infinie  si  n 
est  inferieur  ou  egal  ä  i . 


IJVT^GIlALES  TDANS  LESQUELLES  LA.  FONCTION  SOUS  LE 
SIGNE  I  DEVIENT  IKFIKIE  EKTRE  LES  LIMITES  DE 
l'iNT^GRATIOK    ou    A    CES    LIMITES. 

389.   Dans  le  cas  ouf{x)  devient  infinie  pour  x  =  b, 
on 


dcfinit  /    f{jc)  (ix  comme  etant  la  Hinite  de  l'in- 

J  a 

legrale  /         f{x)  <^J^j  lorsque  e  dccroit  jusqu'a  zero. 

Ja 

De  meme ,  si  /"(a)  =  oo  ,  /    f{x)  dx  est  la  limite  de 
\      f{x)  dx,  quand  e  decroit  jusqu  ä  zero. 

J  a-\-e 

Enfin,  si  f{c)  est  infinie  ou  discontinue,  c  elant  une 
quantite  cotnprise  entre  a  et  &,  on  pose  par  definition 

/»  h  nc — £  /»  b 

I     y(.r)  (fx  — -  lim  I  /[.c)dx -h  \im  j       /[x)clx, 

Ja  Ja  J  c-i/j 

quand  e  elr,  decroissent  jusqu'a  zero. 

On  voit,   d'apres  cela,    comment   il   faudrait   definir 

/    f[x)dx,  si  y(  r)  devenait  infinie  ou  discontinue, 

pour  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  de  x  comprises 
enlre  a  et  b. 

390.  Quand  la  fonction /^(.r)  devient  infinie  a  l'une 
des  liniites  ou  entre  les  limiies,  on  peut  souvent  recou- 

25. 
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nailre  si  la  valeur  de  l'integrale  esißnie  ou  infinie.  Sup- 

posons,  par  exemple,y(Z))  =  oo  :  soit 


n  etant  un  nombre  posilif  et  7r  [x]  une  fonction  qui  ne 
devient  pas  iniiiiie  lorsqu'on  fait  x^b,  Appelons  k  une 
quantite  comprise  entre  a  et  &  et  aussi  rapprocliee  de  b 
que  l'on  voudra;  on  a 

f  /[x)dx=  f  f{x)dx-\-  f  /{x)dx. 

Ja  Ja  J  k 

^^>  \  f[^)  dx  a  une  valeur  finie.  11  suffit  donc  de 

savoir  si  /    J  [x]  dx  est  finie. 

Designons  par  M  et  /n  deux  constantes  entre  lesquelles 
TT  [x]  reste  comprise,  lorsque  x  varie  de  A"  ä  b.  On  aura 
pour  ces  valeurs  de  x^  si  n  est  plus  petit  que  i , 

par  suite, 


<7^[:^-^/-"-s'-'']- 


Quand  e  tend  vers  zero,  le  second  membre  de  celte  ine- 
galite  lend  vers  la  valeur  finie  — -—  [b  — A)^~".  Donc, 

Jn  b  —  £  nb 

f[x)c/x,  et,   par  suite,   /    f[x)dx,   a   une 
k  Ja 

valeur  finie. 

Je  dis  maintenant que,  si  l'oua  n^i,  Tinlegrale  pro- 
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posee  esl  infinie.  En  efTet,  on  a 
par  suite, 


f{:r)dxy>m  j 


dx 


>_^r_! ' 1. 

^  n  —  i  [_£"—         [b  —  /  /'-'  J  ' 


n  etant  une  quanlite  plus  grande  que  i,  lorsque  s  tendra 
vers  zeio,  le  second  membre  deviendra  infini.  Donc, 

ä  fortiori,  j    fix)  dx  tendra  vers  l'infini. 

II  en  serait  de  meme  si  l'on  avait  71  =  i-  car,  de  l'ine- 
galitc 

on  deduit 

'  dx 


/       ^f{x)dx>mC 

Jk  Jk 


h-i 


>/wl 


b  —  X 
b—k 


Le  second  membre  devient  infini  quand  e  s'annulej  donc 
f[x)  dx^  et,  par  suite,  /    f{x)  dx  elle-meme  sera 


infinie. 

391.    EXEMPLES. 

Vdx 


Ja      Sl^f^' 


bx  —  X' 


a  ei  b  etant  deux  quantites  positives,  et  P  une  fonclion 
de  X,  qui  ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  x^ 
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comprlse  enlre  a  et  b.  On  peut  ecrire 
P  P 


\Ji  b^  —  b.T  —  x^ 
en  faisant 


s/20 

p 


X 


sjb—. 


TT  [x] 

[b-xf 


Comme  Texposant  de  b — x  est  plus  petit  que  i,  il  re'- 

r 

suhe  de  la  regle  etablie  ci-dessus  que  I 
a  une  valeur  finie. 


Pdx 

^2  b^  —  bx  —  x' 


2" 

Ona 

Donc, 

et,  par  suite, 


£ 


dx 


=  —  2^1  —  X  . 

y  1  —  X 


dx 


S/i 


t/o 


=  2  —  2  y/e, 


dx 


'o     \/  '.  —  X 
Pour  Interpreter  ce  resultat,  construisons  la  courbc 


cette  courbe  a  pour  asymptotes  Taxe  des  x  et 


une  parallele  AP  a  Taxe  des  j 
menee   ä   la  distance    OA=i. 

r»         •      1  C      dx 

Un  voll  aJors  que  j :  rc- 

presente  Taire  comprise  entre 
OB ,  OA ,  la  courbe  et  son 
asymptole  AP.  Ainsl,  quoique 
ce  Segment  s'etende  a  l'infini, 


son  aire  a  neanmoins  une  valeur  finie. 
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DES    INTEGRALES    INd6tERMIN6eS, 

392.   Une  integrale  definie  peut  quelquefois  devenir 
indetei minee  5  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  Tinlegrale 


t/o 


cosxdx  =  sin  CO  —  sino 


car  s'inx,  lorsque  x  tend  vers  riufini ,  iie  tend  vers  au- 
cune  limite  determinee. 

Ell  voiei  uii  autre  exemple  :  soit  {'integrale 

J  —  a       ^ 

a  etb  etantdeux  quantites  positives  quelconques.  Comme 
-  devient  infini  pour  0^  =  0,  valeur  comprise  entre  — a 
et  +  ^,  il  faut  poser 

r^^dr     ,.     r~'dx     ,.     r-^^ 


dx 

et  faire  lendre  t  et  /j  vers  zero.  Or, 

>2> 


donc 


/  — =h  — 1«,         /       —  =1^— Ijj: 

'       „       X  I  X 

r-dx     r'  dx    ,,     ,,      ,    ,     , 

/        — -^    /     • —  =  16  —  1(-+-«)  +  1e  — Iv) 

J-a       -^  J-f\       X 

Par  consequent, 


r»-'^ 


Mais  comme  il  n'existe  aucunedependance  entre les  deux 
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quanlites  variables  e  et  /;,  -  ne  tend  vers  aucune  limite  de- 

n 

lerminee,  et  par  consequent  l'Integrale  est  indeterminee. 

INTEGRATION    PAR    SfeRIES. 

393.  Etanl  donnee  une  diirerentielle/^(.r)  dx,  si  Ton 
peut  expriinery(x)  par  une  serie  convergente 

(l)  /(^)  —  «i-i-  «2 -t- «3  +  .  .  •  +  ««-+-/•«, 

on  aura,  en  multipliant  par  dx,  et  en  intcgrant  entre  deux 
limites  a  et  ^, 


(2] 


r^h  nh  /» ,') 

/       f[x)dx:z:^     I        Uidx-\-     I        U^i  dx  -\~  .  .  . 
Ja  Ja  J  a 

K„  dx  -{-    1     r„  dx. 
a  Ja 


Si  la  Serie  (i)  est  convergente  pour  a:  =  a,  x=b  et 
toules  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  on  peut 
supposer  r„  <^  £,  e  etant  une  cjuantite  aussi  pclite  que  l'on 
veut,  pourvu  que  n  soit  assez  grand.  Des  lors 

Jf*h  r*h 

r„  dx  <^   I     £  dx, 
a  Ja 


OU 

'n  dx<:^  z  [b  —  a] 


,b 


c 


Donc  /     ?\dx  decroit  jusqu'ä  zero  quand  /i  augmenic 

Ja 

jusqn'a  l'infini.  II  en  resulte  que  la  serie 

-» t  ^b  rtb  n  h 

JUi  dx  -i-    l      «2  dx  -hl      U3  dx  -i-  .  .  .  ■+     I      u„  dx-^  .  .  . 
a  Ja  Ja  Ja 

est  convergente  et  qu'elle  a  pour  somme   /    f[jc)  dx.  On 
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peut  remplacer  la  valeur  fixe  b  par  rindeterminee  x,  et 
il  vient 


(3) 


/{jc)  dx  ^=^    \       u^dx  ~\-    \       Ui  dx 
a  Ja  *J  a 


394.  Gelte  formule  est  encore  vraie  pour  x  =  b^ 
mcme  lorsque  la  Serie  «i  -i-  «2  +  M3  H- .  .  . ,  convergente 
quand  x  est  moindre  que  b  ,  devient  divergente  pour 
X  =^  b,  pourvu  que  la  serie  (3)  soit  encore  convergente 
et  reste  fonction  continue  de  x.  En  effet,  quelque  petite 
que  soit  la  quautite  positive  £,  on  a 

f{x)dx=^   I  u,d.r~i-    I  ii^dx-\-   f  «jc/x-f-..,. 

a  Ja  Ja  Ja 

Or  les  deux  membres  etant  des  fonclions  continiics  de  x^ 
qui  ont  constamment  la  meme  valeur,  leurs  limiles  pour 
e  =  o  doivent  etre  egales.  Donc 

Jnh  ph  rtb  /%h 

/[x)  dx  =   j      u,dx  -h    I      Uidx  -\-    j     Ufdx  -\-  .  .  .. 
a  Ja  Ja  Ja 

395.  En  general,  si  la  formule  de  Maclaurin  donne 
poury^(x)  une  serie  convergente, 

/(^)=/(o)+^/'(o)-f--^/"(o)  +  -^-/'"(o)-^..., 
on  aura 

Si  Ton  veut  en  deduire  i'integrale  definie  /    f{x)  dx, 

J  o 
c'est-a-dire  si  Ton  veut  que  l'integrale  commence  a  o:  ==  o, 
ou  soit  nulle  pour  x  =  o,  il  faudra  que  C  soit  nul.  On  a, 
dans  ce  cas, 


t/v) 


/{x)dx=^x/{o)  4-  — /'(o)  -h  7^-3/"(^) 


3y4  couns  d' Analyse. 

EXEMPLES    d'iNT^GRATION    PAR    S^RIES. 

396.  lo  r_^=,i(x+^). 

Par  une  simple  divisioii  on  trouve 

=1  —  j-  -h  x''  —  x^  -\-  .  .  .  ~z  x"~'  z^  — 


Donc 

jc'    x^    X«         ,  x"     r^  ^"(f-^ 

]{i-]-x)  =  x h  -  — y-  -+-..  .1^  -—   /      — 


4     "  *     «   '  Jo    '  -'-  -^ 


Quand  X  est  moindre  que  i  en  valeur  absclue,  la  serio 
1 — X -T- x^  —  x^ -T- .  .  .   est  convergente;  donc  la   serie 

X h  -TT 7-4-...  l'est  aussi  enlre  les  m^meslimitcs 

de  X.  Donc  quand  —  i<^j:<^-f-i,  on 


a 


,  x'         x'        x^ 

](i^x)  =  x 1-  —  _-_4- 

^  '  2.  6  /\. 


Jn^  x"dx 
~  tend  vers 
o     1  ""  ■'^ 
zero  quand  ?i  augmente  indefiniment. 
En  effet,  si  x  est  posilif,  on  a 


T--.  <"' 


dune 


/      <r    I      x^dx^i  


Or  quand  7Z  augmente,  le  dernier  membre  tend  vers  zero. 
Donc,  en  arretant  la  serie  ä  un  certain  terme,  Terreur 
commise  sera  moindre  que  le  terme  suivant.  Cette  erreur 
sera  en  plus  ou  en  moins,  suivant  que  le  dernier  terme 
employe  sera  de  rang  pair  ou  de  rang  impair. 

Quand  x  est  negatif,  en  designant  par  a  une  quan- 
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tile  plus  grande  que  x,  mais  raoindre  que  i,  on  a 


et,  parsuile, 

x"  dr 


f 

«/o 


< 


(«^1,(1 


expression  qui  teiid  vers  zero  lorsque  n  augmenle  jusqu'ä 
l'infini.  Dans  ce  cas,  l'erreur  est  toujours  dans  le  meme 
sens. 

Si  Ton  avait  j:  ^  i ,  la  serie  i^ —  i-f-i  —  i-f-i  — ...  ces- 

.    ,,,  .   ,      ,  .  III 

seraitd  eire  convergente,  mais  laserie  i \-7, — y~r-... 

°         '  2       ö       4 

le  serait  encore,  et  representerait  la  (394).  On  a  donc 

1  III 

l2=I i-, -h 

204 

r^     (Lr 

2"  1     arc  tangjr. 

Jo     '  -•-  -^^ 

Ona 

I  ...  ,      _   , 


f.n-l-1 


\    ^  X^  l  -\-  X- 

n  etant  un  nombre  posiiif  impair ;  si  Ton  inlegre  les  deux 
membres  et  qu'on  designe  par  arc  langx  le  plus  pelit  des 
arcs  positifs  ayant  x  pour  langente,  on  trouve 


X^  X/"  x^ 

arc  lang  JT  =zx  —  -^-t-^ 

^  357 


,    X"  __    r'^  x"+'  dr 


La  serie  i  —  x^ -^  x''  —  x"  —  ■  .  .  cesse  d'etre  conver- 
gente  pour  o.  =  i ,  mais  la  serie  x  —  T  ^~  5"  —  •  '  *  ^^^^ 
encore  pour  a:  =  i ;  on  aura  donc 


TT  III 

arc  tane  i  =  -  =  i  —  ^"^^ 

°  4  6        5'] 


r^      dx 

Jo    s/i  — 


=  arc  sin  JT. 


^gö  couns  d'analyse. 

Par  la  formule  du  binome,  on  aura 

,  \  '  I     ,       ^ -3    ,       1.3.5, 

(0 —  I  -4-  -  .r^  ~J tX*-\ 7-— j:«-f- 

y/l_x'  2  2.4  2.4.0 

Miiliipliaiit  le  second  membre  par  dx  et  integrant ,   il 
vient 

I  or^        I  .  3    .r'        I  .  3 . 5  x' 
'  2  3        2.4     5        2.4-t>  7 

Serie  convergente  quand  011  a  ■ —  k^  a:  <^  i ,  puisque  la 
Serie  (i)  est  convergente  entre  ces  limitcs. 

La  Serie  (i)  ccsse  d'eire  convergente  pour  a:  =-  1 5  nean- 

moins,  comme  pour  o:  =  i  =  sin  -  la  serie  (2)   est  en- 
core  convergente,  on  a  (39i) 

TT II        1.3    I        1.3.5    I 

2  23       2.45       2.5.67 

On   trouve   une   serie  plus     convergente    en  faisant 

1  .       TT 

.r  =  -  =  sin  7:  : 

2  D 


1  I  I  I  .  O         I 

2  2     2''.J  2..^     2^5 
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APPLICATIONS  GEOMfiTRIQUES  DU  CALCUL  INTfiGRAL. 

QUADRATURE  DES  AIRES  PLANES. 

Formules  generales.  —  Quadrature  des  courbes  rapportees  a  des  coor- 
donnees  rectilignes.  —  Quadrature  des  courbes  rapportees  k  des  coor- 
donnees  polaires. 


FiiJ.  -^S. 


FORMULES    g6ki!:RALES. 

397.  SoitClMD  la  courbe  dont  rdqualion  eu  coordon- 
nees  rectangulaires  eslj=^J[x), 
et  reprosentons  par  u  Faire 
-  ACJMP.  En  appelaul  x  et  j"  les 
coordoniiees  du  point  variable 
M  (207),  on  aura 

Par  consequent  u  =  ff{x)  dx. 
Si  Von   veut  que  l'aire  soit  limitee  ä  rordonnee  CA 
correspondant  a  l'abscisse  OA  =^  a,  l'integrale  doit  com- 
niencer  ä  jc  =  a,  et  Ion a 


"-P* 


x)  dx, 


X  representant  l'abscisse  d'un   point  quelconque  de  la 
courbe. 

Enfin,  si  ou  limite  de  meme  l'aire  ä  l'ordonnee  BD 
correspondant  a  x  =  OB  =  Z»,  on  a 

«=raireABCD=   /    /[x)dx. 

Ja 

Si  les  axes  etaient  obliques,  on  aurail,  en  appelaut  0 


l'angle  des  axes, 


COrB«;    D  ANALYSE. 


aire  ABC. 


D  =  sin9   / 


/{x)  dx. 


398.  L'iniegrale  definie  est  la  somme  des  valeurs  infi- 
niment  pelites  de  la  difTerenlielle  enlreles  deux  limites  a 
et  b.  Or,  si  Ton  suppose,  ce  qui  est  le  cas  ordinal re,  que 
dx  soit   positive, y(.c)  c/x  oii  la  di(rerenlielle  de  l'aire 

Fi';,  'fi.  sera  positive  ou  negative,  sui- 

vant  que_/(.r)  ou  Fordonneej' 

sera   positive  ou  negative.   Par 

consequpnt,rintegrale  represen- 

tera  la  differenceentre  la  somme 

'  des  Segments  situes  au-dessus  de 

Taxe  des  x  et  la  somme  des  Segments  situes  au-dessous, 

de  sorle  que,  si  l'ordonnee  changc  de  signedeux  fois,  par 

exemple,  entre  les  ordonnees  AC  et  BD,  on  aura 

f{x)  dx=zkCY{  —  HIK  -+-  KDB. 

La  somme  de  ces  segments  serait  donnee  par 

C  f{.r)dx-    f  /[.r)dx-^    f  /{■r)dx, 
Ja  Jh  Jk 

en  designant  par  h  et  A  les  abscisses  OH  et  OK. 

399.  Si  Ton  voulait  avoir  la  mesure  de  la  surface  com- 
prise  entre  les  deux  ordonnees 
CA,  MP,  l'arc  CM  et  l'arc  CM' 
d'nne  autre  courbe  ayant  pour 
eaualion 


£ 


j'=«pi 


on  aurait 


aireCC'M'M^=   C  ydx—   f  ydx=   C''{y~y')dx, 

Ja  Ja  Ja, 
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EXEMPLES      DE     QUADRATURES      DE      COURBES     RAPFORT^ES    A 
DES    COORDOKN^ES    RECTILIGKES. 

400.  Soll  cVabord,  comme  exemple  de  la  iheoriepre- 
cedente,  une parabole  quelconquej'"  =  px"",  in  et  n  etant 
posilifs.  Soit  aire  OMP=  ^^;  on  a 


d'ou 


du  z=ydx  =  p"  x"  dx, 


I       n'  -4- 

H  =    /      V  dr  =  p    X 


Ce  resultat  peut  s'ecrire 


I      m 
n      n 


p     X     X  =^ •^/• 

m  -1-  n  m  -\-  n 


Or,  xj  represenle  l'aire  du  rectangle  OPMQ  construit 
sur  les  coordonnees  du  poInt  M. 
•"'S-  78.  On  a  donc 


OMP  :  OPMQ  =  rt  :  >/  +  «), 

ou 

OMP  :  OMQ  =  n:m. 

Ainsi,  la  parabole  partagele  rec- 
tangle OPMQ  dans  le  rapport 
constant  de  m  '.  n. 

401.  Reciproquement,  il  n'y  a  que  les  paraboles  qui 
jouissent  de  ceite  propriete.  En  efiet,  la  proportion  pre- 
cedenle  peut  s'ecrire 

u  :  [xjr  —  u)  ^=  n'.  m, 
d'oü 

( m  -^  n)  u  ^=^  nxy. 

Par  conscqucnt,  on  doit  avoir 

( /«  -\~  n)  du=^  nx  dy  -\-  ny  dXy 


400  COL'RS    d'ANALYSE. 

ou,  puisque  du  =jdx^ 

[m  -h  n ) y dx  zz:z  nx  dy  -\-  ny  dx^ 


ou 


enfin 


my  dx  z=  nx  dy. 
Ce  resultat  peut  se  mettre  sous  la  forme 


dx 


dy 


d'oü,  en  integrant, 

/i\y  ^1^  m]x -t- C     QU      ]y"=z]x'' 


c. 


Meltant  G   sous  la   forme  ]p,  il  vient,  pour  requalion 

generale  des  couibes  qui  possedent  la  propriete  dont  il 

s'agit, 

\j"  =  ]px", 

ou 

y"  =  px". 

Dans  le  cas  de  la  parabole  ordinaire  j^  =  px^  ou  a 
n  =z  2,  /TZ  =  i,et,  par  suke, 


u  =  ^xy. 


402.  Considerons,  en  second  Heu,  une  courbedu  genre 
/yyye/i'o/e  donnee  par  lequalion 

x^y"  =  p, 

m  et  n  etant  deux  nombrcs  en- 
sc  liers  posiüfs.  On  n'a  represenle 


o;ü  A    n 


^  dans   la  figure  que  la  branche 

situee  dans  l'angle  j'^Ox,  et  qui 

a  pour  asymptoles  les  deux  axes. 

Supposons  n  plus  grand  que  m.  Soient  .v=ACMP, 

OA=a,  OP  =  x.  Ona 

I  m 

u=z    1      y  dx  =:    I     p"  X     "  dXf 

Ja  Ja 
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et,  en  effectuant  rintegralion, 


n  —  m 


U  z=  P     \^  —  ^ 

n  —  m 

Oll  voit  que  s\x  augmente  jusqu'ä  rinfinijl'aire  ACMP 
augmenle  aussi  jusqu'ä  rinfiui.  Mais,  au  coiitraire,  si, 
laissant  MP  fixe,  on  fait  decroitre  a  jusqu'ä  o,  la  surface 
augmenle  conlinuellement,  mais  en  restant  toujours  finie, 
et,  ä  la  limite,  quand  a=  o,  cette  aire  se  reduit  ä 

I      n  —  m 
P     X 


Ainsi  la  surface  ACGH  tend  vers  une  liinile  finie,  ä  me- 
sure  que  le  point  G  se  rapproclie  de  plus  en  plus  de 
l'asymptote  Oy. 

j  m 

Cette    limite,     egale     ä  p"  x  x     "   ou    bien    ä 

n  ■ —  in 

.ry,  est  dans  le  rappoi  t   constant  de  «  ä  «  —  m 


avec  le  rectangle  OPMQ  =  xy.  On  a  donc  la  proportion 

en  designant  par  u  une  aire  qiii  s'etend  indefiniment, 
lout  en  ajant  une  grandeur  finie. 

403.  Reciproquement,  il  n'y  a  que  les  courbes  com- 
prises  dans  requalion  x"'j''  =  p  qui  jouissent  de  cette 
propriele.  En  effet,on  deduit  de  la  proportion  precedente 

u[n  —  /w)  =  nxy, 
d'oü 

[n  —  m)  du  ^:^  nx  dy  -\-  nj  dx. 

Comme  du  =.ydx,    il   vient,  en    reduisant  et  divisaut 
par  xj^ 

dx  dy 

■ —  m  —  =.n  — • 
X  y 

Stirm.  —  An.,  I.  26 
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Donc,  eil  integrant, 

n \y  -^  C  —  ni\xy 
ou  bien,  cn  faisant  C  =^  1/', 

dnü 

x"'  y"  =  p. 

Dans  ]e  cas  parliculier  oü  ni  =  /?,  requaüon 

x"'j"  =z  p 
revient  ä  la  suivante 

qni  represente  une  hyperboleequilalere  du  second  degre, 

Ou  aura 

P        ,  ,  ^'' 

j=-5      donc      ydx=p — > 

et,  par  suitc, 

.T 

U  =  p\x  -+-  C=: p]  — • 

a 

Si  /;  =  I ,  a  =  I ,  ori  aura 

«  =  Ix, 

c'esi-ä-dire  quelaiie  est  egale  au  logarilbme  neperien  de 
l'abscisse  (211,  2°). 

40 i.  Soit  maintenant  le  cercle^  dont  l'equalion  est 

y'^  -{-  x''  z=z  a^ ; 
on  en  lire 


Fir:.  So. 


P         A      i 


j  =  y/«-  —  x\ 

Conslderons  un  segmentquel- 
coiique  COPiM,  limiie  ä  l'axe 
des  r?  et  ä  une  ordonnee  ar- 
bilraire  INIP.  jNous  aurons,  en 
designant  par  u  l'aire  de  ce 
Segment, 


(0 


J,tX 
dx  y'a'  —  x'; 
o 
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en  integrant  par  pailles,  il  vienl 

r        . f    x^dx 

(2)  I  rfjTVfl- —  j:- =  Xi/ß^  —  x'^  -{-    \  —-. —• 

J  J  v/«-"  -  ^' 

Mais 

r    x-'dx       _    r{x''  —  fl'  -4-  0-)  dx 

J  \Ja'  —  x'       J  sja-  —  jc* 

=  a^    l —   ( dxs/a^—.T\ 

J  N/«'  -^'       J 

Portant  cette  valeur  dans  l'equalion  (2) ,  transposant  et 
divisaul  par  2,  il  viendra 


Mais 


/'        , xJa^  —  x^       a'   {*      dx 
dxsja^  -x'-  = ^ ;-  -        -., -• 
2                2  J  ^a-  —  X' 


=  aresin  — h  C; 

donc 

/       ,      , X  \a-  —  x'^        a}  .     X 

u  =    I     dxvä"'  —  x-  z=i ! arcsin  -• 

Jo  2  in 

On  deduit  de  la  l'aire  du  secteur  COM.  En  effet,  le 
triangle  OMP  a  pour  mesure — \  en  le  retran- 


cliant  du  segment,  on  aura  donc 


«  .     X        a  .     x        a 

secteur  OCM  ^  —  arcsin  -  =  -  n  arcsin  -  =:  -  arcCM, 
2  an  (11 

c'esl-ä-dire  que  faire  du  secteur  circulaire  a  pour  mesure 
le  produit  de  Vene  qui  lui  serl  de  base  multiplie  par  la 
moitie  du  rajon. 

40o.   Fassons  ä  Vellipse,  dont  requation  est 

a'^y  -t-  b^x'^  :^  a'^f-y 

26. 


4o4  couRs  d'aivalyse. 

el  soil  u  le  segnient  ÜPMB.  limiie  ä  Taxe  des  j  et  ä  uiie 
ordonnee  quelconque  MP.   On 
^'    '■  tire  de  l'equation  de  l'ellipse 


Donc. 


/  /-»X      

«  =z  —    /      Ja^  —  x^  dx . 
"  Jo 


Decrivons  sur  Taxe  ia  comme 
diametre  une  demi-circonference ,  et  soit  u'  l'aire  du 
Segment  COPjV  :  ou  a 

a' =    /     dx\fa^ — j:', 
Jo 

d'oü  l'on  dcduit 


Ainsi  le  segment  elliptique  el  le  Segment  circulaire^ 
qiii  correspondent  ä  la  meine  ahscisse,  sont  entre  eux 
dajis  le  rapport  constant  de  h  ä  a.  II  en  resulle  que  si 
l'oii  designe  par  S  la  surface  enliere  de  rellipse,  et  par 
S'  ia  surface  du  cercle,  on  aura 

S  :  S'^  6  :  a, 

d'oü  l'on  tire,  ä  cause  de  S'  =  ?:«% 

a 

donc  lubuijacc  de  l'ellipse  est  mojenne  proporliomielle 
entre  les  surfaces  des  deiix  cercles  qui  ont  pour  dia- 
m.elres  respectifs  les  axes  de  l'ellipse. 

406.  Les  deux  iriangles  OMP.  OXP,  qui  ont  meme 
base  OP,  sonl  entre  eux  comme  leurs  liauteurs.  Donc 

OMP  _  MP  _  b 
OiNP  ~  KP  ~  «' 
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et  comme,  cl'ailleurs, 


4o.") 


n  _b 
ii'        a 

ou  aura 

u  —  OAIP 

tt— OiNP  "" 

ou 

om\     b 

OCN        a 

ce  qui  permeltra  d'evaluer  le  secteur  elliptique  OBM, 
puisque  l'aire  du  secteur  circulaire  OCN  estconnue.  Ou 
passera  de  la  facilement  ä  Faire  d'un  secteur  quelconque. 
On  peut  diviser  l'elHpse  en  uii  certain  noinbre  de  scc- 
teurs  equivalents,  quand  on  sait  faire  la  meme  operatiou 
poiir  le  cercle.  II  suffit  de  diviser  le  cercle  en  parlies 
egales,  puis  de  mener,  par  les  points  de  division,  des 
perpendiculaires  ä  OA.  Si  l'on  Joint  le  centre  aux  points 
oü  ces  ordonuees  rencontrent  Tellipse,  on  aura  divise 
cette  courbe  en  secteurs  equivalents. 

407.  VouvYhy perhole,  dont  l'equalion  est 


Fig.  82. 


b     ■ 

—  i'.r'''  — •  n 


l'aire  du  segment  AjMP  est  dou- 
nee  par  la  formule 

l,     n^ 

w  =  —    /     \l  X-  —  ä^clx. 
"^  Ja 


En  integrant  par  parties,  on  a 


Me 


\Jx^  —  cr^clx  i=a:\/x' —  a^  —    /- ^- 

J  v/.r^  -  a' 

r    x^ clx      _    r{x^  —  a'  -^  a^) dx 

/^ r    dx 
dxdx'  —  a^  -h  a^    | r: 


/(o6 

et  (347,  1°) 
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/; 


d.T 


i(. 


Oll  a  donc 
d'oü 


f" 


\Jx^  ■ —  a'' 

x\j  x"^  —  ll' 


\'x^~-  u^]  -hC; 


-  -Hc-sl^^-^'')-^c, 


__  bx\/x^—  a*  ^  ab     f  X  ->-  \/x'—  aA 
2a  1      \a  J 

408.     Corame   derniere    applicalion,    considerons   las 
Fig.  83.  cjclo'ide  AMD  engondree  par  ic 

mouvcraent  du  cercle  AjNB  rou- 
lant  sur  la  droite  BD.  Prenons 
pour  origine  des  coordonnecs  le 
sommel  A,  et  pour  axes  la  nor- 
male et  la  tangente  ä  la  courbe 
en  ce  point.  L'equalion  diireren- 


V 

B 

D 

"■- 

Q 

^ 

K 

/|M 

P      0 


ticUe  de  la  cycloide  est  alors 

dx=^dy\^  —-—• 
On  aura  donc 

aireAMP=   /     jr/j:  rz.  /     dy^iay  —  j"^. 

t/o  «/o 

Menons  MQ  perpendiculaire  ä  AB,  et  soit  AQN  le  Seg- 
ment determine  par  MQ  dans  le  cercle  AjNB.  En  obser- 
vant  qua  QN  =  y/aaj —  j\  nous  avons 

segm.  AQN  =1     dysjiaj  —  /'^ 
Jo 


donc 


AMP— segra.ANQ. 


TRE?fTE-TROISTEME    LEQON.  40" 

Si  l'on  fait  r  =  TTrt,  et,  par  consequent,  y  =  :^rt,  on  aura 


2 


Rctrancliant  ceite  aire  del'aire  2  7ra*  du  reclanglc  ABDG, 
et  doublant,  on  aura 

2aireAMDB  r=  jTra'; 

c'est-a-dire  que  Vaire  comprise  enlre  la  cjclo'ide  et  sa 
hase  est  egale  ä  irois  fois  Vaire  du  cercle  generateur. 

QUADTlATUnE    DES    COUKBES   HAPPORT^ES    A  DES    C00RD0?,N6ES 
POLAIRES. 

409.  Si  u  designe  Taire  du  secteur  COM,  on  aura 

Tis-  84-  I 

\  --  - 


\M  2 


C 


/'  et  0  etant  les  coordonnees  po- 
V  laires  du  point  IM:  par  suite, 


r'd9. 


u  =  -    I  , 

celte  integrale  ayant  pour  limiles  les  valeurs  de  0  qui  cor- 
respondent  aux  poinls  C  et  jNI. 

410,  Soit  comme  application  la  spirale  logarithmique^ 
dont  l'eqiiation  est 


on  aura 


^imd  +  C  =1  — -  +  C. 

Posons  OC  =  /■',  et  faisons  dans 
la  formule  r=^r' .  il  vient 


f"  I 

4'« 


4o8 

par  suite, 


COIRS    D  ANALYSE. 


U  =  -. —  ( I 


-'»\ 


Si  le  poinl  C  se  meut  en  retrogradant  sur  la  courbe,  le 
ravoii  vecleur  OC  decroit  jusqu'ä  o,  et  l'aire  du  secleur 


tend  vers  la  limlte 


4/n 


4H .  La  quadrature  des  aires  curvilignes  est  quelque- 
Fiß.  86.  fois  rendue  plus  facile  par  l'em- 

ploi  des  coordonnees  polaires. 
'A^M  Pour  en  donner  un  exemple, 

soi l  la  courbe  qui  a  pour  equalion 


(0 


,yZ 


axy  =  o . 


Cette  courbe,  counue  sous  le  nom  de  folinm  de  Des- 
cartes,  se  compose  de  deux  brancbes  infinies  qui  se  tra- 
vcrsent  mutuellement  a  l'origine,  et  qui  ont  pour  asymp- 
toie  commune  la  droite  dont  l'equalion  est 


X  -{-y 


o. 


Avec  les  coordonnees  primitives,  la  quesliou  qui  nous 
occupe  exige  la  resolution  d'une  equalion  du  troisieme 
degre;  mais  si  Ton  prend  requation  polaire  de  la  courbe, 
en  placant  le  pole  au  poiut  O,  on  n'aura  Jamals  qu'uue 
seule  valeur  du  rayon  vecteur  pour  une  direction  donnee ; 
car  l'origiue  etant  un  point  double,  requation  devra  etre 
satisfai  te  pour  deux  valeurs  nulles  de  /'.  et,  par  consequent , 
le  premier  membre  sera  divisible  par  r*. 

Sil'on  prend  Oj?  pour  axe  polaire,  il  faudra  remplacer 
X  par  rcosö  et  j  par  riinQ  dans  l'equalion  (i)  ,  ce  qui 
donnera 


/^(cos'ö  +  sin'ö)  —  a/-' sin  ö  cos  9  =  o, 


TRENTE-TROISIEME    LKCON.  4^0 

ou  bien,  en  supprimant  le  facteur  r^  et  resolvant  pai'  rap- 
port  ä  r, 

flsinö  cos9 

(2)  r-= —. • 

sin''  6  -t-  cos^  6 

D'ailleurs,  u  designant  l'aire  du  segment  OAINI,  on  a 

-■-.£ 

Donc,  en  rempla^ant  r  par  sa  valeur,  nous  aurons 

r    f'^     a'sin^öcos'ö 
«  ^  -   /      -^ r/9, 

^  Jo    (cos^ö  -i-  sin-'O;^ 

ou  bien 

I        lang'G 


>0 

r'dO. 


cos' 9 


2J0      (i-^  langte)' 
Pour  ti'ouver  cetle  integrale,  posons 

I -h  tang'9  =  2,     d'oü     <f2  =  3tang'9 , 

lM)S-'9 

et,  par  suite, 

r/9 


/ 


tanc-  9 


"  "  cos-' 9  _  I     rdz  _         I 
(1  -r-  tang^9/  ~3j^'^~3~z~'~^ 

=  -- ' -^C. 

o  1 1  -+-  lang'  6  j 

En  reportant  cetle  valeur  dans  ii,  on  a 

u  =  —  -r h  C. 

o      I  -+-  tang'9 

La  constante  C  devaiU  etre  determlnee  de  maniere  que 
l'aire  soit  nulle  pour  0  :^  o,  on  a  C  =  —  :  par  suite, 

«'      fanij^9 


b   I  -t-  tans^e 


4io  couKS  d'analyse. 

On  obtiendra  l'aire  de  la  feuille  entiere,  en  faisant 

6  ■=  -  dans  la  valeur  de  ^/,  nui  devient  alors  — :  car  la 
?.  ^  b 

tan"'' 9  1 

fraclion ~ -■>  que  Ion  peut  ecrire  ?   est 

I  -r-  tang'ö      *  *^  I  -i-  cot'ö 

egale  ä  i  pour  0  =  -• 


EXERCICES. 

1,  Calculer  Vaire  que  renferme  la  developpee  cVune  ellipic  dont 
la  axes  sont  "xa  et  ib. 

Solution  :  -  - 


8  ab 

2.  Troiiver  en  coordonnees  polaires  Vequation  de  la  devcloppanle 
d^un  cercle,  l'expression  d'un  arc  de  cette  courbe  et  celle  du  sec- 
teur  compris  entre  cet  arc  et  les  droites  mcnees  du  centre  da  cercle 
aux  extrcmites  du  meme  arc. 


SoLUTiox.  —  fiquation  de  la  d^veloppante. . .     rfö  =  — —dr. 

/.2  fi^ 

Are  de  la  courbe s  — » 

na 

I  ^ 

Secteur —  (/•'—  aM-. 

0«  ' 

3.  Trouver  l'aire  co/it ernte  dans  la  portion  fcrmee  de  la  courbe 

X*  -hj*  —  a^  xy  =  o 

qui  se  trouve  dans  l'angle  des  coordonnees  positives. 

Solution  :  -—. 

o 


TRENTE-QXJATRIEAIE    LEgON.  /fl  i 


TRENTE-QUATRIEME  LECON. 

o 

RECTIFICATION  DES   COURBES  PLANES. 

Formule    generale.  —  Application   ä   divers   exemples.  —  Parabole. 
Ellipse.  —  Hyperbole.  —  Cycloide. 


FORMULE    GENI^^RÄIE. 


412.  Si  Ton  designe  par  s  un  arc  de  couibe  compris 
enlrc  un  point  fixe  et  un  point  de  cette  courbe,  dont  les 
coordonnees  reclangulaires  sonlxetj',  on  aura 


ds  ^  ^dx^  -T-  dy'^. 

II  sullira  donc,  pour  irouvcr  la  longueur  de  l'arc,  d'in- 
legrer  sjdx^  -^  äj'^  entre  des  limiies  convenables,  apres 
avoir  remplace  x  o\x y  par  sa  valeur  tiree  de  1  equalion 
de  la  courbe  :  si  j^  par  exemple,  est  fonclion  de  x,  on 
prendra 

s=   l  d.v  1  /  1 


dr^ 


RECTIFICATION    DE    LA    PARABOLE. 

413,  Si  5  par  exemple,  nous  voulons  trouver  la  lon- 
gueur dun  arc  de  la  parahole  dont  requalion  est 


il  faudra,  dans  la  formule  ds  z=  ^J dx'^ -^- dy^ ,  oü  nous 
supposerons  x  fonction  de  j',  remplacer  dx  par  sa  valeur 
tiree  de  l'equalion  differentielle 

r  dy  =  p  dx , 
ce  qui  donnera 


4  12  COtJTlS    d'ANALYSE. 

Nons  avons  donc,  sl  l'arc  doit  commencer  au  somtnet  de 
la  couibe, 

I  J  o 

Ell  integrantpar  parties,  il  vient 

J  Js/r-^p' 

mais  on  a 

Par  consequent,  en  substituant  et  iransposant, 

2  I  ffj  Vr'  -+-  p'  =y  \h-'  -r  p'  -^  p'  I  —^-^^=- 
J  J  '^f'^p' 

Or  (347,  1°) 

\Ij'-^p' 

donc 

p  j  -^p        ^ 

L'inlegrale  devaiit  s'aniiuler  pourj)  =  o,  on  aura 

■2  2 

en  substituant  celte  valeur  dans  la  formule,  il  vient 


2p  1       \  p 


RECTIFICATION    DE    L  ELLIPSE. 

ill.   Considerons  l'arc  d^el/ipse  B.M,  compte  ä  partir 
du  sommct  B  du  pelil  axe  {Jig.  84,  n"  40o). 


TUENTE-QUATRIEME    LEgON.  /[li 

De  l'equation  de  la  courbe 


on  tire 

dr 

h^T 

dx 

ä'y'' 

on  aura  doiic 

I  ÄV^J  /  b'x-" 

V  a'y^  V  a^d'b^—  b-'-x-') 


a*  —  («'  —  b'  ■  .z 
ds  =  dx  ' 


V 


a^  i^a''  —  x') 


Posoiis  pour  simplifier  ^a*  —  b^  =  ae,  e  designant  l'ex- 
ceuiriciie,  c'est-ä-dire  le  rapport  de  la  distance  focale  au 
gratid  axe  :  il  vieut 


ds  =  dx 


ja-  —  e^x? 
y     «^  —  x' 


Coinme  j:  varie  enlre  o  et  fl,  on  aura  loutes  les  valeurs 
dex  eil  faisant 

X  =^  asiri'j, 


l'ancle  c&  variant  de  o  a  -  ;  il  eu  resulte 
°        '  2 


/i  —  i"^sin''(p  1 : 

ds  =:  adü)  coso  i  / z^a  d'DsJ  i  —  e'sin-'f. 


Nous  aurons  donc  enfin 


-L 


s  =:  arc  BM  =;  «   i     d<f  ^i  —  e*  sin'^. 


4lo.  L'integrale   /     da^  \Ji  —  «'  sin^  o  est  une  fonction 

i/o 

tiaiiscendante  dont  ia  valeur  ne  peut  etre  obtenue  qua 


4i4  couRs  ü'akalysf. 

par  uu  developpemenl  cn  serie.  La  formule  du  binome 

donne 

.        -  I  II 

(i  —  e^sin-o)''  =1 e^  sin-'^ -y  e''  sin'y 

2  24 

1.1.3  I . I .3.5 

-7-7;  t'^sin'^'j .-,.  f,  «f'  sin'rs  —  .... 

2.4.6  *        2.4.6.8 

On  a  donc  pour  l'arc  BM 

l  j  r^  rt  f  ^ e'   /  <^'?  sin-'; y  e*   /  r/^ sin^o 

(  -27p^/'''?^^""^--)' 


(0 


Les  inlegrales  du  second  membre  s'obtiendronl  en  substi- 
tuaut  o  ä  X  dans  la  formule  (G)  du  n°  376,  ce  qui  douue 


n'"'scl-j  = 


coso 

ni  —  I    . 

sin'"" 

'j  H Sin" 

r 

in 

m  —  2 

w 


Im  —  1}  (m  —  3     . 

H-  7 \ ,-T  Sin"—* ?  H- . . . 

(w  —  2  (ot  —  4j 

[tn  —  I    fw  —  3   ...5.3.1    . 
_j_     ■ sino 

(/«— 2,(/W— 4;...4.2 

{m — ^    {m  —  3'^... 5.3.1    9 
[m  —  2  ^  ( »/  —  4  j  •  •  •  4  •  2     "' 

On  ne  met  pas  de  conslante  arbitraire  parce  que  celie 
integrale  doit  commencer  ä  zero. 

416.  Si  Ton  veut  avoir  le  quart  de  l'ellipse,  il  faudia 

faire  o  ;=  -  dans  toules  les  integrales.  Gelte  subslilutiüii 
'        2 

effectuee  dans  la  formule  ( 2 )  donne 


(3^         .     ......         ..3.5...(/»-3)(/«--i]^ 


r"*  I 

i)  /      sin""»^'^  ^  — 

i/o 


TRENTE-QUATRIEME    LECOA.  4l5 

On  aura  donc 


X 


I  I     77  I  I        .      I   .  3    TT 


^i  —  c^ sin- f  d o  ^= e^ •  y  e 


2 


2  2  24         2    4 


1.3      1.3.5 


2.4.6      2.4 .6  2 
et,  par  suite, 

'^^■^■^A'-U'-M^lA'-...], 


5  V2.4.6     /        7  \2.4.6.8 

Serie  convergente,  et  d'autant  plus  que  e  est  plus  petit, 
ou  quea  dillere  moins  de  b.  Lorsque  l'ellipse  s'ecarte  peu 
du  cercle  de'crit  sur  le  grand  axe,  il  suffit  de  calculer  uii 
petit  nombre  de  terines  de  la  seiie  pour  en  avoir  la  valeur 
avcc  une  approximation  süffisante. 

417.  Oll  aurait  pu  parvenir  a  la  formule  (3)  sans  it- 
courir  a  la  formule  (2).  Eu  elTet,  si,  dans  la  relatiou 

/sin"'~'acosa(        n?  —  1    /*  .  , 

sin^tpao  := H I  s\n'"~-  oaa, 
m                     m      J 

on  prend  les  integrales  entre  les  limites  zero  et  -  •>  on  aura 


On 


Jo    '"• 

yu 

' 

m 

A 

f-T" 

aura 

de  meme 

TT 

/     sin""- 

=  ? 

d,,= 

nt  — 
in  — 

-3    fV 
—  1     sin"" 

-'^d'j. 

TT 

TT 

X'^'""^ 

> 

da^  =: 

m  — 
m   - 

-5    /■''  . 

-^r^d.. 

£ 


sin'(p  diä  =  -  .  -' 
^     ^        22 


4l6  COLRS  d\>alyse. 

Par  suite,  en  multipliaut  loutes  ces  equations  termcs  a 
termes,  on  aura  comme  plus  haut  (416) 


£ 


(m  —  i)f/w  —  3)  im  —  5. ..3.1   TT 


siü'"<f  do  z=  — -, j 

m  [m  —  2  j  ....(.  2  2 

et  suhslituant  dans  la  valeur  de  5,  ou  retombera  sur  Ic 
resultatdejä  irouve. 

41 8.  II  est  facile  de  trouver  sur  la  figure  l'angle  9  donm^ 

par  röquation 

X  =  asin^. 

Or,  si  l'on  decrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  comme  dia- 
raelre  une  clrconference  [fig.  84,  n°  405)  et  que  l'on 
joigne  OjN,  on  aura 

CP  =  X  =  ONcosPON  =asinCON; 
par  consequent  l'angle  CON  est  1 'angle  9. 

iiectificatio:n  de  l'hyperbole. 

4i9.  Dauslecasdel'/y77e/io/e^representee  par  l'equa- 

lion 

a''  y-  —  b^  X-  =  —  rt^  b^, 

011  a 

/  /;»  ./■-  /{a'-\-  b^]x-  —  a* 

ds  =  dxi/  1-^. :  =  dx  1/  ^ :, — ^^ -—  . 

y  a' j'  y         ö-i.x-  —  a}] 

Posons,  pour  simplifier, 

e  representant  le  rapport  de  la  distance  focale  a  Taxe 
transverse.  II  viendra 

Comme  x  varie  entre  a  et  l'infini,  posons 


X  =  

COS. 


TRENTE-QUATPJEME    LEQON.  -417 


Q  variantdezeroä -•  On  auia 

COS'ip 

et,  par  suiic, 


ds=  — ^  V«^  —  «'cos'9=  — —4  /  I 1. 

Donc  

JCf        dtD        I         cos> 
ae  — \-  i  /  I ;- » 
o         cos>  V              e» 

Pour  obtenir  cette  integrale,  on  developpera  le  radical 


^ 


I — ^par  la  formule  du  binome,  et  il  viendra 

rf  dts>   V         I  cos'(p        I     I  cos'(p 
=  ce  /     — —    I 


e^  24^' 

I  .  I  .3.     .  (2rt  —  3     cos'"<p 


2.4-^- ■ -2« 

d'oü 


I  a 

s^ae  tangtp 9 


^Jo   (^'4 


COS'fp  [.1.3  cos*o  . 


II  roste  ä  integrer  des  expressions  de  la  forme  cos'"^  r/(j), 
m  etant  pair.  On  y  parviendra  en  faisant,  dans  la  for- 
mule (F)  du  n"  37o,  o:  =  -  —  <j). 

RECTIFICATION   DE    LA    CYCLOiDE. 

420.  On  a,  en  prenant  les  memes  coordonnees  que 
dans  la  Legon  precedente  (408), 

Sturm.  —  An.^  I.  27 


4i8 

par  suite, 

ds  =  dy 


COUnS    D  ANALYSE. 


Iia—y  ,  /2ß  , —    rfv 


En  integrant  cette  formule  entre  les  limites  zero  et  }  ,  il 


vient 


arc  AM 


=  2V2a    I 


lY 


:  \lin  \y. 


Fig. 


Mcnons,  au  point  M,  la  tangente  a  la  cycloide,  et 
limitons-la  au  point  T  oü  eile 
renconire  l'axe  des  x.  Nous 
avoiis  (249) 

\liayi, 


J. 


:\IT 


par  consequent. 

A  11'-^ 

arcMA  —  2MT, 
propriete  deja  connue  (254). 

Si  Ton  veut  avoir  la  longueur  de  la  demi-cycloide,  il 
faudra  faire y  =  2a,  ce  qui  doniiera  4^  pour  la  longueur 
clierchee. 


EXERCICES. 


\ .  Recüfier  la  courhe 


Solution 


1 , 


l'arc  elant  compte  ä  parlir  de  1  axe  des  y. 

2.  Soient  OM'  =  s\  OM"  =  s"  deux  arcs  ayant  une  tangente  com- 
mune ä  l'origine  et  ayant  leurs  tangentes  paralleles  aux  points  cor- 
respondants  M'(ar',  j'),  etM"(x",  j"j.  Soit  OM  =  s  une  troisieme 
courbe  dont  un  point  quelconque  M  est  determine  par  les  öquations 


on  aura 


\-a"x\    y  =  a'y'-^a!'y", 
s  =  a's'  -+-  a"s". 


TRENTE-CINQUIEME    LEgON. 


4j9 


TRENTE-CINQUIEME  LECON. 

CUBATÜRE  DES  SOLIDES. 

Solides  de  revolution.  —  Application  ä  divers  exemples.  —  Volumes 
engendres  par  la  revolution  d'une  ellipse,  d'une  cycloide.  —  Volumes 
qui  s'obtiennent  par  une  seule  Integration.  —  Volumes  termines  par 
des  surfaces  quelconques. 


Fig.  88. 


CUBATÜRE  DES  SOLIDES  DE  REVOLUTION. 

421.  Soit  V  le  volunie  engendre  par  la  revolution  de 
l'aire  plane  CAMP  tournant  autour  de  Taxe  Ox.  Si  Ton 
donne  ä  x  un  accroissement  Ax  =  PP',  le  voluine  V 
prendra  un  accroissement  AV 
egal  au  volunie  engendre  par 
MM'PP'. 

Or,   si  Ax  est  suppose  assez 

petit  pour  que  j'  croisse  ou  de- 

croisse  constamment  dans  l'in- 

tervalle  MM',  AV  sera  compris 

entre  les  volumes  des  cylindres 

engendres    par   la    revolution    des    rectangles    MIPP', 

KM'PP'j   nous  aurons  donc,   si  j   croit,  en  designant 

par  Y  Tordonnee  M'P', 

Tzj^Ax  <  AV  <7:  Y^Ajt, 


p  P' 


ou  bi 


A.r 


7TY^ 


Ces  inegalites  changeraient   de   sezis  si  j  decroissait. 

Dans  tous  les  cas,  le  rapport  —  est  compris  entre  denx 

quantites  qui  convergent   l'une  vers   l'autre,  ä  mesure 

27. 


420  COURS    d'aNALYSE. 

que  ^x  decroit;  par  consequcnt,  ä  la  iimite, 


dx 


irr 


d'ou 


'/• 


ydjr. 


11  faudra  donc  tirer  de  l'equation  de  la  courbe  la  va- 
leur  de  f  en  fouction  de  x,  et  integrer  entredes  limites 
qui  coirespondent  aux  extremites  de  l'arc  generateur. 

422.  Le  volume  engendre  par  l'aire  CMM'C  est  la 
diilerencedes  volumes  engendres 
par  les  aires  CMPA  et  C'M'PA. 
Alors^  en  designant  MP  par  y 
et  M'P  par  j',  on  a 

V  =  TT   /  y^dx  —  ■ni  y"dx, 

=  '^  \{y'-y")dx. 


ou  bien 


CUBATURE    DE    LELLIPSOIDE    DE    REVOLUTION. 

423.  Soit  V  le  volume  engendre  par  la  revolution  d'une 
pj      Q  portion  AMP  d'ellipse  tournant 

aulour  dugrand  axe.  L'equation 
de  l'ellipse  rapportee  ä  son  axe 
et  ä  la  tangente  au  sommet  est 


r^  =  —  [lax 


x-"); 


par  suite, 
I  V=—  /      iiax  —  x^)dx  = [ax^—~\. 

Si  l'on  fait  x  =^  2«,  on  aura  le  volume  de  l'ellipsoide 


TRENTE-CINQUIEME 

LE(;;ON. 

entier, 

savoir 

(2) 

v=,.    4-'       3 

=  1"*'" 
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Pour  obtenir  le  volume  engeiidre  par  la  demi-ellipse 
lournaiit  autour  du  petit  axe,  il  faudra  changer  b  en  a 

et  a  en  Z»,  ce  qui  donnera  -^iza^b  :  on  voit  que  ce  volume 

est  plus  grand  que  le  premier. 

En  faisanl  Z>  =  a  dans  ces  formules,  on  trouve-7ra' 

pour  le  volume  de  la  spliere,  el  — ^ —  pour  le  vo- 
lume d'un  Segment  spherique  ä  une  base. 

VOLUME    ENGENDKIi    PAR    LA    REVOLUTION    d'uKE   CYCLOIDE. 

424.  Prenons  pour  axe  la  tangente  au  sommet  et  la 
Fis- 0'-  normale  en  ce  point.  Soit  V  Je 

volume  du  solide  engendre  par 
le  Segment  AMP  tournant  au- 
tour de  Taxe  Ax. 

L'equalion  dilTerentielle  de  la 
cycloide  etanl  (408) 


on  aura 


/za  —  r       dy  , 

V  =  7r    /     ydysjiay  —  y^'y 
t/o 

ce  qu'on  peut  ecrire 

V  =  7Ta   I     dysJQ.aj  —  y""  —  t:   l     [a  —  y)dy \Jiay  —  y^. 
t/o  «/o 

La  premiere  integrale  represente  la  surface  du  segment 
AQN  (408) .  Pour  obtenir  la  seconde,  posons  2  aj  — j^  =  z , 
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d'oü  2  ( a  — j)  dj  r^  dz  :  nous  aurons 

2 


r  ■      r  ,-dz     \  r  \ 

j  {"—Jjdjsjlaj  —y=--   j  \z~  =  -  j  z 


dz  — 


et,  par  suite, 

"V=:  TrrtbtgiiiAQ-N  —  ^  [20J— j')'. 

Le  volume  engendre  par  AQM  tournant  autour  de  Ax 
s'obtiendra  en  calculant  la  difference  des  volumes  engen- 
dres  par  le  reclangle  APMQ  et  par  la  porlion  de  sur- 
face  AMP. 


VOLUMES    QUI    PEUVENT    S  OBTEKIR     PAR     IM"    SlTl.E 
INTEGRATION. 

423.  On  peutencore,  parune  seule  iutt'giaiion,  obte- 
nir  le  volume  d  un  corps  lorsque  Taire  de  la  seclion  faite 
dans  ce  corps  par  un  plan  parallele  au  plan  yOz-  est 
iine  fonction  connue  de  la  distance  de  ces  deux  plans. 

Supposons  d'ahord  les  axes  reclangulaires  ;  soient  n  et 

u-{-^ii  Ics  sections  faites  dans  le  corps  par  deux  plans  P 

et   P',    paralleles   au   plan 
l'ig.  92.  '1  1 

yOz,  et  donl  les  distances 
ä  ce  dernier  sont  respecti- 
vement  x  et  x  -(-  Ax.  L'ac- 
croissement  AV  du  volume 
correspondantä  l'accroisse- 
ment  Ax  de  Tabscisse  sera 
compris  entre  les  cylindres 

droits  qui  auraient  pour  bases  respeclives  u  et  u -^  A  u 

et  Ax  pour  hauteur-,  c'est-ä-dire  que  Ton  a,  en  suppo- 

sant  Au  positif, 

«A.r  <;  AV^  («  -h  ^u)^x, 

d'oü 


A.r 


A«. 
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Or,  a  la  limile,  Au  est  nul ;  ou  a  donc 

a.v. 

Celle  demonstration  suppose  que  les  deux  cylindres  ne 
se  coupent  pas.  Si  ces  deux  cylindres  se  coupent,  ils  out 
une  parlie  commuue  qui  a  pour  base  u  —  a,  a  eiant  uue 
quantile  Ires-pelite,  et  qui  s'evanouit  cn  meme  lenips 
que  Ax.  De  meme,  cetle  parlie  commuue,  augnieulee  des 
parlies  excedantes  de  part  et  d'autre,  forme  un  cylindre 
qui  a  poui'  base  u-'-o,  o  s'evanouissant  avec  Ax.  Oi^  AV 
est  evidemment  compris  entre  ces  deux  quan  lites  :  par  suite 

/-^V  /  et 


et  eu  passant  ä  la  limile, 

dY_ 
dx 


dN  _-  ud-r. 


]^e  volume  compris  entre  deux  plans  paralleles  ajOz 
menes  ä  des  distances  aeih  s'obtiendra  donc  par  la  for- 
mule 

V  =    /     ud.r. 

Ja 

Pour  obtenir  le  volume  du  corps  enlier,  il  iaudra  mener 
des  plans  tangents  paralleles  ä  jOz,  et  prendre  pour  li- 
mites  de  l'integration  les  distances  de  ces  plans  au  plan 
yOz. 

426.  Supposons  mainlenani  que  Faxe  Ox  ne  soit  plus 
perpendiculaire  au  plan  des  sections.  En  comparant  le 
volume  compris  entre  deux  plans  paralleles  ä  jOz  et  la 
surface,  avec  un  cylindre  oblique  qui  a  pour  base  ii  et  pour 
hauteurladistancedes  deuxplans  represenleepar  dxsxuX. 
Ä  elant  l'angle  que  fait  le  plan  xj  avec  Taxe  Ox,  on  a 

JV  =  «rfj:  sin),     d'oü     V  =  sin/  l  udx. 
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On  demontrerait  facilemcnt  cette  formule  avec  la  meme 
ngueur  que  la  precedente,  mais  nous  croyons  inulile  de 
nous  y  arreter. 

427.   Soil,  par  exemple,  un  cone  ä  base  qiielconque : 

Fij.  (ß.  prenons  pour  axe  des  x  la  per- 

pendiculaire   OC,    abaissee   du 

sommet  sur  la   base,    et    pour 

plan  des  yz  un  plan  mene  par 

le  sommet  parallelemenl  au  plan 

de  la  base;  appelons  h  la  liauleur 

du  cone  et  b  sa  base.  En  menant  ä  une  distance  0P=  x 

un  plan  parallele  kjOz^  l'aire  de  la  section  sera,  d'apres 

1^' 


un  theoreme  connu,  u 


Done 


et  en  faisant  j:  =;  A,  on  a,  pour  le  volume  du  cone,  - 


bh 


428.  Soit  encore  un  ellipso'ide  rapporte  ä  ses  axcs 
principaux, 

a'        b-        c^ 

La  section  GPH  faite  dans  l'ellipsoide  par  un  plan  paral- 
Fig,  9:5.  lele  au  plan  j'Oz,  meneäladis- 

lance  OP  =  x,  a  pour  equation 


yi  2^  .T' 


On  aura,  pour  ses  demi-axes, 
en  faisant  successivementz  =  o, 
J  =  o, 


GP 


=V'-"5 


PH  =  c  i /  I  — 


V^'-'s' 
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De  Sorte  que  l'aire  de  la  section  est 

.     /            -     1        t^bc  , 
'bei  I =  «'— .r'   , 


d'oü  l'on  deduit  pour  le  voluine  V  du  segment  compris 
entre  les  plans  jOz  et  GPH, 


V= /      dx{a?  —  .T})  = [a?c 


Pour  obtenir  le  volume  de  la  nioitie  de  l'ellipsoide,  on 
fait,  dans  la  formule precedente,  j:  =  a,  et  il  vienl 

Le  voluine  enlier  de  rellipsoide  sera  donc  exprime  par 

429.  Considerons  raaintenant  un  ellipsoide  rapporte 
ä  trois  diamctres  conjugues  obliques.  Son  equation  est 
de  la  forme 

-7-  +  TT  +  -  r  =  I  • 
a'^        6"        c'' 

La  sectiou  faite  par  un  plan  parallele  ayOz,  a  une 
distance  egale  ä  x,  est  une  elllpse  ayanl  pour  equation 

etlesdemi-diametres  conjugues  auxquels  eile  est  rapportee 


ont  pour  longueurs  —  v/«'^^  —  3c^i  —,\l<^'' — x^;donc,en 

'■  ö  '  a 

designant  par  ö  l'angle  que  fönt  enire  eux  ces  diaraetres, 
on  aura  pour  la  surface  de  la  sectiou  consideree 

Tzb'c'  ,   , 

u  =  — - —  ( a  '  — •  .r- )  sin  9. 

Par  suite,   on  aura  pour  le  volume  du  segment  d'ellip- 


4^6 
soide 
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TT  ^'c' sin 9  sin). 


Jo 


)dx 


TT^'c'sinösin)  /'   ,  x^^ 


et  pour  l'ellipsoide  eiilier 

^  TTö'i'c'sin  Q  sin>. 

430.   En  comparant  celte  expression  du  volume  de  1  el- 
lipsoide  ä  celle  qu'on  a  obtenue  precedemment,  on  trouve 

a'/)'c'sin  0  sin),  ^^abc, 

equation  qui  demonlre  quo  tous  les  parallelipipedes  con- 
siruits  sur  les  diamelres  corijugues  d'un  ellipsoide  soiil 
equivalents  au  parallelipipede  reclangle  conslruit  sur  les 
axes.  On  en  deduit  aussi 

i:abcz=^  na'  i'c'sinOsin  \, 

c'est-a-dire  que  lous  les  cylindres  circonscrits  ä  Tellip- 
soideeidont  Icsbases  sont  paralleles  aux  plans  des  courbes 
de  conlact  sont  equivalents  enlreeux. 


VOLUMES    TERMINr!;S    PAR    DIVERSES    SURFACES. 

431.    Imaginons  mainlenant  une  surface  quelconquc 
f^'S- 95-  CDEF  dont  l'equation  soit 

F(x,  j,  z)  —o. 

Supposons  que  deu\  plans 
paralleles  ä  yOz,  menes 
aux  distances  OA=.a, 
OB  =  bf  coupeut  la  sur- 
face suivant  les  courbes  CD 
et  EF.  Imaginons  encore  deux  tylindres  droits 
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ayant  pour  bases,  sur  le  plan  jOx,  les  courbes  RV  et  ST 
et  coupant  la  surface  suivant  les  courbes  CF  et  DE.  Oii 
pourrait  se  proposer  de  trouver  le  volume  DCFERVTS, 
mais  il  vaut  mieux  rendre  la  question  plus  generale  en 
considerant  une  seconde  surface  C'D'E'F',  dont  l'equa- 

tion  est 

F,  (x,  j,  z)  =  o, 

et  chercher  le  volume  CDEFC'D'E'F'. 

Pour  cela,  menons  a  une  distance  arbilraire  x  =  OQ, 
comprise  entre  a  et  h^  un  plan  parallele  ä  yOz,  et  dcter- 
niinons  l'aire  de  la  seclion  GHIi'G'.  Or  cette  aire  plane 
est  comprise  entre  doux  courbes  dont  les  equations 

(i)  z=/{x,y),     z,  =/,  (x,  j), 

s'obtiennent  en  faisant,  dans  celles  des  deux  surfaces,  la 
variable  x  egale  ä  la  constante  OQ.  Elle  aura  pour 
differentielle  [z  —  Zi)  dj,  z  et  Zi  etant,  d'apres  les 
equations  (i),  des  fonctions  de  y  correspondauies  ä  une 
meme  valeur  de  cette  variable.  On  aura  donc,  en  inlegrant 
entre  les  limiiesjj'et  j^i, 

aireGHG'H'=r=  j    \z  —  z,)df. 

Ainsi  z  —  Zf  etant  une  fonction  de y  dans  laquelle  x  entre 
comrae  constante,  on  trouvera  pour  l'inlegrale  indefinie 


ß 


{z  —  z,)rij  =  ir{a:,j) 


On  fera,  dans  cette  fonction,  j^  =  ^  [x)  et  j  =  '^  fx)  suc- 
cessiveraent,  a:  etant  regardee  comme  constante,  d'oü  Ton 
deduira 

(z  —  z,)  cif  =  aire  GH  H'  G'  =  tt  [o:,  4»  (^)]  —  tt  [.r,  ^  (j:)], 


resultat  qui  ne  depend  que  de  x. 
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En  regardant  de  nouveau  x  comme  variable,  on  aura 
pour  le  volume  demande 

I      ^^Tz[x,^\i{x)]—Tz[x,v{x)]ylx=j      fix  j  [z—Zy)dy. 

432.  Lorsque  les  deux  surfaces  cylindriques  se  redui- 
sent  ä  des  plans  paralleles  ä  zOj,  cj)  (x)  et  ^  [x]  ne  sont 
plus  que  des  constantes  c  et  e,  independantes  de  la  valeur 
OQ  de  X,  et  la  formale  se  reduit  ä 

Jfb  ne 

clx   /      [z  —  z,)dy. 
a  Je 

433.  Si  la  surface  inferieure  se  confond  avec  le  plan.r;^, 
on  aura  z^  =  o,  et 


dx       "     zdj, 

J  '^(  t) 


pour  le  volume  compris  entre  une  surface  quelconque, 
le  plan  xj',  deux  cylindres  paralleles  a  Taxe  des  z  et  deux 
plans  paralleles  au  plan  zOj. 

434.  Ce  qui  precede  peut  servir  ä  determiner  le  volume 
d'un  Corps  quelconque  termine  de  tous  cotes  par  une  sur- 
face dont  requation  F  {x,y,  z)  =  o  est  connue. 

Imaginons  un  cylindre  circonscrit  ä  la  surface,  paralle- 
lement  ä  Taxe  des  z-,  comme  en  cbaque  point  {x,y,  z) 
de  la  couibe  de  contact  le  plan  tangent 


est  vertical,  on  a 


r/F  l.r.   y, 

~dv 


L'eliraination  de  z.  enire  cette  equation  et  Celle  de  la 
surface,  donne  une  equation 
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qui  represente  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  x^.  Celle 
courbe  est,  par  Hypothese,  une 
courbe  fermee,  et,  en  la  coupant 
par  un  plan  parallele  ajOz,  on 
aura  deux  ordonnees  j  ■■=■■  o  (x) 
et  /i  =  (fi  [x)  representees  sur 
la  figure  par  QI,  QK,  et  ana- 
logues  aux  lignes  de  meme  nom 
dans  la  queslion  precedente. 
De  meme,  ce  plan  secant  deter- 
minera  dans  la  surface  une  courbe  fermee,  et  si  z  =  MP, 
^1  =  M'P  sont  les  deux  valeurs  de  z  correspondant  ä  la 
valeur  y  =:PQ,  l'aire  de  cclte  section  sera  exprimee  par 

•r, 


X 


Zi)dj. 


Si  mainlenant  on  designe  par  a  et  b  les  distances  du 
planj^Oz  aux  plans  langents  a  la  surface,  qui  lui  soni 
paralleles,  on  aura  pour  le  volume  du  corps 


V=   f\lj:  f  '[z-z,] 
Ja  J  Y 


dy 


EXERCICES. 

1.  La  sphere  x^ -{- y"^ ^  ^  =  r'^  est  percöe  äjourpar  les  deux 
cylindres 

y"^  -\'  x^  —  AjT  =  o , 

^'+  JT^  -f-rx  =  o. 
Le  volume  du  solide  sphörique  non  enlev6  est  6gal  ä  —  /•'. 

2.  Calculer  le  volume  compris  entre  le  plan  xy  et  les  surfaces 
representees  par  les  equations 


■r  —  y.V-       (  r—  ß)' 
a''        "*"        b^ 


I,      z  = 


SOLUTIOX. 


•nnho.^ 
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INTEGRALES  MULTIPLES.  —  AIRE  DES  SURFACES  COURBES. 

Intcf.rales  doiibles.  —  Integrales  triples.  —  Theoreme  sur  l'ordre  des 
integrations.  —  Quadiatiire  des  surfaces  courbes.  —  Airc  des  surfaces 
de  revolulion.  —  Application  ä  rcllipsoide.  —  Changenient  de  va- 
riables dans  une  integrale  double. 


DES    I^T•EGRALES    DOLELES. 


43o.  Toute  expressioii  oü  il  etitre  deux  integrales  re- 
latives ä  des  variables  dilFerenles,  comme  cellesque  nous 
avoiis  obteniies  ä  la  fiii  de  la  deniiere  Le^on,  est  ce  que 
I'on  appelle  une  iutegrale  double. 

Une  integrale  double  est  dcfinie  lorsqu'on  assigne  les 
limites  des  deux  integrations,  Elle  est  indefinie  dans  le 
cas  contraire,  et  on  la  represcnte  alors  siniplcment  par 


// 


436. 


zdx  dy. 


dx  I  zdj  est  la  li- 

tt t/j;  (x) 

mite  delasorame  de  tousles  produits  dela  forme  züix^j 
entre  les  limites  des  deux  integrations. 

En  efTet,    i  zdj    est    Tintegrale    definie    Ae   zdj 

prise  entre  les  limites  o  (x)  et  ^  {x)  de  7%  x  elant  re- 
gardee  comme  constante  :  on  a  donc  (37o) 


L 


zcly  =  lim  \^  [z^j-]. 


Par  consequent,  en  multipliant  par  Ax  et  faisaut  varier 
X  depuis  X  =^  a  jusqu'ä  „r  =  ^,  il  vient 
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Or,  si  les  valeurs  de  x  se  rappiochenl  de  plus  en  plus, 
on  a 

lim  >      Aj;   /  zdj  \  =    i      dx   l  zdy; 

^^  \         J'j{x)  J         Ja  Jf{x) 

d'un  aiitre  cote,  x  elant  regardee  comme  coiistante,  dans 
^{z^j),  ona 


limV     A.rIimy(r;Aj)     —  lim  V     lim  V  i  z  A  >A.r 

i  bien 

lim  V     A.rlim^izAj)     =lim'V"y  (zAjAjt). 


Dono  eiifin 
ce  qu'il  faliait  demontrer. 


dx   l  Zf/j  =  Iim  V*^  (zA  vAar), 


437.  On   peut  d'ailleurs  demontrer  ce  tlieoreme  par 
des  considerations  geouietriques.  Soit 

z  =  F(x,  y) 
l'equation  d'une  surface  :  l'integrale  double 


f    dx   f 

Ja  J-j  {. 


zdy 

represente,  comme  on  Ta  vu  au  n°  433,  le  volume  V 
compris  enlre  celte  surface,  le  plan  xy^  deux  cylindres 
paralleles  ä  Faxe  des  z  et  deux  plans  paralleles  au  plan 

Seien t  M  et  M'  deux  points  voisins  quelconques  sur  la 
surface.  Construisons  le  rectangle  Vp'  dont  les  cotes 
paralleles  aux  axes  Ox  et  Oy  soient  condults  par  les 
points  P  et  P',  pieds  des  paralleles  ä  Faxe  des  z  menees 
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par  les  points  MetM'.  Les  plans  MPp,  mpV\  M'V'p'  et 
rrlp'V  coupenllasurface  suivani 
un  quadrilatere  courbe  MM'  :  le 
volume  V  est  la  somme  des  solides 
analogues  ä  MP',  lermines  aux 
limitcsconvenables.SoitMP=z, 
et  soient  z  —  a  la  plus  petite,  et 
z  -f-  o  la  plus  grande  distance 
des  poinls  de  la  surface  au  plan 

xj  dans  toute  l'elendue  du  quadrilatere  courbe  MM'. 
Le  volume  MP',  que  nous  designerons  par  AV,   est 

compris  entredeux  parallelipipedes  rectangles  ayantpour 

base  commune  Vp'  et  respeclivement  pour  hauleurs  z — a 

et  z  -h  6-,  comme  d'ailleurs  le  rectangle  Vp'  =  Aj:  Ay, 

on  aura 


ou 


[8  — a)AxAj<AV<  (z-h6)  AxAj, 

AV 

z  —  a  <r'  ■ <^  z  -f-  §. 

^  AxAj  ^ 

Mais  a  et  S  s'annulant  avec  Aa:  et  Aj-^,  on  a 

AV 


lim 


Ax  A_^ 


Par  consequent, 


AV  1=  z AxAj  (l  -f-  Jj), 

f\  devenant  nul  en  meme  temps  que  Ax  et  Ay. 

Pour  chaque  valeur  de  x  et  de  Ax,  on  a  une  infinite 
de  valeurs  de  Aj"  qui  produisent  dans  le  solide  une 
tranche,  dont  le  volume  sera  represenle  par 

2[;;AxAj(i  +  „)]. 

Puis  en  faisant  varier  x,  c'est-a-dire  en  prenant  les  autres 
valeurs  de  A x,  on  a  une  suite  de  tranches  dont  la  somme 
donne,  quand  on  passe  ä  la  limite,  le  volume  V,  et  par 
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consequent, 

V  =  lim  \^[zAjc Aj(i  -h  n  )]. 
Mais 

Or 

En  effet,  en  supposant  tous  les  points  M,  M',  etc.,  assez 
rapproches  les  uns  des  autres,  on  pourra  toujours  faire 
en  Sorte  que  pour  chacun  d'eux  on  ait  yi  <^  e,  e  etaut  uue 
coustante  arbitraire  que  l'on  peut  supposer  aussi  petite 
que  Ton  veut.  Par  consequent, 

^'^(■nz\x^y;<C^^{^z^x^J),     QU     <C,e^^{z^x^y). 

Or  celte  derniere  quantite  est  nulle  ä  la  limite,  puisque  e 
peut  etre  pris  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  que  d'ailleurs 

5151  i^^^^j)  ^  une  valeur  finie.  Donc  enfin 

V     ou       \     dx   \  zdx  =  hm  ^^  ^^  (zAxAj). 

Ja  Ja  (a') 

INTEGRALES    TRIPLES. 

438.  Soit  U=/'(a:,j)^,  z)  une  fonclion  de  trois  va- 
riables independantes  jc,j^^  z. 

Si  Ton  inlegre  la  difTerentielle  \idz  par  rapport  ä  -z, 
c'est-ä-dire  en  regardant  x  et  j  comme  des  constantes, 
et  si  l'on  fait  varier  z  entre  deux  Umites  representees  par 
deux  fonctions  de  x  et  de  j^,  savoir  i[x^j)  et  F  (x,j), 
on  aural'integrale 

Vdz, 
qui  sera  une  fouction  de  o:  et  de  r. 

Sturm.  —  An.,  I.  28 


J{(: 
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Considerons  maintenant  x  comme  constanle  dans  la 
fonction 

dy  /  Vdz. 

Inlegrons  cette  fonction  par  rapport  k  j  en  faisant  varier 
y  entre  deux  limites  represeniees  par  tp  [x)  et  -y  (,r)  :  on 
aura  Tintegrale 

\  dy  \  \}dz, 

qui  sera  une  fonction  de  x. 

Enfin,  si  Ton  inlecre  la  differentielle 


.\  dy\ 


0       r^{^,y) 

da:  /  dy   j  Vdz, 

0 


par  rapport  ä  x,  cn  faisant  varier  x  entre  deux  limites 
quelconques  a  et  b,  on  aura  pour  resultat 


\     dx   \  dy    \  \}dz. 

Ja  Jtj,{x')  J{(x,y) 

Cette  expression  se  nomme  integrale  tiiple  ,-  on  la  reprc- 
sente  aussi  par 

r  r  ( 

\]dxdydz. 


fff^ 


On  concevra  de  meine  une  integrale  dun  ordre  quel- 
conque. 

On  demontrera  encore,  dans  le  cas  de  l'integrale  triple, 
que 

Jf^b  pip  (x)  /»  F  {x,  j) 

dx   \  dy  Udz  =  \imyy'S{'{J^x^y^z). 

J<p{x)  Ji[x,x)  ^miä^^mi 

La  denionstration  etant  tout  ä  fait  semblable  a  celle  que 
nous  avous  donnee  pour  une  integrale  double,  nous  nous 
dispenscrons  de  la  repeter  ici. 
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THEOREME    SUR    l'oRDUE    DES    liNT^GRATIONS. 

439.  Nous  avons  oblenu  precedemment  (431),  pour 
l'expression  du  volume  compris  entie  deux  surfaces. 
deux  cylindres  paralleles  ä  Taxe  O^^  et  deux  plans  paral- 
leles au  planj'z,  liniegiale  double 

clx   \  (z  —  z,)dy. 

a  Jtiti^x) 

Ici  l'ordre  des  integrations  n'est  pas  indifferent.  Ainsi 
l'on  n'obtiendrait  pas,  en  general,  le  resultat  cherclie  par 
la  formule 

I  cij         {z  —  z,)(lx. 

Jf(x)  Ja 

Toulefois,  si  o  (x)  et  ^  [x]  sont  des  constantes  a'  et  b\ 
c'est-ä-dire  si  les  deux  cylindres  paralleles  ä  Taxe  des  z 
se  reduisent  ä  deux  plans,  il  sera  indifferent  de  com- 
menrer  par  Tune  quelconque  des  deux  integrations;  car, 
en  repetant  les  raisonnemenls  du  n°431,  on  voit  que  le 
volume  en  question  a  tout  ä  la  fois  pour  mesure  l'une 
quelconque  des  expressions 

J/>  i  /^b'  /\h'  nb 

dx  j      [z  —  z,)^/      ou        /      df   I      (z  —  z,)dx. 
a  \J a'  »  a'  *J a 

DE  l'aire  des   surfaces  COLRBES. 

440.  On  appelle  aire  d'une  surface  courbe ,  terminee 
ä  un  contour  quelconque,  la  limite  vers  laquelle  tend 
l'aire  d'une  surface  polyedrique  composee  de  faces  planes, 
qui,  en  diminuant  toutes  indefininient,  tendent  ä  devenir 
tangentes  ä  la  surface  consideree.  On  suppose  d'ailleurs 
que  le  contour  qui  termine  la  surface  polyedrique  se  rap- 
proche  indefiniment  de  celui  qui  termine  la  surface 
courbe. 

Nous  allous  d  abord  demonlrer  l'existence  de  cette 
limite. 
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Prenons  sur  la  surface  deux  poinls  M  [x^  y^  ^),  et 
M'  (a:-|- Ax,j-|-  Aj,  z  -i-  As).  SoientPetP'leurs  pro- 
jections  sur  le  plan  xOj.  For- 
mons  lereclangle  PP'=  AxAj 
dont  les  cotcs  soienl  paralleles  a 
Ox  et  ä  Oj^,  et  coucevoiis  un 
prisme  indetini  ayant  pour  base 
ce  rectangle,  et  doiil  les  aretes 
soient  perpendiculaires  au  plan 
xy.  Ce  prisme  inlerceple  sur  la 
surface  donnee  un  quadrilatere  curviligne  MM',  et  sur 
la  surface  polyedrique  une  aire  w  qui,  si  eile  n'est  pas 
plane  sera  composee  de  parties  planes  a,  a',  a'\  etc. 

Or,  puisque  les  plans  de  toutes  ces  surfaces  tendent 
indefiniment  ä  se  confondre  avec  le  plan  tangent  a  la 
surface  au  point  M,  si  0,  6',  6',  etc.,  sont  les  angles 
formes  par  les  plans  des  elements  a.  a',  a",  etc.,  avec  le 
plan  xj.  et  si  \  est  l'angle  que  forme  ce  dcrnier  plan 
avecle  plan  tangent  en  M,  on  aura 

COs9  =  cos>  (i  -h  a;,      cosö'  =^  cosa(i  -ha',..., 

a,  «',  etc.,  designant  des  quantites  qui  s'annulent  en 
nierae  temps  que  Ax,  Ay.  Mais  le  rectangle  PP'  est  la 
somme  des  projeclions  de  tous  les  triangles  dont  nous  par- 
loiis.  Donc 


ou 


■a'  co%\[\ 


■a"  CO%\[\-r-tx')- 


ou,  comme  a 


.=  w. 


:-  =  (,>  -r-  [ax  -h  a  a.   +  a 


•)• 


En  operant  de  la  meme  maniere  dans  toute  l'etendue 
de  la  surface,  on  aura  un  certain  nombre  d'equations  ana- 
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logues  ä  celle-ci,  et  qui,  ajoulees  membre  ä  membre,  don- 
neront  Tegalile 

Donc 

lim  >  — -^-  =:Iim  7  w  +  lim   7  (ax  ■+-  a! a!  -t-  rt"a"-h...). 

^    COSX  ^mä  .L^t^ 

Or 

lim^  (aa  -\-  a!  <x'  -\-  a" a!'  +  .  .  .)  =:o, 

d'apres  le  theoremedemoiitre  au  n°  16  :  donc 

iim5;.  =  iimy^=  H''-^. 

On  voit  par  lä  que\^w,  ou  la  surf'ace  polyedrique,  a 
uue  limite. 

i^\.  Ainsi,  en  appelant  A  l'aire  de  la  surface,  on  a 
.     .  ^dx  dy 


-Iß 


cosX 


Si  p  et  ^  sonl  les  derivees  partielles  —  et  —  tirees  de  l'e- 

quation  de  la  surface,  on  a 

I 

cos> 


s/ 1  -i- p^ -+- q' 
et  il  vient 


A=  l    I  \h  -hp^-h  q^dxdy. 


Si  la  surface  est  lirallee  aux  plans  x  =  a,y  =  b  et  aux 
cylindresj)'  =  cf  {x),  y  =  t|^  (x),  on  aura 

-»b  p<p  {x)  

A  =   1     d.T  j  df  v'i  -h  p^  +  7'; 

-'a  J^  (x) 

la  marclie  par  laqueile  on  parvient  ä  ces  limiies  est  la 
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menie  que  celle  que  nous  avons  deja  sulvie  dans  unc  autre 
queslion  (431  j. 


AlUE    DES    SüRFACES    DE    llfivOLUTION. 

442.  L'aire  d'une  suiface  de  revoluiion  soblient  par 
uiie  seule  Integration. 

Soit  C-MD  une  courbe  plane  qui,  par  sa  revoluiion  au- 
tour  de  Taxe  Ox,  sitae  dans  son 
plan,  cngendre  la  surface  dont  on 
veut  avoir  Faire,  Soit  CM-M'D 
un  contour  polygonal  inscrit 
dans  cette  courbe.  On  peut 
considerer  l'aire  de  la  suiface 
comine  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  surfaces  des  ironcs  de  cones  engendres 
par  le  contour  polygonal,  lorsque  ses  coles  decroissent 
indefiniment,  en  meme  temps  que  leur  nombie  augmeute 
jusqu'ä  l'infini. 


Soient 


M{x,y)      et     M'(ar-r-A.T,   j-+-Aj) 


deux  sommets  consecutifs  du  contour  polygonal.  La  sur- 
face decrite  par  la  revolution  de  M.M'  a  pour  mesure 

-MM'  (circ^!P-h  circM'P') 
ou 


Mais  comme 


il  s'ensuit  que  l'expression  de  la  surface  du  tronc  de  cone 


sera 


■■'i  j_y 


A.r, 
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OL  designant  une  quantile  qui  s'aunule  avec  Aa:,  et,  par 
suite,  la  surface  decrile  par  le  coiitour  polygonal  aura 
pour  mesure 

En  designant  par  A  la  surface  cliercliee,  on  aura  donc 


A  =  lim  \^  (    2  7rj  l  /    I  H '^bi.x   \  -\-  iTzyXwXi  \^  (aA 

Mais  lim^  (aAx)  =o  (16),  et 

lim^  (  27rjl/    I -f-  ^A.r  j  =:27r    /     ydx\J 


I  -i- 


doi 


A  =  ..j^,rf.y.  +  (,|)' 


a  et  h  etant  les  abscisses  des  extreraites  de  l'arc  CD. 

En  designant  par  s  un  arc  comple  ä  partir  d'un  point 
fixe,  on  a 


Düi 


K'-^  1-K    j     yds. 
Ja 

SURFACE    DE    L  ELLirSOlDE    DE    REVOLUTION. 


443.  Snpposons  que  Tellipse  OAß  tourne  autour  d'un 
F'8-  '00-  de  ses  axes  OA,  et  cherclions  ä 

evaluer  la  surface  engendree  par 
la  revolution  de  l'arc  BJM,  qui 
conimence   a    Texlremiie   B    de 
'    ^  Tautre  axe.  On  aura  (412) 


^=^-'P'V'-l^)' 
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Or  l'equalion  de  Tellipse,  a-j  -  -t-b^x^  =  a-b^,  düiiue 

dy  b^.r 

a.x  a'y 

d'oü 


\/-^©'= 


üy  \  ^       V  "*jr'  "i"  ^'  -^^ 


a'y 

Rempla9ant  dans  cctle  exprcssion  a^y^  par  a^b^ —  b^x^,, 
il  vient 


v/'-l^.)'= 


(ly  V '_  b\ja'—  {d'—  b')x* 


Supposons  d'abord  que  a  soil  plus  grand  que  b^  c'est-ä- 
dire  que  l'ellipse  tourne  autour  de  son  grand  axe.  Posons 
\jä}  —  b^z=ae.W  vient  alors 


V'  /  dr  \ ''        b  Ja*  ■ —  d^e^x}       b  \d^  —  e^x' 

\d.r  j  d^y  ay 


par  consequent 


b    f '  ,      , iTibe    f'  In' 

A=  7.7T-   I      dx üd^  —  e' j:'  =: 1      r/jr l  /  — 

«Jo  «      Jo  V    ^^ 

Or  (404) 

2    1      dx\,l- x'^z=zx\^ a 


a*  ex 

—  arcsin  — : 
e^  a 


donc 

a'  .    ex 


■K  be  (  /a^ 


—  arcsin 
e' 


444.  Si  l'onfaiidans  cetle  expression  x  =  a^  et  si  Ion 
prend  le  double  du  resultat,  il  vient 


2  TT  6a 
27ro'  H arcsine 


pour  la  surface  totale  de  rellipsoide. 

Si  e  :=  o,  rdlipsoide  devient  une  sphere,  et  en  obser- 

,.      arcsin«^  ,       • 

vant  que  hm =  i  pour  e  =  o.  on  retrouve  47: a 

pour  la  surface  de  la  sphere. 
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445.   Soient  maintenant 


44i 


oa  aura 

A  =  2  -   /     y  dx 
ir.h 


a<ib     et     \Jb- — a'==be 
a-y 


=  /      ax\/a*-T- o-e-x-=^ f      dxi/  -r, — --^x- 


/  dxsji 


•  sj  X-  ■ 


1  \x  -^yJx--\-  c)  -^Qa\ 


donc 
A 


Comme  cette  integrale  doit  etre  nulle  pour  :r  =  o,  on 
aura 

G 
et,  par  suite, 


T.b^e       a'*      a"- 
a-       b'^e'^     be 


A  = 


i     /    ^*  o  <^*       1 


\/w^^^^' 


a- 
Te 


Si  Ton  fait  x  =^  a^  on  aura,  en  doublant, 


pour  la  surface  totale  de  rellipsoi'de. 

Gelte  formule  se  reduit  ä  une  forme  plus  simple  en 
remplagant  h-e-  par  sa  valeur  b- — a-.  Elle  devient 
alors 


, ,       1-a^  ,be  -^  b 
■XT^b^'-. 1 =  2' 

e  a 


;62-+-  2-a2l    -  (e-^i)      . 


Quand  h  =  a,  on  a 


b 


e  =  o,         l (^i -i-  e  f  =  i , 
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et  par  consequent 

pour  la  surface  de  la  sphere. 

CHAKGEMENT    DE    VARIABLES    DANS    LES    INTEGRALES 
DOCBLES. 

4-46.   Une  integrale  dt-finic  double 

S:=--ffPdxdy, 

dans  laquelle  P  designe  une  fonction  de  sc  et  de  y, 
peutetre  regardee  comme  exprimantle  volume  compris 
entre  le  plan  des  xy  et  la  surface  dont  l'ordonnee  est 
egale  ä  P,  ä  l'interieur  d'un  cvlindre  parallele  ä  Taxe 
des  ::  et  ayant  pour  base  la  partie  ü  du  plan  des  xy  dans 
laquelle  on  fait  varier  x  ei  y  pour  effectuer  la  double 
Integration  ;  les  axes  sont  supposes  rectangulaires.  ?S^ous 
allons  cliercher  ce  que  dcvient  l'expression  de  S  lors- 
(pi'ä  X  et  y  on  substilue  deux  variables  u  et  v,  dont 
les  valeurs  sont  donnees  en  fonction  de  x  et  y.  Une 
simple  Substitution  Iransforme  P  en  une  fonction  connue 
P,  de  II  et  dev^  mais  il  reste  ä  determiner  I'element 
difTerentiel  par  lequel  P,  doit  etre  multiplie  dans  l'inle- 
grale  double. 

A  une  valeur  de  u  correspond  une  infinite  de  systemes 
de  valeurs  de  x  et  y,  coordonnees  d'un  point  dont  le 
lieu  est  une  ligne  U;  de  meine,  ä  chaque  valeur  de 
i^  correspond  une  courbe  V,  et  les  variables  u  et  v  con- 
stituent  un  Systeme  de  coordonnees,  generalement  cur- 
vilignes,  dans  le  plan  des  xy.  Donnons  ä  u  et  k  v  deux 
series  de  valeurs  infiniment  rapprochees  les  unes  des 
autres  :  les  lignes  U  et  V  correspondantes  formentdeiix 
familles  de  courbes  qui  divisent  le  plan  des  xy  en  qua- 
drilaleres  ABCD  infiniment  petits.  On  verra,  comme  au 
n"  437,  que  le  volume  S  est  egal  äla  limite  de  la  somme 
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de  petils  prisnies,  clont  chacun  a  pour  base  un  quadri- 

latere  tel  que  ABCD  et  pour  hauteur  Tordonnee  d'uii 

des  points  A,  B,   C  ou  D;   il  s'agit  d'evaluer  l'aire  du 

quadrilatere  ABCD.  Ce  quadrilatere  peut  etre  assimile 

ä  un  Parallelogramme,  parce  que  la  courbure  totale  de 

chacun  de   ses  coles  est  infiniment  petita,  et  que    les 

cotes  opposes  ont  sensiblement  la  meme  direction.  Or 

si  trois  sommets  d'un  parallelogramme  ont  pour  coor- 

donnees 

X,  y]     x-i-  h,  y-^k;     x -+- h' ,  y -- k', 

l'aire  du  polygone  est  egale,  comme  on  salt,  ä 

^{hk'—kh'). 

Soient  X  ei  y  les  coordonnees  d'un  sommet  A  dont 
les  coordonnees  curvilignes  sont  u  el  v^  en  passant  au 
sommet  B,  u,  par  exemple,  augmentera  de  du,  tandis 
que  V  restera  constant-,  les  coordonnees  rectilignes  de 

B  sont  donc 

dx  ,  dv  , 

X  ^ — ,—  du.     Y  -1 — T-  du ; 
du  "^        du 

Celles  du  sommet  C  sont,  pour  une  raison  semblable, 

dr   ,  dv   , 

X  -. — 7-  rtc,     V  H T-  dv\ 

dv  -^         dv       ^ 

la  formule  rappelee  tout  ä  llieure  donne 

au-e  ABCD  =-±.  [  —- ; —     dudv, 

\du  dv         dv  du J 

le  signe  =t  etant  choisi  de  maniere  ä  rendre  positif  le 
coefficient  de  du  dw  On  aura  donc 


=//-■ 


dx  dy        dy  dx\ 

du   dv        du   dv /  ' 


et  Ton   donnera  k  u  el  i'  toutes  les   valeurs   comprises 
dans  le  champ  d'integration  Q. 

4i6.   Prenons,  par  exemple,  pour  u  et  v  les  coordon- 
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nees  polaires  /■  et  0;  on  a 

37  =r  cos  6,         ^  =  rsinO; 

les  quadrilaleres  ABCD  dans  lesquels  on  divise  le  plan 
des  xy  sont  des  rectangles  dont  Tun  est  compris  enire 
deux  cercles  de  rajons  r  et  r  -f-  dr^  et  deux  rayons  vec- 
teurs  faisant  avec  Ox  les  angles  Q  et  0  4-  c/O;  son  aire  est 
egale  ä 

\dr   d'i         dr   d^  ' 

Considerons  une  sphere  qui  a  pour  centre  roriglne  et 

pour  rayon  a  :  la  partie  de  sa  surface  situee  au-dessus 

du  plan  des  xy,  ä  l'inlerieur  du  cylindre  defini  par  l'e- 

quation 

X-  —y- —  ax  =  o, 

est  egale  (  i41)  ä 


=    f    dx  f 


IIJC  —  JL-- 


a  dv 


en  prenant  des  coordonnees  polaires,  on  aura 


J>[ 


ar  dr 


^a'-- 


—  2a2  / 

«^0 


(I  —  sin 6;  d^  =  {-  —  i)a°'-. 


Des  consideralions  analogues  aux  precedentes  mon- 
trent  qu'une  integrale  de  la  forme  ///  P  dx  dy  dz  peut 
etre  transformee  en  une  autre  de  la  forme 

mais  nous  nous  bornerons  ä  cette  seule  indication. 
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tit^  qui  prend  successivement  dillercntes  valeiirs,  et  constante  cqWq 
qui  conserve  une  valeur  fixe  dans  le  cours  d'un  meme  calcul. 

2.  Quand  les  valeurs  d'une  variable  d^pendent  de  celles  que  prend 
une  autre  variable,  la  premiere  est  dile  une /c«cf/o«  de  la  seconde. 

3.  On  nomme  variable  indepcndante  celle  ä  laquelle  on  donne 
des  valeurs  arbitraires,  et  fonctiun  la  variable  qui  prend  des  valeurs 
correspondantes. 

On  indique  differentes  fonctions  d'une  variable  xpar/(:c).  o{x), 
F(x).  Le  resultatdela  Substitution  de  a  ä  la  place  de  x  dans/(j;) 
est  indiquö  par /(«). 

On  represente  les  fonctions  de  plusieurs  variables  par/(x,  j,  2), 
o{x,  7,  z),  F(j;,  jr,  z),....  On  indique  par /(«,  6,  c),  <^[a,b,c), 
F(«,  b,  c),.. .,  les  resultats  que  Ton  obtient  lorsqu'on  met  «,  b,  c 
ä  la  place  de  x,  /,  z  dans  ces  fonctions. 

4.  On  represente  une  fonction  d'une  seule  variable  par  l'ordonnee 
d'une  courbe  plane,  et  par  une  surface,  une  fonction  de  deux  va- 
riables independantes. 

5.  On  nomme  fonction  expUcite  celle  qui  est  exprimöe  immö- 
diatement  au  moyen  de  la  variable  ou  des  variables  donl  eile  de- 
pend,  et  fonction  implicite  celle  qui  est  liee  aux  variables  dont  eile 
depend  par  des  equations  non  resolues,  ou  par  des  conditions  quel- 
conques  non  exprimöes  analytiquement. 

6  ä  9.  Methode  des  Limites.  —  Quand  les  valeurs  successives 
d'une  quantite  variable  approchent  indefiniment  d'une  quantite  fixe 
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et  döterminee,  de  manicrc  ä  tCcn  (tijferrr  (ju'aussi  peii  qu'on  vou- 
dra,  celte  quantito  fixe  est  appelee  la  limite  des  valeurs  de  la  va- 
riable. 

Si  deux  quantiles  qui  varient  simullanement  restent  constamment 
Egales  entre  elles,  dans  tous  les  6tats  de  grandeur  par  lesquels  alles 
passent,  et  si  l'une  d'elles  tend  vers  une  limite,  l'autre  tend  aussi 
vers  la  möme  limite  :  principe  de  la  mcthode  des  limitcs. 

10  ä  12.  Methode  inI-imtesimale.  —  Un  infiniment  petit  est  une 
quantito  essentiellement  variable  qui  a  pour  limite  zero. 

Les  infiniment  petits  sont  des  auxiiiaires  qui  servent  ä  rendre  plus 
ais6  le  caicul  des  quantitös  finies. 

13.  Theoreme  I.  —  La  limite  du  rapport  de  deux  quantit^s  infi- 
niment petites  n'est  pas  changöe  quand  on  remplace  ces  quanlit^s 
par  d'autres  qui  ne  leur  sont  pas  egales,  mais  qui  ont  avec  elles  des 
rapports  lendant  vers  l'unite. 

14.  Autre  enonce  :  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits 
ne  change  pas  quand  on  les  remplace  par  d'autres  qui  en  different 
d'une  quantito  infiniment  petite  par  rapport  ä  eux. 

lo.  Theoreme  IL  — La  limite  d'nne  somme  d'infiniment  petits  de 
mßme  signc  ne  change  pas  quand  on  les  remplace  par  d'autres  dont 
los  rapports  aux  premiers  ont  respectivement  pour  limite  l'unite. 

16.  Theoreme.  —  Si  une  somme  d'infiniment  petits,  dont  le  nom- 
bre  augmenle  indefiniment,  a  une  limite  finie,  la  somme  des  pro- 
duils  obtenus  en  les  multipliant  respectivement  par  d'autres  infini- 
ment petits  aura  pour  limite  zero. 

17.  DiFFERE.NTS  ORDRES  d'i.nfim.ment  PETITS.  —  Quand  des  infi- 
niment petits  dependent  les  uns  des  autres,  on  en  prend  un  pour 
infiniment  petit  principal.  On  appelie  infiniment  petits  du  premier 
ordre  tous  ceux  dont  les  rapports  ä  l'inüniment  petit  principal  ont 
des  limites  finies ;  infiniment  petits  du  second  ordre  ceux  dont  les 
rapports  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  sont  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Si  K  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  p  etant  fini  et  ß 
infiniment  petit,  a!'[p-{-^)  representera  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  de  n. 

Autre  enonce  des  theoreraes  I  et  II  (13,  15)  : 

Quand  en  cherche  la  limite  du  rapport  de  deux  quantit^s  com- 
posees  d'infiniment  petits  de  divers  ordres,  on  peut  ne  conserver, 
dans  chacune  de  ces  quantites,  que  les  infiniment  petits  de  l'ordre 
le  moins  eleve. 

Quand  on  cherche  la  limite  de  la  somme  de  plusieurs  quantites 
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infiniment  petiles,  on  peut  ne  conserver  que  les  infiniment  pelits 
do  l'ordre  le  moiiis  eleve. 


DEUXIEME  LECON. 

THfiORfeMES   SUR    LES    DfiRlVßES    ET    LES    DIFFfiRENTIELLE?. 

d8.  Origine  du  calcul  differentiel.  —  On  a  et6  conduit  ä  la 
decouverte  du  calcul  differentiel  en  clierchant  une  mtHhode  gön^rale 


Fi{j.  2. 


pour  mener  des  tangentes  aux 
courbes  planes  reprösenteespar 
des  öquations. 

Soil  la  courbe  AMB,  les  points 
M(a:,  j),  M'fj'  +  Ä,  J  +  /0, 
la  secante  M'MS,  et  la  tan- 
gente  MT, 


tangIMR 


l.m^, 


quand  h  diminue  indefiniment  jusqu'ä  z6ro. 

19.  BUT  DU   calcul    DIFFERENTIEL.   —    FONCTION    DERIVEE.    —   Lo 

calcul  difTerentiel  a  pour  bul  de  delerminer,  pour  chaque  fonclion, 
la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  ä  celui  de  la 
variable,  quand  celui-ci  diminue  jusqu'ä  zero.  Cette  limite  eslappe- 
lee  la  fonction  derhee  de  la  fonction  propost^e.  On  la  represente 
parj'  ou  parfix). 

20.  DiFFERENTiELLE.  —  Lo  produit  de  l'accroissement  de  la  va- 
riable independante  x  par  la  dörivöe  de  la  fonction  s'appelle  la  dif- 
ferentielle  de  la  variable  j,  et  on  la  designe  par  dy: 

df  =  yh  =  f'{x)h. 

La  differentielle  de  la  variable  independante  n'est  autre  chose  que 
l'accroissement  h. 

La  döriv^e  d'une  fonction  d'une  variable  est  le  quotient  de  la  dif- 
ferentielle de  la  fonction  par  la  differentielle  de  la  variable. 

21 .  dx  et  df  sont  Iss  accroissements  correspondants  de  x  et  de  j, 
quand  on  passe  du  point  de  contact  M  situe  sur  la  courbe  ä  un  point 
queiconque  I  de  la  tangente,  tandis  que  /  ou  M'N  est  l'accroisse- 
ment de  l'ordonnee  de  la  courbe  correspondant  au  meme  accroisse- 
ment  h  =  dx  de  l'abscisse. 

22.  Le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  ä  la  difTerentielle 
de  cette  fonction  tend  vers  l'unile. 
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23.  Proprietes  generales  des  fonctions  derivees.  —  Une  fonc- 
tion  croit  ou  döcroit  ä  partir  d'une  valeur  determinöe  de  x,  suivant 
que  sa  dörivöe  est,  pour  cette  valeur,  positive  ou  negative. 

24.  Si  la  deriv^e  d'une  fonclion  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  b,  cette  fonction  a  une  valeur  constante 
dans  cet  Intervalle. 

25.  Si  une  Rinclion  est  croissante  dans  un  certain  Intervalle,  sa 
döriv^e  ne  peut  devenir  nc^gative  dans  cet  Intervalle;  si  une  fonc- 
tion est  d^croissante,  sa  d6riv6e  sera  negative. 

26.  Si  la  derivöe  d'une  fonclion  ötait  constamment  infinie,  x  serait 
une  constante. 

27.  Quand  on  considere  plusieurs  variables  x,  j,  z,  u,  on  repr6- 
sente  les  accroissements  simultanös  de  ces  variables  par  \x,  Aj, 
Az,  A«. 

28.  Lorsque  deux  fonctions  sont  egales  pour  toutes  les  valeurs  de 
ia  variable  independante,  leurs  differentielles  ou  leurs  derivees  sont 
Egales. 

Deux  fonctions  qui  ne  different  que  par  une  constante  ont  la  möme 
differentielle. 

29.  R6ciproquement,  si  les  difförcntielles  de  deux  fonctions  sont 
Egales  entre  elles,  dans  un  certain  intervalle,  ces  fonctions  auront, 
dans  cet  intervalle,  une  di£f6rence  constante. 

30.  Des  fo.nctions  de  fonctions.  —  Quand  on  a 

y  6tant  elle-möme  une  fonction  de  x,  f{x),  on  dit  que  u  est  une 
fonction  de  fonction  de  x. 

^: =■/(,■)/■(.). 

La  derivee  d'une  fonction  de  fonclion  est  6gale  au  produit  des 
derivees  de  ces  fonctions. 


31.  On  peut  ^crire 
32. 


du  =  o'  ( j)  df. 


du       du  dr 
dx      dy  dx 

33.  Si  l'on  a 

v  =  -b{u\     u=  ■.\y),    y=f{x). 


on  aura 


^^  =  .y(«)v'{7)/'(x), 
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la  dörivee  de  la  fonclion  c  est  egale  au  produit  des  döriv^es  des 
trois  fonctions  dont  eile  est  formte.  Gelte  regle  s'applique  ä  un 
nombre  quelconque  de  fonctions. 


TROISIEME  LECON. 

UfeGLES     DE     DIFFERENTIATION. 

34.   SOMME. 

r/( M  4-  c  —  z)  =  du-\-dv  —  dz. 
35  ä  37.  PßODuiT. 

dy  ~  d[ttu)  —  adu. 

d[iiv)  =  vdu-\-  udo. 

d[uvz)  =  vzda  +  uzdv  ~r  iifdz. 

d{uvz...t)       du       dv       dz  dt 


T  +  7  +  T+---+--' 

K       vdu  —  udv 


uvz .  .  .t  u         v         z  t 

38.  Quotient. 

d 


39  ä  42.  PüissANCE  m  quelconque. 

du"'  ~  mu'"-^  du. 
43.  Expression  imaginaire. 

d{u-JrC  \/~i)  =  du  +  dv  y/— 1. 

44  et  45.  Applications. 

1°  Courbe  teile,  que  la  sous-normale  ait  une  longueuc  conslante  a. 

^^=  aaorH-  c. 

2°  Courbe  donl  la  sous-normale  est  une  puissance  donn^e  de  l'ab- 
scisse. 

y-  — 0/"+'  -I-  c. 

/«  -t-  I 

3°  Courbe  dont  la  sous-tangente  est  en  raison  inverse  de  l'or- 
donnöe. 

xjr  —  cy  =  ~  a^. 

4°  Courbe  dont  la  normale  est  constante, 

Stubm.  —  An.,  I.  29 
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46.  Differentiation  des  foxctions  composees. 


47. 


7 = /( ">  0 ,  '^y  =  '■£^  ^'"  +  "£ '^''' 


r,  ,        ,         dy  ,         (ly  ,        f/y  . 


QUATRIEME  LECON. 

NOTIONS     SDR     LES     SfiRIES. 

48.  Defimtions.  —  Serie,  suite  compos(^'e  d'un  nombre  infini  de 
termes  formes  d'apres  une  loi  determinöe. 

Si,  ä  partir  d'une  valeur  de  «  sudisamment  grande,  la  sommedes 
n  Premiers  termes  S„  approclie  indefiniment  d'une  limite  finie  et 
d^terminee,  quand  n  aiigmente  de  plus  en  plus,  la  serie  est  conver- 
gentc,  et  la  iimile  S  vers  laquelle  eile  tend  estla  sonime  de  la  s6rie. 
La  difTerence  S  —  S„  =  R„  se  nomme  le  restc  de  la  serie. 

Si  S„  crott  au  delä  de  toute  limite,  ou  n'a  pas  de  limite  fixe,  la 
SÖrie  est  diverf^ente. 

49.  TlIEOREMES  SUR  LA  CONVERGENCE   DES  SERIES.  —  PoUf  qu'unO 

sörie  soit  convergente,  la  condition  necessaire  et  süffisante  consiste 
en  ce  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  au  delä 
du  n'""%  «„,  soit  aussi  petite  que  l'on  voudra,  si  n  est  suffisamment 
grand. 

50.  A  partir  d'un  terme  u^,  n  etant  assez  grand,  les  termes  doi- 
vent  finir  par  devenir  plus  petits  que  toute  quantitö  donnee.  Con- 
dition necessaire,  non  süffisante. 

51.  En  g^neral,  pour  reconnaitre  si  une  serie  est  convergente, 
on  compare  ses  termes,  ä  partir  d'un  certain  rang,  ä  ceux  d'une 
autre  serie  qu'on  sait  etre  convergente,  ets'il  arrive  que  ies  termes 
de  la  premiere  soient  inferieurs  ou  au  plus  ^gaux  ä  ceux  de  la  se- 
conde,  alors  cette  premiere  serie  est  convergente. 

52.  Theoreme  I.  —  Une  serie  dont  tous  les  termes,  ou  du  moins 
les  termes  tres-eloignes,  sont  positifs,  est  convergente  si,  ä  partir 
d'un  certain  terme,  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  preceJent 
est  plus  petit  qu'un  nombre  determine  /■,  qui  est  lui-meme  plus 
petit  que  l'unitö. 

53.  Theore:me  II.  —  Une  serie  ä  termes  positifs  est  convergente. 
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si,  ä  partir  d'un  certain  terme,  on  a  constamment 

bi.  Les  termes  d'une  serie  ayant  des  signes  quelconques,  si  la 
Serie  qu'on  obtient  en  prenant  positivement  tous  les  termes  au  delä 
d'un  certain  rang  est  convergente,  la  serie  propos6e  le  sera  aussi. 

Conditio!!  süffisante,  non  necessaire. 

5S.  Theoreme  III.  —  Une  serie  est  convergente  quand  les  termes 
eloignes  sont  alternativement  positifs  et  negatifs,  et  decroissent  in- 
definiment. 

5G. 

(«,  +  f,  s/~)  +  {t(,-+-^W^)  -T-...-t-  («,.4-('„\/^)+...: 
serie  convergente,  si  les  deux  sommes 

sont  convergentes. 

57.    fixUDE   DE  QUELQUES   SERIES  : 


■H 


.r" 


1.1  I.'2.3  1.2.3...« 

convergente,  quel  que  soit  x, 


1.2...«  n  -\~  1  —  X 

x^  af 

•i"      \  -\-  X  cos  X  -j cos  •3.x-'r...-\ ■  cos  nx-\- ,,., 

1.2  I.2..  .  .11 

convergente,  quel  que  soit  .r; 

X       x'       x'  X" 

I        2        J  n 

convergente  pour  j:  entre  —  i  et  + 1, 

/2  -r  I   I  —  X 

m[m  —  0    ,  m'  ni  —  \]...{m  —  p-\-\] 

1.2  1.1. . .p 

convergente,  si  jt'  <  i ; 

l-n  III 

5°  i  +  ,-.  +  3^  +  4.+..-, 

divergente  pour  w  ^  i ,  convergente  pour  /«  >  i ; 

29. 
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6         2  H \- 


1.2  1.2.3  1.2.3.4         "  1.2.3...« 

convergente.  On  en  reprösente  la  somme  par  e  : 
e  est  entre  2  et  3, 

K< 1 xi; 

"       1.2.3...«      n 

c  =  2,7182818,  ä  un  dix-millioniöme  prös. 

58  ä  Gl.  Limite  de  (  iH \    quand  m  cboit  indefimment.  — 

Cette  limite  est  le  nombre  e. 
62.  e  est  incommensurable. 


CINQUIEME  LECON. 

DIFFfiRENTIATION   DES    FONCTIONS   TRAXSCENDANTES. 
63.   FONCTIONS  LOGARITHMIQUES. 

dAosx  =  —  lose. 

6i.  Quand  le  nombre  e  est  la  base,  Iss  logarithmes  sont  dits  n6- 
pöriens  :  nous  les  designerons  par  1. 

On  passe  d'un  Systeme  quelconque  au  Systeme  n6p6rien,  et  vice 
versa,  par  la  formule 

log JT  =  Ijt  X  -j—  =  Ijt  X  log<?. 

■j—  ou  log«?  est  le  module  du  Systeme.  Quand  a  =  10,  le  module  est 

loge=  0,4342945. 

63  et  66.  La  regle  de  la  differentiation  des  logarithmes  est  sou- 
vent  utile  pour  diff^rentier  d'autres  fonclions. 

67  ä  69.  Fo.NCTiONS  exponepttielles. 

da"  =  a"  ladu,     de'  —  e'dx. 

La  fonction  de'  est  la  seule  qui  soit  egale  ä  sa  derivee. 
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70  ä  75.  FoxcTiONS  ciuculaires  directes.  —  sinjr,  cost,...  sont 
les  rapports  des  droites  ainsi  nommees  au  rayon  du  cercle.  x  est 
la  longueur  d'un  arc  rapportöe  au  rayon  pris  pour  unite ;  si  z  est 
le  nombre  des  degrös  contenus  dans  x, 

■nz  i8o°  _  „    -, 

X  =  1  Z  —  X  X  =   57°  JD    X  X. 

ibO  TT 

L'arc  6gal  au  rayon  =  67°  16'. 

d^\wx  =  cosxdx,     d  cosz  =  —  sinzf/z. 

dz  ,     ^  dz  sin  zrfz 

rttan^z=: rfcotz  = : — — •      asecz  = = — ^• 

cos  z  sin'z  cos''z 

76  ä  80.  FoNCTiONS  circulaires  i.werses.  —  L'arc  dont  le  sinus 
est  X  se  reprösente  par  arc  sinx. 

du 


d  aresin« 


v/i 


,  du 

d  arc  cos  «  — jz^^^ — 

v/i-«' 

d  arc  tan?«  = 


d  arc  cot«  =  — 


14-  u" 
du 


SIXIEME  LECON. 

DIFFßRENTFATION    DES    FONCTIONS    IMPLICITES.   —    CHANGEMENT 
DE    LA   VARIABLE    INDfiPENDANTE. 

81  et  82.   Differentiation  des  fo.nctions  implicites  donnees 

PAR  UNE  SEULE  EQUATION 

f{x,j')  =  o: 

df  .         df  ,  dy  dx 

dx  dy  -^  '      dx  dj 

dy 

83.  Elimination  des  constantes.  —  Si  entre  une  equation  donnee 
et  l'equation  qu'on  en  tire  par  la  differentiation,  on  ^limine  une  con- 
stante,  on  a  une  nouvelle  öquation  qui  exprime  une  propriete  de  la 
tangente,  commune  ä  toutes  les  courbes  que  reprösente  l'equation 
proposee,  quand  on  y  donne  differentes  valeurs  ä  la  constante. 
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8-4.    FONCTIONS  IMPLICITES  DO.NNEES  PAR  PLÜSIECRS  EQUATIONS. 

f{x,j,z)  =  o,     F[x,y,z)  =  o, 

(Ix  (If    "^        dz 

dV    ,         r/F    ,         d¥    , 
-—dx  +  -j-  dy  -^—-dz  =  o, 
dx  dy    -^         dz 

df(lF_dfd?_  r^r/F  _  r^  r/F 

dy dx  dz        dz  dx  dz  _  dy  dx        dx  dy 

dx  ^  d£dT^Jf^'  dx  ^  clf(l^_dfcre_' 

dz   dy        dy  dz  dz  dy        dy  dz 

8b  et  86.  Si  Ton  a  n  cquations  entre  n  4- 1  variables,  on  e.2;alera 

ä  z6ro  les  differcnlielles  des  premiers  mcmbres  de  toutes  ces  equa- 

dy 
tions;  on  aura  n  Cquations  du  premier  degre,  d'oü  Ton  lirera  y-» 

dz 

— )  etc. 

clx 

87.  Dehivees  et  difkeuemiülles  de  divers  orüres.  —  Soit 
y  =  f[x)  une  fonction  quelconque  de  j:,  et  y'  sa  derivöe.  Si  l'on 
difförentie  j',  on  oblient  la  deriv6e  de  y\  que  Ton  appelle  la  der'wee 
seconde  ou  du  second  ordre  de  j,  et  qu'on  designe  par  j".  De  meme 
y"  aura  une  derivee  y"\  et,  en  conlinuant  iiinsi,  on  aura  les  deri- 
vöes  de  tous  les  ordres  de  y.  On  les  represente  aussi  par  f'[x), 
f"[x)J"'{x)..... 

A  ces  deriv^es  correspondent  les  difterentielles  successives  de  j, 
que  l'on  represente  par  d^y,  d^y, .... 

dy^y'dx,     d-y^y'dx'^,     d^y  ^-f"  doc" ,...,     d"y  ==  y(")dx", 

d^Y  _  d'^y 

dx" '^       ~d^' 


,       dY 

''        dx 

J" 

d'r 
~  dx^  ' 

>     J'"^ 

88, 

.  Exemples 

1° 

y  =  x' 

2° 

J 

r  = 

Kx"'-^ 

B.tf-'  - 

d"'r 
Si  m  est  entier,  -,—  =  i  .2.3. . .  m.X. 
dx 

Les  derivees  suivantes  sont  nulles. 
3°  7=0*. 

d"Y        ...    ,„ 
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y  =  log.r. 

:  (—  i)"-'  1.2.3. ..(«  —  i)  j:-".log<?. 

r  = 

d"Y         .     /           n    \ 

y- 

^COSx,      ,/,,.=  COS  (.r+-rj. 

455 


89.  Quaiid  la  fonction  j  est  donnee  par  l'equalion  j'[x,  y)  =  o, 

df      df   ,  do       dto    ,       do    „ 

'-^  dx   '    dj^        ""'       dx       dj-^        dj'^ 

On  trouverait  de  möme  j'",  z'" 

90.  Du   CHANGE.MK.NT   DE  LA    VARIABLE    I.NDEPE.NDANTE.  —  Si  l'on  a 

n  equations  entre  (/i  +  1)  variables,  j>-,  a-,  /,  k,  o,. . . ,  on  pcut  en 
regarder  une  comme  independante,  et  imaginer  que  toules  les  autres 
soientexpriraees  en  Function  de  celle-ci.  Si  l'on  choisit ;,  par  exeniple, 
on  a 

y  =  ^{t)     et     ^/"j  =  ^(")(i)f/^''. 

91.  Si  Ton  prend  t  pour  variable  independante,  et  que  l'on  con- 
sidere  x  et  y  comme  fonctions  de  /,  on  a 

d^y  :=/'  {x)dx-'+f'[x)d^x, 

d^y  -^f"'[x)dx^-,-Zf\x)dxd'x-\-f\x)d'x; 
ou 

^•[t)=f'  [x)o'[t\ 

f'(0-/"(^)'/(^J^+/'(^)?"(0, 
f"(0=./'"'(.r)<F'(0^-^3/"ix)-/(/j^"(/)+/'(x)<p"'iO. 

92.  93.  Reciproquement, 
J  U')  =  -7-' 

cix 
r,,  ,     ^        dxd''Y  —  dYd^x 

^    (")= -^ ' 

dx  {  dx  d^r  —  dY d^ x)  —  3  r/^r  f  dxd^y  —  dyd'^x ) 
dx' 

les  differentielles  dans  les  seconds  membres  sont  relatives  ä  t. 

9i.  La  derivee  premiere/'(j:)  est  la  seule  dont  l'expression  par 
les  differentielles  de  j:  et  de  j  reste  la  meme  quand  on  cesse  de 
prendre  x  pour  variable  independante,  ou  quand  dx  cesse  detre 
constante. 


/"'(^)  = 
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95.  Vörification  des  formules  genörales.  S'i  x  =  f, 

/-(.)  =  ;^,  /'w  =  g-,  rw  =  £•■•■•■ 

96.  Si  l'on  prenait  j  pour  variable  indöpendante,  l'equation 

J'=/(-r), 
^tant  rösolue  par  rapport  ä  x,  donnerait  une  valeur  de  la  formo 

x=  F(j). 
F(^)  est  dite  \d.fonction  inverse  de/(j:). 

F"(r) 


3F"(j)*-F'(r)F"'(r) 


97.  Exemplc.  

SEPTIEAIE  LECON. 

difffirentiation  des  fonctions  de  plusieürs  variables 
ind£pe>dantes. 

98.  Differentielles  partielles  et  totales  d'une  fonction  de 
PLUSIEÜRS  variables  independantes.  —  Si  dans  une  fonclion  de 
plusieurs  variables  independanies 

on  ne  fait  varier  qua  x,  et  qu'on  prenne  la  d^riväe  de  la  fonction 
par  rapport  ä  x,  celte  derivee  partielle  sera  une  cerlaine  fonclion 

,            ^          1            .       ,           1         .  .•       ^''"        (lf[-^\  >'.  z)     r 
o(j:,/,  z);  on  la  represente  par  la  notation  -t-  ou ■ En 

mullipliant  la  dörivöe  partielle  par  clx  ou  par  l'accroissement  arbi- 
traire  de  x,  on  aura  la  differenüdle  partielle  de  u  par  rapport  ä  x^ 

<i(x..  r,z\dx,  QU  ——clx. 
^  ^    '  •"     '  clx 

99.  La  somme  des  differentielles  partielles  de  u  par  rapport  ä 
toutes  les  variables  s'appelle  la  cUJfc-renticlle  totale  de  u. 


iOO. 


Am  =  [tpf-a",  jr,  z]  \x  -{-  -^j  {x,j,  z)  Aj+  x[x,j,  z)  Az] 
+  (aAj:4-  ^"Aj+y"Az). 
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L'accroissement  de  la  fonction  u  se  compose  de  deux  parlies  : 
dans  l'une,  les  accroissements  des  variables  sont  muUiplics  par  des 
fonctions  independantes  de  ces  accroissements,  et  (pii  soiil  les  d^- 
rivees  partielles  de  u;  dans  l'autre,  ces  accroissements  sont  multi- 
plies  par  des  quantites  a,  p",  ■/'  qui  s'evanouissent  en  meme  temps 
qu'eux. 

101.  EXEMPLES. 

102.  Proprietes  de  la  differentielle  totale.  —  La  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  d'une  fonction  ä  sa  difTerentielle  totale 
est  l'unite. 

103.  Quand  une  fonction  de  plusieurs  variables  est  constanle,  sa 
differentielle  totale  est  nulle. 

Si  deux  fonctions  ont  une  ditlörence  constante,  leurs  differentielles 
partielles  ou  totales  sont  egales,  et  reciproquement. 

104.  Differentiation  d'üne  fonction  composee  de  Functions  de 
PLUSIEURS  variables  INDEPENDANTES.  p  fouction  composee  de  deux 
fonctions  des  variables  :  p  =  F(u,v),  u  et  <>  ölantdes  fonctions  des 
variables  independantes  .r,  j,  a  : 

dp       dp  du       dp  de 
dx       du  dx       dv  dx 


dp 

cly 

dp  du       dp  (h 
du  dy       dv   dy 

dp 

dz  " 

dp  du        dp  dv  ^ 
du  dz        dv  dz  ' 

la  differentielle  totale  de  p  : 

dp  =  --  du  -\-  ^  dv. 
du  dv 

lOS.  Differentielles  des  fonctions  implicites  de  plusieurs 

VARIABLES  INDEPENDANTES. 

(i)  /(.r,  j,  z,  «,  (^)  ^o, 

(2)  F(.r,  j,  z,  «,  c)  =  0. 

df   .      .    df        ,    df  j  ^df  df   . 

-7—  dx  H —  dy  H —  dz  -\ j-  du  -\ —  dv  =  o. 

dx  dy  dz  du  dv 

r/F  ,  dF    .         r/F   ,         dY  ,         dF  , 

-j-  dx  +  -7-  rtj  +  -7-  dz  4-  — -  du  +  -~-dv  =  o. 
dx  dy    -^         dz  du  dv 

De  ces  deux  equations  on  tircra  du  et  dv. 

ddii 


106.  Derivees  ET  differentielles  de  divers  ordres. 


dydx 
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(P II 

-j—j-  indique  la  dürivee  par  rapport  ä  j  de  la  derivöe  de  u  par 

d^  u 
rapport  a  x.  De  m^me  - — j  est  la  derivöe  par  rapport  a  x  de  la 

derivee  de  u  par  rapport  a  y. 

Oll  indique  d'iine  maniere  semblable  le  resultat  d'un  nombre 
quelconque  de  ditferentiations  executees  dans  un  certain  ordre  sur 
la  fonction  u. 

i07  a  109.  Theoreme  sur  l'ordre  des  differe.ntiations.  —  Le 
resultat  final  de  plusieurs  differentiations  successives  est  toujours  le 
iiieme,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  opere  par  rapport  aux 
diverses  variables. 

110.  Differentielles  totales  de  divers  ordres  d'une  fonction 
DE  plusieurs  variables  independantes.  —  Soit  «  une  fonction  de 
trois  variables  independantes  j",  j',  z, 

d"  u  =  [  -—  fix  -j-  —-  (iy  -{-  -—  dz  )     i 
\dx  djr  '        dz       j 

formule  symbolique,  dans  laquelle  il  faudra  remplacer  du"  par  d"u 
apres  le  developpement. 

in.  Derivees  partielles  des  fonctions  implicites.  —  Une 
equaliun/[j:,  _;>']  —  o,  enlre  deux  variables  x  et  j,  donne 

ü 

df  ,         df  ,  ,,   ,      dr  fix 

-;- fix -{ — -fiy=o,     d  ou     -i- = —,i 

fix  fty  "  fix  flf 

tly 

fPf^     fPf  dr  ,  ^/'/^Y     'Ü'ÜL- 
dx'    '       iixfly  tlx~^  dy'  \tix]        tly  flx^  ~     ' 

d^Y  d^r 

d'oü  l'on  tire  -rV-  En  diCferentianl  de  nouveau,  on  obtiendra  -j^  » 
r/x  dx' 

d\r 
fix'  ' 

41:2  et  113.  Si  Ton  a  une  scule  equatiun  entre  trois  variables 

(i)  /i-^,  J,  ^)  =  o, 

en  difTerentiant  l'equation  (ij  par  rapport  ä  ar,  on  a 

,    .  df   ^    flfflz 

^■'^  dx-^d-zdx  =  ''^ 
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d  ou  1  on  tire  -7-  •  On  a  de  meme    ,-  par  1  eiiuation 
dx  d) 

df      elf  dz 
dv       dz  d\ 

En  differentiant  reduation    2)  par  rapport  ä  x,  on  aura 

d^_^  2  iZ!/.  'll  ^  '^('ll\'^'l['lll- 
dx'^  dxdzdx       dz'^  \d.i'        dz  dx-         ' 

d^z 

En  differentiant  l'cquation  (2)  par  rapport  ä  j,  ou  rcquation  (3) 
par  rapport  ä  x,  on  irouve  egalenient 

d\f         d\f  dz        d\f  dz   ^   d\fdz  dz   ,   df  d'-z    _ 
dxdr       dydz  dx       dxdz  dj       dz-  dx  dy  ~^  dz  dxdy  ~    ' 

d  ou  -; — T-i  etc. 
dxdy 


HUITIEME  LECON. 

FORMATION   DES    KQUATIOXS   DIFFERENTIELLES ;    ELIMINATION 
DES    FONCTIONS   ARBITRAIRES. 

114-113.  Elimination  des  constantes.  —  fitant  donnees 
n  equations  qui  renferment  une  variable  independanto  .r,  n  fonc- 
tions  inconnues  de  cette  variable  et  11  -r-  p  constantes  arbitraires, 
on  peut  eliminer  ees  constantes  entre  les  equations  donnees  et 
Celles  qu'on  en  deduit  en  les  differentiant  un  ncmbre  süffisant  de 
fois  par  rapport  ä  x  :  on  obtieat  n  equations  differentielles  simul- 
lanees. 

L'elimination  de  C  et  Ci  entre  une  cquation 

f[^x,y,  z,C,  Gl)  =0 

et  les  equations  dörivees  par  rapport  ä  x  et  y  donne  une  equation 
aux  derivces  partielles,  moins  generale  que  l'equalion  proposee. 

116.    finMINATION   DES    FONCTIONS    ARBITRAIRES.   —  Soit 

o(ai,  a2,  . .  .,  'J-n)  =  o 

une  equation  dont  le  premier  menibre  est  une  fonction  arljitraire 
des  n  quantites  ai,  aj,  . . . ,  %,i  qui  sont  des  fonetions  conuues  d'une 
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quantitc  inconnue  z  et  de  ii  variables  indepcndantes^i,  x^.  ....  x,i\ 
on  peut  eliminer  o'r^ ,  tsl^,, . . .  enlre  les  equalions  obtenues  en  dif- 
ferenliant  la  proposec  par  rapport  ä  xi,  x^,  ...,  Xn\  le  resultat 
conslitue  une  equation  aux  derivees  partielles,  lineaire  et  du  pre- 
mier  ordre. 

i\l.  On  trouvc  encore  une  equation  du  premier  ordre,   mais 
non  lineaire,  en  eliminant  a  et  la  fonclion  o  entre  les  equations 


f[x,jr,z,a,'^(n-)]^-o, 


iL 

da 


=  o 


et  les  equations  derivees  de  la  premiere. 

118.  D'une  maniere  generale,  on  peut,  ä  l'aide  d'un  nombre  süf- 
fisant de  differentiations,  eliminer  tant  de  fonctions  arbitraircs  que 
l'on  veut. 

119.  ChANGEMENT  des  VAniABLES  INDEPENDAXTES.  —  Soit  n  une 

fonclion  de  x,  j,  z.  si  l'on  donne  x,  y,  z  en  fonction  de  ;,  ■/;,  X.. 
on  aura,  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  derivees  de  u, 

,  ,  du        du  dx        du  dr        du  dz 


(' 

i; 

^; 

~  dx 

'^; 

dy  d\  -^ 

dz 

ä\ 

eic 

c 

2) 

du 
dx 

du  d\ 
~  'd\  ilt   ■ 

du  dr^ 
df^  dx 

du  dl 
■  <  dx 

etc 

HO. 

Appli 

ication  des 

relations  fa)  au 

cas 

oü  r 

'on 

pose 

X  = 

r  cosö 

J  = 

rsinO. 

-121.  Une  deriv^e  partielle  de  la  forme  -r  n'a  de  sens  que  si 

äx  ^ 

Ton  indique  les  variables  qui  restent  conslantes  quand  x  varie. 
122.  Soit  u  une  fonction  de  x  et  j";  si  l'on  pose 

x  =  F(f,7i,o),         y  =  Y,{l,r„',),  M  =  F,ri,.Y;,o), 

onpourra  regarder  u  comme  fonction  de  :  et  r,,  et  l'on  aura 

du  _  clV^  ^  (l?  ch  du  _  d¥.  _^  dYi  d^ 

de,         d^         d\)    d\  d\  d/;  cLj    d\ 

en  substituant  ces  expressions  dans  les  equations  (i),  n"  119.  on 

„,        .  .     ^      du     du     d-u  . 

aura  assez  d  equations pour  calculer  y- >  j-i  y-j?   •••5  en  lonc- 

,    d-j     d-j 
lion  de  -77  5  -r  1   •  •  •  • 
d'      dr 
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NEUVIEME  LECON. 

DliVELOPPEMEXT   EX   SERIE    DES    FOXCTIOXS   d'uXE   SEULE 
VARIABLE. 

123  ä  12o.  Serie  de  Taylor. 

/(^-/0=/(-r)--//'(x)  +  i^/"(^;  +  ... 

-ßn\  (^)  H "     — ,/'«+^'  (.r  +  0//). 


1.2.3...«  I.2.3...(«-h- l)" 

Getto  formule  a  lieu  pourvu  quo  f^n+u  ( x')  roste  finio  et  bien 
flctorminec  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  x' ,  depuis  la  va- 
leur  X  jusqu'ä  x  -+-  //. 

Les  fonctions  derivees  d'ordre  superieur  ä  «  -f- 1  ne  sont  assu- 
jetties  ä  aucune  condilion. 

/,«  +  ! 

R  = ^ /■(«+»  {X  -i-  O/n. 

1.2.3,    .    .(rt-r-l)"'  ^  ^ 

126.    AUTRES  FORMES  du  RESTE. 

^=1.2.t.../J^'"'^-^'^^^'^~-^'"'^'^^^- 

La  formule  suppose  quo/'"'  (x' )  reste  finie  et  dcterminee  pour 
toutes  les  valeurs  de  la  variable  .r',  depuis  ,r  jusqu'ä  x  ~-  h\  eile 
n'exige  aucuno  condition  relative  aux  derivees  d'un  ordre  supe- 
rieur ä  n. 


127. 


1.2.3...«' 


d28.  Rem.arqüe  sür  LA  SERIE  DE  Tatlor.  —  Si  l'on  arr6te  la  serie 

ä  un  terme  tt— — ■  f^"Hx)  qui  ne  soit  pas  nul,  on  pourra  pren- 

j .  2  . 3 .  . . « 

dre  la  qu?»itite  h  assez  petite  pour  que  ce  terme  surpasse  en  valeur 

absolue  le  reste  qu'il  faudrait  ajouter  ä 

afin  d'avoir  la  valeur  exacte  de  f[x  +  ä). 
129.  Serie  de  Mäclaurin. 

/(x)=/(o)+x/'(o)  +  -^/'(o)-i--^/"'(o)+.... 


4^2  T4BLE    A>'ALYTIQtE 

Le  resle  a  l'iine  de  ces  trois  formes 

1  .7..3.  .  ./l 

130.  RiiMAugi lis siii  LA  FORMLLE  DE  Maclal'rin.  —  Si  la foüction 

/(x)  devient  infinio  ou  discontinue  pour  x  --  o,  on  peut  la  deve- 
lopper,  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  par  la  formale 

/(•r)  -/(«)  -V  (^  -  «)/'  («)  +  ^-^^^/"(«)  +••  • 


'    1.2.3.../^*  i..i.3...(«-i- i] 

131.  La  fonction /(.r)  ne  peut  Clre  developp^e  en  uncsöriecon- 
vergente  proccdant  suivanl  les  puissances  entieres  et  ascendantes 
de  X  autrement  que  par  la  formule  de  Maclaurin. 

132.  La  Serie  de  Maclaurin,  quand  eile  est  convergente,  peut 
convergcr  vers  une  liniite  differenle  de/(.r). 

133.  AUTOE  DEMONSTRATION  DE  LA  SERIE  DE  TAYLOR. 


DIXIEME  LECON. 

APPLICATIONS    DE    LA   SERIE   DE   MACLAURIN. 
13 i  et   13o.    DliVELOPPEMENT  DES  FUNCTIONS  EXPONENTIELLE. 


I  +  -  +  — -H o 

1  1.2  1.2.3 


.r"                          .r"+' 

■6^=' 

'    1 . 2 .  3 .  .  .  /^        1 . 2 . 3 .  .  .  i «  -i-  I 

) 

.rl./        .r'flr,-^        .T'{\af    , 

.r"(I«r 

-'       ,       '        ,.2      ^    r.2.3    + 

i.i. . .n 

.r«+'fl«y'^'      ex 

-j a 

fl"=  I  + 


I  .  2  .  .  .  (  «  -f-  I ) 

136.  Developpement  de  sin  x. 

sin  X  =  X ^  +  — —  q    /   c  ~"  • 

1.2.3  1.2. 3. 43 


1.2.  .  .  [n  -r  i)  "^  I  -2.  •  •  l«  -r  I, 


C0S(5jr). 


des  matieres. 
137.  Developpement  de  cos  x. 


463 


cos.r  =  I 


1.2  1.2.3.4 


cos  (0.r^ 


1 . 2 . 3 .  .  .  ( «  —  I )        1 . 2 . 3 .  .  .  ( «  -r  I ; 

138   ä    lil.  FORMULE  DU   BINOME  POUR   ÜN   EXPOSANT  QUELCONQUE. 

m  im  —  \\     ,   . 


^i  -\-x)'"=  I  +  mx  -\- 
III  ( m 


I  .2 

i) .    .{in  —  n  -h^) 


m  ( ni 


1.2.3...« 

-i...  im-  n' 


af 


x"+'(l-i-9j:)'"-"-', 


1 . 2 . 3 . . .  ( «  H-  I ; 
Serie  convergente,  si  x  tombe  entre  —  i  et  + 1,  quel  qua  soit  m. 
142.  Developpemext  de  \[i-\-x).  —  Si  a:  est  entre  4- 1  et  —  i, 


1(1 


■  x)  ^  X 

2 


+ 


+  . 


3         4 

113,  144.  Formules  pour  le  calcul  des  logauithmes. 

I         // 


\[y  +  li)  —  \y  =1 


+ 


•]■ 


-\- h       3(2j-|-/j)' 

l(j:+4)  +  l(.r-4)  +  l(.r+3)-M(,r-3)-2lx-l(x-^5)-l(j:-5) 

=A-^-~^^ — --r'Ä-. — ?i — y 

\_X*  —  23X'^-t-72  3    \  r' —  25^7+72/ 


+ 


5  \x'  —  25x^-r  /'-i 


Si  xq:iooo,  on  a,  avec  une  erreur  moindre  que  — -■> 

1(jc  +  4)  +  1(j:—  4)  -^l(x+3)  -(-l'>  —  3) 

—  21j:  —  1  (ar  +  5)  —  l(x  —  5)  =  o. 

14o,  146.  Lorsque  deux  nombres  sont  superieurs  ä  une  certaine 
limile,  teile  que  loooo,  leur  difference,  pourvu  qu'elle  soit  sufB- 
samment  petite,  qu'elle  ne  surpasse  pas  i,  par  exemple,  est  sensi- 
blement  proportionnelle  ä  la  diflerence  de  leurs  logarilhmes. 

147.  Des  logarithmes  consideres  comme  Limites  d'expressions 
algebriques. 

e"  =  lim  (  I  + 

quand  /?i  =  oo  . 
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148,    119. 

Ij  =  lim  [m  Cy//  —  I )]  quand  m  =  y.. 


ONZIEME  LECON. 

FORMULE   DE   MOIVRE   ET    SES   CONSflQUENCES. 

150.  Generalites  sur  les  expressions  imaginaires.  —  Une 
^quation  oü  entrenl  des  quantites  imaginaires  est  la  representation 
symbolique  de  deux  ^quations  enlre  des  quantites  reelles. 

131.  Toule  expression  imaginaire  a -{-  b  yj  —  i  peut  etre  raise 
Süus  la  forme  r  (cos?  +  \J  —  i  imt)  : 

n  h 


r^yja^-rb^y     COSf  —  ^  •,      sin?  = 


La  quantilö  positive  r  est  dile  le  modale  de  l'expression  imagi- 
naire.  Les  valeurs  de  sinf  et  de  cos/  fönt  connailre  l'arc  t  ou 
Wirgumcnt :  on  le  choisit  ordinaireraent  positif  et  plus  pelit  que  la 
circonlereuce. 

152.  FORMULE   DE   MoiVRE. 

(cosj:  +  \/  —  I  sinx)"'  =  cosmx  -\-  \J  —  i  sin/war, 

Dncore  vraie  lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire,  positif  ou  n^- 
galif. 

Iü3.  Developpement  du  sinus  et  du  COSINUS  d'un  multiple  d'un 

ARC  SUIVANT  LES  PUISSANCES  DU  SINUS  ET  DU  COSINUS  DE  CET  ARC. 


COS/wj:  :^  COS    j: COS       jr  sm  .r 

I  .2 

-1 ^^ r-y^ cos'"-*  X  sm*  X  —..., 

1.2.3.4 

mi       •             m{m —  \'](m —  1)       „_,    •   3 
sinwj:  =  wcos^-'xsmj: ^ cos""  '  sm^jr+.... 

1.2.3 

lo4.  Developpement  d'une  puissance  d'un  sinus  ou  d'un  Cosi- 
nus SUIVANT  les  sinus  OU  LES  COSINUS  DES  MULTIPLES  DE  l'aRC.  — 
/W  =  2«  : 

2'"-'  COS"' JT  =  COS  wx  H-  m  COS  [m  —  i)x 

in{m—\]        ,           ,,       ,              I  mf/w  —  i )...{« -i-i) 
+ —  cosiw  — 4  •^  +  -  •  --1 5 ■• 

1.2  ^  2  1.2.3. . .« 
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m  —  in  -{-i  : 

2'"^'  cos"' X  —  cos rnx  -\-  rii  COS  [m  —  i)x 

m[m  —  \)        ,  ,\       ,  ,    i»['n  —  \  ..  .[n  -\-  1] 

-{ ^^ -COS  w  —  4)^  +.  •  .-^ 'o cosx. 

1.2  1.2.3...« 

ISo.  in  =  in  : 

( —  I )"  2'""'  sin'" X  =  COS  nix  —  m  cos  [m  —  2 )  .r 

ni{m  —\)  ,  ,  ^  I    777  f  /W  —  I ) .  .  .  (  72     4-  I  ) 

-I COS  ( 777  —  4  Kr  — ...  tt  - 


1.2  '  '  '   ~   2  I  .  2 .  3 .  .  .  /7 

77?  —   2  77  +  I    : 

( —  I )"  2'""'  sin" X  =  sin 77/j:  —  /w  sin  ( 7/7  —  i)x 

sin(/77  —  4)  X. .  .dr ^sinj:. 


1.2  1 .2. . ./? 

iöG.  Definition  et  proprietes  de  e-,  cosz.  sins.  —  La  serio 

-2  .rS 


I  1.21.2.3 

est  toujours  convergente,  et  sa  somme  est  une  fonction  bien  detcr- 
rainee  de  z  pour  toutes  les  valeurs  reelles  et  imaginaires  de  z;  par 
definition,  cette  fonction  est  e-.  On  pose  de  memo,  quel  que  seit  z, 

cos:;  =  1 ^ ': ^^--7 — ....         sins  = 


I . 2        I . 2 . 3 . 4  '        1.2.3 

-lo7.  Les  fonclions  ainsi  definies  conservcnt  les  proprietes  carac- 
teristiques  etablies  dans  le  cas  des  variables  reelles ;  en  premier 
lieu,  l'egalite 

/  _i_  -^  _i-  "^^   _i_      \  f     ,   ■'^    .    y^  ^      \ 

\       '      I       '      1.2'**'/\~^I~^I.2'"''/ 

.r  -4-  r        Cr  ^-  r  )2 

i  1.2       ~^- • • 

est  une  identite,  qui  implique  la  relation  generale  e^er  =  e^+r. 

138.  Si,  dans  l'equation  qui  definit  e=,  on  change  s  en  zhz  \J—  i , 
on  trouve,  eu  egard  ä  la  definition  generale  de  sins  et  cosz, 

0±z^-\.  _  cosz  —  \J — I  sinz ; 

cette  relation,  combinee  avec  la  propriete  fondamentale  de  e-, 

montre  que  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonometrie  s'e- 

Stl'rm.  —  An..,  \.  oO 
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tendent  aux  arcs  imaginaires.  On  nommc  sinus  et  cosinus  In-pcr- 
boliqucs  de  z.  les  fonclioas 

'  ( e~^  e-").         ~(e e-~). 

2  U 

1.j9-160.  Definition  de  Iz  et  de  z'".  —  Lo  logarilhme  nepe- 
rien  de 

a  -^  b\^ — I  =  p(cosa)  -^  \/ — I  sinoj) 

est  dcfini  par  la  condilion 

gjr-KjV^  _  pfcosw  —  y/— I  sintij\ 

/[  p  (  cos  o)  -4-  /—  J  sin  w)J  ^Zp-^fw  —  a/ir)/  -i; 

il  a  unc  infinite  de  valeurs,  mais  on  peul  suivre  l'une  d'elles  par 
continuile.  Ün  a 

~in  =  ßniiz  —  pm  [cosm  (to  —  aA"-)  —  v/^sin(oj  —  aAr  )]; 

celte  quantite  a  7  valeurs  si  m  =  --• 

iCl.  La  derivee  d'une  fonction/fc)  de  variable  imaginaire  est 

f(z)=^hm ^^ ; 

l'extension  aux  imaginaires  des  regles  du  calcul  algebrique  et  des 
relations  sur  lesquellcs  repose  la  differentiation  des  transcendantes 
elementaires  generalise  les  resullats  obtenus  pour  les  derivees 
des  fonctions  de  variables  reelles.  On  a 
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EXPRESSIONS  QUI  SE   PR£SENTENT   SOLS   LNE  FORME  IND^TERMINfiE. 

162.   163.   Vbaie  valelr  des  expressions  qui  se  presentent 
sous  LA  FORME  -•  ' — '—  se  redult  ä  -  quand  x  =  a.  /^"■*'''  («)  et 

O       O  \JC}  o    " 

»('•+')  (a)  sont  les  premieres  derivees  qui  ne  s'annulent  pas  simul- 
lanement  pour  j:  —  a. 

,.      o(.t)        '^("+')(a) 
lim  -j- —  —  7  ,    n  ■ — -  • 
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CO 

I6i,  IGj.  Valeuu  des  expressio.ns  qui  prennent  la  forme  — 

CO 

prend  la  forme  —  ?  poiir  x  —  a;  n-\-  i  esl  l'ordre  des  d6riv6es 


de  'i  (x)  et  de/(a)  qui,  les  preniieres,  ne  sont  pas  nulles  ouinfinies 
ä  la  fois, 

166.    ValEUR  des   EXPKESSIONS   qui    prennent   LA   FORME   O  X  eo  . 

—  Pour  trouver  la  valeur  de  l'exprossion  "j- («)/(«),  dans  laquelle 
(^  [n]  =  o  et/(a)  =  00  ,  on  observe  qua 

1 


^{x)f[x) 


expression  qui  devient  -  pour  x  =  a,  et  Ton  appliquera  les  rögles 
precedentes. 

167.  Lorsque  les  derivees  de  »(x)  et  de  f{x]  conduisent  ä  des 
expressions  qui  presentent  loujours  pour  x  —  a  \a  mönie  indeter- 
minalion  que  ceile  dont  on  cherche  la  vraie  valeur.  on  remplace  x 
par  a  -\-  A,  on  developpe  les  fonclions  par  la  Serie  de  Taylor,  et, 
toutes  simplifications  failes,  on  pose  h  —  o. 

168.  Valeur  des  expressions  qui  prennent  la  forbie  o"  ou  i". 

of.T) 

f[x)  "  prend  une  forme  indeterminee  lorsque /(.r)  et  (j-fj:)  s'an- 
nulent  toutes  les  deux  pour  .r  =  «;  sa  vraie  valeur  s'oblient  en 
cherchant  oelle  du  produit  o  (.r)  \f[x). 

169.  Extension  des  regles  precedentes.  —  Cps  reales  subsistent 
encore  lorsque  a  devient  infini. 

Mais  avant  de  les  appliquer,  il  faudra  s'assurer  que  l'expression 

propos^e,  ainsi  que  tt— r;  approche  d'une  limite  quand  x  tend 
vers  1  infin). 


TREIZIEME  LECON. 

developpement  des  fonctions  de  pllsielrs 
variables. 

170-171.  Extensio.n  du  tiieoreme  de  Taylor.  —  Soit  u  =  f{x,y) 
I 
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une  fonclion  de  deux  variables  : 

/(/7,  ^)  =  U,    x  +  /u=p,    y-\-r>t  =  q, 

du  ,        du  ,  I     [du  ,    ,    du  /('' 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplaccr  p  par  x  +  Q/i,  et  c/  par 

■172.  On  a  la  formiile 

if{x-i-/i,f+/,-,  z  +  l,...) 

(i)  )  ,        d^'u  d-'u 

=^u  +  du  +  - h...H -  +  11, 

(  i.j.  1.2..  .  .n 

oii 

1.2. .  ./i\_  ^  dp  d(j  dr  J 

[du,       du,       du,  \<")1 

\dx         dy         dz  j      J 

u=f{x,y,z...),     Vl=f(p,  q,r...), 

fi  ögale  une  fraction  positive. 

Si  R  peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantite  donnee,  lorsque  n 
est  assez  grand,  la  Serie  indefinic  qui  forme  le  second  membre  de 
l'equalion  (i)  est  convergeate  et  a  pour  somrae 

/(•^  — /',  J  — /f,  z^/, ...). 

C'est  la  Serie  de  Taylor  etendue  ä  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables. 

173.  En  prenant  /i  et  k  assez  petits,  un  terrae  quelconque  du 
developpement,  sil  n'est  pas  nul,  surpassera  en  valeür  absolue  le 
reste  de  la  serie,  ä  pariir  de  ce  terrae. 

17  i.  Extension  du  theoreme  de  Maclaurin.  —  Designonspar«o, 

/du\       I du\  ,     .  du    du 

(  -V-  )'(  ;t-.  )'•••'  ce  que  deviennent  u.  ^,  j-  — ,  pour  x  =  o, 
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on  aura 
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1 .2.3. . .«  L\<^^^  <:/</     /„  \(lx  dy    /„    J' 

expression  dans  laquelle  on  doit  faire  j:  =  o,  7  =  o,  et  remplacer  h 
par  X,  k  par  j,  p  par  6x  et  7  par  9  j. 

175.  FoNCTiOiNS  HOMOGENES,  /(j?,  /,  z]  sera  une  fonclion  ho- 
mogene si  Ton  a 

f[tx,  0',  tz)  =  t"'f{x,  j,  z) ; 

in  est  dit  le  degrö  de  la  fonction. 

176.  Si  Ion  divise  une  fonction  homogene  de  degre  m  par  une 
des  variables  elevee  ä  la  puissance  m,  la  fonction  ne  dependra  plus 
que  des  rapports  desautres  variables  ä  celle-ci,  et  r6ciproquement. 

177.  Les  derivees  partielles  et  du  premier  ordre  de  toute  fonction 
homogene  du  degre  m,f[x,f,  z)  sont  des  fonctions  homogenes  da 
degre  ( w  —  i ) . 

178  ä  181.  Pour  toute  fonction  homogene,  on  a 

(Iti  du  du 

dr-^-^Tr^-^di''^""'^ 

(da  du  du   \(»)  ,  , 

[du  du  du   \f')  ,  .  , 

La  somme  des  derivees  partielies  d'une  fonction  homogene,  mul- 
tipliees  respectivement  par  la  variable  correspondante,  est  egale  ä  la 
fonction  muUipIiee  par  son  degre. 


QUATORZIEME  LECON. 

MAXIMUM    ET    MINIMUM    DES    FONCTIONS    d'uNE    VARIABLE. 

182.  Maximums  et  Minimums  des  fonctions  dune  seule  variable 
INDEPENDANTE.  —  Soit  f  {x\  une  fonction  d'une  seule  variable  x. 
Si,  en  faisant  croitre  x.  la  fonction  prend  une  valeur  reelle  qui  sur- 
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yiasse  relies  qui  la  preredent  et  Celles  qui  lasuivent  immediatemcnf, 
cette  valeur  de  la  fonclion  est  dite  un  maxinmm.  On  appelle  mi 
ninium  une  valeur  moindre  que  les  valeurs  voisines. 

■183.  Une  fonction  peut  avoir  plusieurs  valeurs  maximums  et  nii- 
nimums,  lesquelles  doivent  se  succeder  allernativemenl.  Un  maxi- 
mum  peut  etre  moindre  qu'un  minimum.  Un  maximum  negalif 
devient  un  minimum  quand  on  fait  abstraction  de  son  signe,  et  de 
nieme  un  minimum  nögalif  pris  posilivement  devient  un  maximum. 

184.  Les  valeurs  de  x  qui  rendent/(jr)  maximum  ou  minimum 
se  trouvent  parmi  Celles  pour  lesquelles /'(j:)  devient  nulle,  infmie 
ou  discontinue  en  changeant  de  signe. 

\%V>.  Ordinairemcnt /r.r)  reste  finic  et  contmue.  Dans  ce  cas, 
on  a  la  regle  suivanle. 

186,  187.  Quand  une  valeur  de  x  annule  quelques-unes  des  döri- 
\ees  succcssives/'(j:), /"(x), . . .,  si  la  premiere  derivöe  qu'elle 
n'annule  pas  est  d'ordre  pair,  la  fonclion /(x)  est  un  minimum  ou 
un  maximum,  selon  que  cette  dörivee  est  positive  ou  negative;  mais 
il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  si  la  premiere  dörivee  qui  ne 
s'annule  pas  est  d'ordre  impair. 

188,  189.  Maximims  et  Minimums  des  fonctions  implicites 
d'une  seule  variable  independante.  —  Trois  equations  : 

1  ■^[■^^y,  2,  «)  =  o. 

Pour  trouver  les  maximums  ou  les  minimums  de  u,  on  diffcrentie 
les  equations  (i),  en  y  regardant  j",  2  et  «  coiume  des  foiiclions  de  j; 

...  ,  du  .  , 

et  supprimant  les  termos  ou  entre  —.  ■>  ce  qui  donne 


df^df 

(ix       dy 

dy       df 
'  dl'^dl' 

dz 
dx 

do       dij 
dx      dy 

dy      dw 
dx       dz 

dz 
dx 

(Fj      dh 

dy  ,   d-b 

dz 

Tü-'^dt' 

"dc'^'ifz' 

(Ix 

r\        /!■       •  (Iy  dz  ...      .  ,  . 

ün  elimine  -f-  et  —  et  1  ou  obtient  une  equation, 
dx      (ix  '  ' 

;3)  F(x,  r,  2,  u)  =  o, 
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qiii.jointe  aux  ^quations  (i),  dätermine les  valeurs  de  x,  y,  z  et  u. 

L'elimination  de  -^  et  de  -r-  entre  les  equations  (2)  peutse  faire 

en  ajoutant  ces  equations  mullipliees  respectivement  par  i,  >.  et  p, 
et  choisissant  les  indeterminees  X  et  f^  de  maniere  que  dans  le  re- 

sultat  les  coefficients  de  -i-  et  de  -7^  soient  nuls. 
dx  (ix 

■190.  Fonetion  explicite  F  (x,  j,  z,  w),  x,  j,  z  et  11  elanl  li^es  par 
les  equations 

if{x,  y,  z,  n)  =  o, 
3)(x,  y,  z,  u)  =  o, 
■^(x,  y,  z,  u]  =  o. 

On  posera  F  (x,  7,  z,  «)  —  c  =  o,  et  l'on  sera  ramen6ä  la  queslion 
precedente. 


QUINZIEME  LECON. 
maximum  et  mimmüm  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

191.  Maximums  et  Minimums  des  foxctions  de  plusieurs  va- 
riables iNDEPENDANTES.  -  Une  valeur  particuliere  et  reelle  d'une 
fonetion  de  plusieurs  variables  independantes  f(x,  y,  z)  est  un 
maximum,  quand  eile  surpasse  toutes  les  valeurs  de  cette  fonetion 
qu'on  obtiendrait  en  donnant  aux  variables  des  valeurs  tres-peu 
dilferentes  de  Celles  qne  l"on  considere.  On  appelle  minimum  d'une 
fonetion  une  valeur  particuliere  moindre  que  toutes  les  valeurs 
voisines. 

Les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  rendent  u  =  f{x,  y,  z)  maximum  ou 

minimum  se  trouvent  parmi  Celles  qui  rendent  les  döriv^es  -jr.i~r'> 

du      ,,       .  ^  . 

-7-  nuUes,  innnies  ou  discontinues. 

dz 

i92  et  193.  En  se  bornant  au  cas  oü  ces  deriv^es  sont  continues. 

La  differentieile  totale  du  premier  ordre  est  nulle. 

Si  d'^ii  n'est  pas  identiquement  nulle,  il  peut  arriver  trois  cas: 
1°  d'^ii  pourra  changer  de  signe,  alors  11  n'y  aura  ni  maximum  ni 
minimum;  2°  d'^u  conservera  toujours  le  meme  signe,  alors  11  sera 
maximum  ou  minimum  selon  que  (Pa  sera  negative  ou  positive; 
3°  d'^u  sera  nulle  pour  certaines  valeurs  de  h,  /-,  /,  mais  sans  jamais 
changer  de  signe.  Alors  on  ne  peutdire  siia  fonetion  est  un  maximum 
ou  un  minimum,  et  pour  avoir  une  conclusion  il  faut  pousser  plus 
loin  le  developpement  de  Am. 
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Pour  que  d''u  ou  la  fonction 

soit  positive  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  /i,  /■  et  /,  A  n'ötant 
pas  nul,  il  faut  que  Ton  ait  dans  le  cas  du  niinimum 

(1)  A>o. 
Mamtenant,  on  peut  ecrire  cPu  sous  la  forme 

A  (h  4-  MJlliY-4-  G/'-M/=+  2RU7, 

si  1  "on  pose,  pour  abreger, 

W  F-  FD 

/  D' 

(2)  G>o,     ^G  =  B-- 

G  '     "  "=  *         A 

Ces  conditions  sont  süffisantes. 

494.  Si/(x.  j,  z)  est  un  maximum,  il  faudra  que  Ton  ait 

kli"  +  BA'  -t-  . . .  +  aFX7  <  o, 
A<o,     G<o,    N<o. 

193.  Si  les  quotients  differentiels  A,  B,  C,  ü,  E,  F  dtaient  tous 
nuls,  pour  les  valeurs  de  x,  y  et  z,  tirees  des  öquations 


W  ED 

(3)  N>o,     (N  =  I-'^,     M      ^ 


du 

du 

du 

— •   r\ 

- —  =  0, 

■ 

dx 

dj         ' 

dz 

les  quotients  differentiels  du  troisieme  ordre  devraient  s'annuler 
d'eux-memes,  et  la  differentielle  du  quatrierae  ordre  aurait  lememe 
signe  pour  toutes  les  valeurs  tirees  des  accroissements  h,  k,  l. 

196.  Maximums  et  Minimums  des  fonctions  implicites  de  plü- 
siedrs  variables  independantes. 

I /(■2-,  J,  z,  «,  '')  ^o, 
(i)      .  j  Y(.r,  jr,  z,  u,  v)  =  0, 

( -^{^^  r-,  z,  ",  •')  =  <>> 

X  et  y  sont  independantes.  Si  l'on  veut  rendre  maximum  ou  mini- 
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mum  ]a  fonction  c,  la  differentielle  totale  de  c  doit  etre  nulle. 

Si  Ton  differentie  ies  equaüons  (i)  en  faisant  attention  qua 
ch>  =  o,  il  viendra 

/  df  ^        flf  ,        elf  .       df   . 

-^  dx  -\~  ~  dr  ~\-  —  dz  +  ~  du  =  o, 
\  dx  dy    •'        dz  du  ' 

,    ,  }  do    ,         do    ,         de>   ,        do    , 

(2  \  -r  ^•^'T'-r  ^b'  -!-  -r  '^^  +  -r  du  =  o, 

\  dx  dj  dz  (tu 

I  dl   ,         d^   ,         d-h  ,         d-h    , 
1  dx  dy    -^        dz  du 

En  61iminant  dz  et  du^  on  obtiendra  une  equation  de  la  forme 

Vdx-\~  Qdy  =  o, 

et  il  faudra  que  Ton  ait 

(3)  P=:o,    Q  =  o. 

Les  equations  (i)  et  (3)  donneront  Ies  valeurs  cherchöes  de  x,  /, 

z,  U,  V. 

Pour  savoir  si  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  est  maxi- 
mum  DU  mininiuni,  il  restera  ä  examiner  si  la  differentielle  totale 
d^v  garde  toujours  le  meme  signe. 

197.  Comme  cas  particulier,  si  l'on  a  une  fonction 

v^  F(.r,  j,  z,  u) 

avec  les  relations 

ol.r,  y,  z,  u)  =  o, 

^\^x,  y,  z,  u)  =  o, 

cela  revienl  ä  changer,  dans  la  question  precedente,  f{x,  y,  z,  «,  ") 
en  F(x,  ;-,  z,  u)  —  v,  et  ä  supposer  que  les  fonctions  ?  et  ij/  sont 
independantes  de  c 
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THfiORIE     DES     TANGENTES. 

198  et  199.  £quatioxs  de  la  tangente  et  de  la  normale.  — 

f{x,  y)  --=  o,  Equation  de  la  courbe;  x  el  y  coordonnees  d'un  de 
ses  points;  X  et  Y  coordonnees  courantes. 


4:4 

ou 

(2) 
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^/(X-.r)4--^Y-r)  =  o. 


<lx     '  '  (1)' 

200.  fiquation  de  la  normale,  axes  rectangulaires, 

,,  fix .  -,         . 

Y— jr  =  —  --(X  — x  . 

Axes  obliques  (0  angle  des  axes), 

r/.r-4-r/rcos9 

Y— r= — , 7 ^(X  —  X).    . 

•^  dy  +  dx  cos  Ö  ^  ' 

201.  LONGUEUR    DES    LIGNES    NOMMEES    SOIS -TANGENTE ,   ETC.    — 

Axes  reclangulaires. 

Soas-taneente  S. :  PT  =  ■ , 

dy 

ydv 
dx 


Sous-tangente  S, :  PT  = 
Sous-normale  PN  :  S, 


A 


0        T      S  PN 


/  dir 

Tangente  :  MT  ^  j  */  i  +  — . 
Normale  .  MN  =y  ^1 1-^  '~—^- 


202.  Degbe  de  L'EQUATI0^■  DE  LA  TANGENTE.  —  Si  l'equalion  de 
la  courbe  est  algebrique  et  du  degrö  /w,  l'equalion  de  la  tangenle 
sera  du  {m  —  i)'""'  degre  relativement  aux  coordonnees  du  point  de 
oontact. 

203.  Problemes  sur  les  tangentes.  —  Mener  par  un  point 
:'//,  b)  une  langente. 

,  .  df  ^  ,df    df    ,  df 

^    '  dx  df       dx  dy-^ 

L'equalion  (2)  consid^ree  isolement  represente  un  lieu  geomö- 
trique  qui  contient  tous  les  poinls  de  conlact  et  qui  est  du  degrö 
(/«  —  i)  au  plus. 

204.  Tangenle  parallele  ä  une  droite  dont  l'equalion  est  Y  =  aX. 
On  doil  avoir 

dy 

^quation  qui,  joinle  ä  f{^,y)  =  o,  delerrainera  les  coordonnees 
du  point  de  conlacl. 
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Si  fix,  r)  est  du   degre   m,  le    probleme   admettra  au   plus 
mim  —  i)  Solutions. 

205.  De  LA  COXCVVITE  et   de  LA  COXVEXITE   des  COLRnES  PLANES. 

—  Selon  que-— est  posilif  ou  nögatif.  la  courbe  tournc  sa  conca- 

vitc  du  cöte  de  la  partic  positive  ou  de  la  parlio  negative  de 
Taxe  des j. 

206.  Si  -—  est  positif,  un  peu  avant  que  x  devienne  egale  ä  OP, 


Fig.   i5. 


0/  r 

/ 


d\y. 


et  negatif  apres  que  .r  a  depasse 
cette  valeur,  ou  vice  versag  la 
courbe,  convexe  ou  concave  ä 
gauche  du  point  M,  devicnt  con- 
cave ou  convexe  du  cöte  des  r 
negatifs  ä  droite  de  cepoint.  Lc 
point  M  est  dit  un  point  d'in- 
J/exio//.  Ces  poinls  s'obticnnent  eii 
chercliant  les  valeurs  de  .r  et  de 


X,  qui,  rendant -—^  nulle  ou  infinie,  lui  fönt  en  meme  temps  ciian- 
ger  de  signe. 


,,  p. 


DIX-SEPTIEME  LECON. 

THEOREMES   SUR    LES  AIRES   ET   LES  ARGS   DES   COtRBES   PLANES. 

Fif     i6 

207     U     209.     DiFFEREXTIELLE     DE 

I.   M'  ,—  l'aire  d'une  courbe  plane. 

CAMP  =  u : 

du  —  )  dx. 

Axes  obliques  t  0  angle  des  axes) : 

du  =:jdxs'm%. 

210.  Des  aires  considerees  comme  llmites  d'une  somme  de 
parallelogrammes.  —  Dans  le  cas  des  axes  recfangulaires,  la  sur- 
face  ABDC  est  la  limite  d'une  somme 
de  rectangles  interieurs,  tels  ([ue 
MIP'P,  formes  en  menant  par  les 
points  C,  E,  F,. . . ,  M,  M',  etc.,  pris 
sur  la  courbe,  des  paralleles  ä  Ox 
dont  chacune  soit  terminee  ä  l'ordon- 
nee  du  point  suivant. 


Fig. 

I 

7- 

y 

H     ...^^^ 

D 

-of^i' 

,     HY^ 

Ml 

0 

z. 

E 

u 

A 

P 

B        X 
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Si  l'on  mene,  par  chacun  des  points  consideres  sur  la  courbe,  des 
paralleles  ä  Ox,  termin(^es  aux  ordonnees  des  poinls  precedenls,  on 
formera  des  reclangles  exterieurs  analogues  k  PKM'P'.  u  est  aussi 
la  limile  de  la  somme  de  ces  rectangles. 


211.  Application. 


212.   DiFFERENTIELLE  d'uN  ARG  DE  COURBE.   —  La  lOMgueur  d'unc 

courbe  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  p^rimetre  dune  ligne 
briste  inscrite  dans  celte  courbe,  lorsque  ses  cötes  sont  de  plus  en 
plus  petits,  et  que  leur  nombre  croit  jusqu'a  rinfini.  Ce  perimelre 
a  une  limite  d6terminee. 

213. 


arcCM  =  s,    ds  —  \J(lx'^-r-  cIy"^. 

214.  Ll-MITE  DU  RAPPORT  DE  l'ARC  A  SA  CORDE.  —  NOUVEAUX 
TIIEOREMES  SUR  I.ES  ARCS  CONSIDERES  COMME  LI5IITES  DE  POLVGO.NES. 

—  La  limite  du  rappori  d'un  arc  quelconque  ä  sa  corde  est  runil(5. 

21  o.  Si  crf. .  .d  est  un  contour  polygonal  dun  m^me  nombre  de 
cötes  que  le  contour  CEF. . .  U;  si,  ä  mesure  que  les  sommets  C, 
E,  F, . . .  se  rapprochent  de  plus  en 
plus,  les  cotes  ce,  ef,  etc.,  tendent 
de  plus  en  plus  ä  devenir  egaux  aux 
cötes  correspondants  CE,  EF,  etc.,  en 
m^me  temps  que  le  nombre  de  ces 
cötes  va  en  augmentant  jusqu'ä  lin- 
fini,  le  contour  polygonal  ce/.  ..r/aura 
m^me  limite  que  le  contour  CEF...D, 
c'est-ä-dire  la  longueur  de  l'arc  CD. 

2 Iß.  Si  l'on  mene  entre  les  deux  ordonnees  extremes  CA,  DB  un 
nombre  indefmi  de  paralleles  ä  Taxe  des  r,  puis  que  l'on  inscrive 
entre  ces  paralleles  d'autres  lignes  droites,  tangentes  ä  la  courbe, 
la  somme  de  ces  dernieres  tend  vers  une  limite  qui  est  encore  la 
longueur  de  la  courbe  donnöe,  meme  quand  elles  ne  forment  pas 
une  li!?ne  brisee  Continus. 
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DIX-HUITIEME  LECON. 

EES   COURBES    PLANES  RAPPORTfiES  A  DES  COORDONNfiES   POLAIRES. 

217,  218.  Determination  de  la  tangente.  —  Pour  mener  la 
tangente  MT  par  M,  il  siiffit  de  con- 
naitre  l'angle  ÜMT  —  y.. 

/•r/9 
tangf.  =  — , 

dr 
COS.iA  = 


Fig.  22. 

M 

■lAi 

J-S^ 

^\ 

V 

^^    p/l\ 

\c/\\ 

L 

\J 

\s 

sinfx 


r^e 

yjdr'^r'd^'- 


219.  LONGUEUR   DES   LIGNES  NOMMEES  SOUS-TANGENTE,   SOUS-NOU- 
MALE. 

/•V/9 
Sous-tangente  :  S,  =  OT  =  — —  1 

dr 
Sous-norraale  :  S„=  ON  =  -tt-- 

220.  DiFFERENTiELLE  d'un  secteur.  —  Considörons  [ßg.  25)  un 

secteur  POM  =  u  : 

du^-r-'dQ. 
1 

221 .  La  difförentielle  du  secteur  POM  est  aussi  6gale  ä 

-[xdf—ydx). 

222.  223.  Differentielle  d'un  arg  de  coürbe. 

rd^  dr 


ds  =  \/dr^-\-  r^dd^,     sin«  =  —7-)      cosv-  =  — • 
*  '  ^         ds  ^        ds    _ 

224.  Applications. 

-  „„.  p  .  i  +  ecos9 

1°  Ellipse:  r= r»  tangpA= ^-k—- 

i-t-ecosö         °-  esm9 

2°  Spirale  d'Archimede  :  r=  aQ,  tangfx  =  ö,  S,  =  «9^,  S„  —  a. 

3°  Spirale  hyperbolique  :  rB  =  a,  tangjx  =  —  9,  S,~  —  a. 

4"  Spirale  logarilhmique  .  r  =  ab  . 

La  tangente  fait  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  qui  passe 
par  le  point  de  contact. 
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L'exlrömite  de  la  sous-tangente  decrit  une  Spirale  egale  k  la 
prämiere,  mais  situee  differemment. 

L'extrömite  de  la  normale  decrit  aussi  une  Spirale  ögaleä  la  pre- 
miöre. 

223,  226.  Des  coordonnees  bipolaires.  —  Dans  ce  systöme  de 

coordonnees,  on  determine  la  Position 
Flg.  29.  '  ' 

d  un  pomt  sur  un  plan  par  ses  dis- 

tances  r  et  r'  ä  deux  poinls  fixes  A  et  B. 

Seil  f{r,  /•')  =  o  l'equation  de  la 

courbe  CM.  Soient  AM  =  r,  BM  =  r', 

\\  AMT  =  a,  BMT  =.  6  : 

y   '''  '  \  "v 

A B ^~TS  COSa^  flr 

^  COS  5       dr'' 


DIX-NEUVIEME  LECON. 

TOfiORIE    DU    CO.MACT    DES   COUKBES    PLANES. 
227,    228.   CONTACT    de    divers    GUDRES   des  COURBES   PLANES.    — 

Soient  deux  courbes 

,  _  r/v'  _  r/r        r/'v'  _  (£y_  (l"r'  _  d"Y 

•^   ~-^'      TZ^'^rTr'      'TiF^dx'''""'       djf'  "  dj^'' 

les  deux  courbos  MN'  et  MN  ont  un  contact  de  l'ordre  n. 

Par  un  puint  commim  ä  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de 
l'ordre  /;,  on  ne  peiit  faire  passer  entre  ces  deux  courbes  aucune 
autre  courbe  ayant,  avec  l'une  des  deux  proposees,  un  contact  d'un 
ordre  inferieur  au  n""". 

229,  230.  L'ordre  du  contact  est  independant  du  choix  des 
AXES,  pourvu  que  laxe  des  ordonn^es  ne  soit  pas  parallele  ä  la 
tangenle  commune  aux  deux  courbes. 

231.  Cauacteres  geometriques  d'un  contact  d'ordre  pair  ou 
IMPAIR.  —  Quand  deux  courbes  ont  entre  elles  un  contact  d'ordre 
iiiipaii.,  l'une  des  deux  embrasse  l'autre,  et  deux  courbes  se  tra- 
versent  mutuellement  au  point  de  contact,  quand  elles  ont  un  con- 
tact d'ordre  jjair. 

232,  233.  Des  courbes  osculatrices.  —  Si  l'equation  d'une 
courbe  renferme  «  4- 1  constantes  arbitraires,  ß,  ^,  c, ...;  si  Ton 
determine  les  constantes  a,  b_  c,  etc.,  de  maniere  a  obtenir  un 
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contact  du  rf""'  ordre  avec  une  courbe  donnee  7  =/(  jt),  parmi 
toutes  les  courbes  de  meme  espece  representees  par  l'equation  pro- 
posee,  Celle  qui  repond  ä  ces  valeurs  des  constantes  est  dite  oscula- 
tricc  ä  la  courbe  y~f[xi' 

234.  Du  CERCLE  oscüLATEUR.  —  Soit  en  coordonn6es  rectangulaires 
l'equation  d'une  courbe ; 

r^quation  du  cerclo  osculateur  :  on  aura  pour  döterminer  f,  >3,  p  les 
trois  equations 


On  lire  de  ces  equations 


P  =  - 


1  + 


d\Y 
dP 


ff  Y 

23o.  II  faut  prendre  le  signe  -I-  ou  le  signe  —  suivant  que  -j-r 
est  >  o  ou  <o. 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  toujours  dans  la  concavitö  de 
la  courbe. 

La  droite  qui  unit  le  point  de  contact  au  centre  du  cercle  oscu- 
lateur est  perpendiculaire  ä  la  tangente  commune. 

Le  cercle  osculateur  traverse  la  courbe,  except^  en  certains  points 
particuliers,  oü  le  contact  est  d'un  ordre  superieur  au  second. 

On  appelle  souvent  le  cercle  osculateur  cercle  de  courbure ;  son 
centre  et  son  rayon  centre  et  rayon  de  courbure. 

230.  Dans  tonte  section  conique,  le  rayon  de  courbure  est  ögal 
au  cube  üe  la  normale,  divise  par  le  carrä  du  demi-parametre. 


4^0  TABLE    AIVALYTIQL'E 

vingtie:me  lecon. 

DfiVELOPPfiES    ET    ENVELOPPES    DE    COURBES    PLANES. 

237.  Developpees  et  developpantes.  —  Les  centres  de  cour- 
bure  d'une  courbe  CM  forment  une  nouveüe  courbe  FF',  que  Ton 
appelle  la  devdoppce  de  la  courbe  CM,  et  celle-ci  est  appelöe  la 
(levdoppante  de  FF'.  On  aura  l'equalion  de  la  developp^e  en  61imi- 
nant  x  et  j  entre  les  öquations 


(») 

(2) 

et  r^quation 

(3) 

f[x,y)=^o 

de  la  courbe  donn^e. 

238.  Proprietes  generales  de  la  developpee.  —  Les  normales 
ä  la  courbe  CM  touchent  la  developpee  aux  centres  de  courbure, 

239.  La  developpee  d'une  courbe  est  le  lieu  des  intersections  suo 
cessives  des  normales  ä  cetle  courbe. 

240.  La  difference  entre  deux  rayons  de  courbure  MK  etM,K,  est 
^gale  ä  Tarc  K,K  de  la  developpee 
compris  entre  les  deux  centres  de 
courbure  correspondants. 


241.    Imaginons  un    fil   dont   une 

partie  seit  enroul^e  sur  FK,  et  dont 

Tautre  partie,  lendue  suivant  la  tan- 

"j  -^       gente  K,M,,  se  termine  en  M,  sur  la 

'  courbe  CM.  Si  l'on  deroule  ce  Gl  en 

le  tenant  toujours  lendu,  son  extr^mite  decrira  la  courbe  CM. 

242.  Une  mfeme  courbe  FK  a  une  infinite  de  developpantes ;  pour 
les  decrire  il  suffira  d'allonger  ou  de  diminuer  le  fil  d'une  quantite 
arbitraire.  Toutes  les  developpantes  ont  les  memes  normales  et  les 
memes  centres  de  courbure,  etinterceptent  sur  leurs  normales  com- 
munes  des  longueurs  constantes. 

243.  Si  une  courbe  est  algebrique,  sa  developpee  sera  rectifiable. 


DES    MATIEUES.  481 

244.  Rayon  de  courbüre  et  developpee  de  la  pärabole, 


Rayon  de  courbüre:  p 


p' 

fiqualion  de  la  developpee  :  r,-  = (?—/>)'• 

2415.  Rayon  de  courbüre  et  developpee  de  l'ellipse, 

Ravon  de  courbüre  :  p  =  ttt^ — —• 

Si  Ton  pose,  pour  abröger,  —  =  A  et  ^  =  B.  on  a  pour  l'equa- 
tion  de  la  d^veloppöe, 

'  n 


2iG.  Rayon  de  courbüre  et  developpee  de  l'uyperbole. 


Ravon  de  courbüre :  p  = tti * 

fiquation    de  la   dövelopp^e,    en    posant   c^  =  a^-\-l)^,  -  =  A 

247.  Eptveloppe  d'une  courbe  mobile.  —  Quand  une  courbe  se 
raeut  sur  un  plan,  en  changeant  de  forme  suivant  une  loi  determi- 
nee,  eile  est  en  gen^ral  constamment  tangente  ä  une  courbe  fixe 
qu'on  nomme  son  enveloppe.  On  peut  supposer  que  la  courbe  mo- 
bile est  repr^sent^e  par  une  equation 

(i)  F(.r,  7,  c)  =  o, 

oü  c  est  un  parametre  qui  varie  d'une  maniere  continue. 
Si  entre  les  equations 


F(j:,  jr,  c)  =  o,     -^=0 


Stürm.  —  An.^  I. 
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on  ^limine  c,  on  aura  le  Heu  des  intersections  successives  des  courbes 
reprösentees  par  l'^quation  (i)  ou  l'enveloppe  cherch^e. 


VINGT  ET  UNIEME  LECON. 

CTUDE    PARTICULlfeRE     DE    LA    CYCLOIDE. 

2i8.  Deflnition   et  equation  de  la  cycloYde.  —  La  cycloide 

est  le  lieu  des  positions  d'un 
point  M  donnö  sur  un  cercle 
qui  roule  sans  güsser  sur  une 
droits  indefmie  \x. 
fiqualion  de  la  cyclo'ide : 


L  E 

i'arc  AC,  et  le  signe  införieur  ä  l'arc  CA 
249,  £50.  Tangente  et  normale. 


Le  signe  superieur  convient  ä 


dy 
dx 


MH  est  la  normale  au  point  M,  et  MG,  perpendiculaire  ä  MH,  est  la 
tangenle  en  ce  point. 

Supposons  le  cercle  CwD  d^crit  sur  l'ordonnee  maximum  comme 
diametre;  menons  M/«  parallele  ä  Xx :  une  parallele  ä  Cw,  menee 
par  le  point  M,  sera  la  tangente  cherchee. 

231.  Rayon  et  centre  du  cercle  osculateur.  R  =  aMH, 
MN  =  2MH,  N  est  le  centre. 

252,  2S3.  Developpee  de  la  cyclo'ide.  —  La  d^veloppee  de  la 
cycloYde  est  engendree  par  le  mouvement  d'un  point  N  plac6  sur  la 
circonference  d'un  cercle  ögal  au  cercle  OM,  mais  qui  roulerait  sur 
une  parallele  LE  ä  Ajt,  au-dessous  de  cette  droite,  et  ä  une  dislance 
de  celle-ci  ögale  au  diametre  du  cercle  mobile.  Cette  developpee  est 
une  cycloide  6gale  ä  la  premiere. 

254,  255.  LoNGUEUR  d'un  arg  de  cycloide. 


arcCM  =  2 MG  =  %  v/4«"  —  '^"X- 
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2S6.  L'arc  entier  de  la  cyclo'ide  est  egal  ä  quatre  fois  le  diam^tre 
du  cercle  sdnerateur. 


VINGT-DEUXIEiME  LECON. 

courbune   des    courbes    planes. 

257.  Expression  du  rayon  de  courbure  quand  la  varl\ble 
lndependante  est  quelconque. 

{dx'  +  dr'V 
'        dx  d  -y  —  dy  d'^  x 

238.  Expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnees  po- 

LAIRES. 


('■'-^) 


2  dr^_     d'r 

'*     ■"  ^  ,/öi       ''Tibi 


239. 


d&'        dh 
dir 


\''^d'r 
r  =  -1 
u 


260.  ExEMPLES.  1°  Courbes  du  second  de2:re  : 


P  =  P 


i  -t-  e  cos  9 

f  l  +  Sl  ^  cos  0  -4- 


(I  4- e  cos  9)^ 
1°  Spirale  logarithraique,  r  =  ae"^  ^  : 


L'extremite  de  la  sous-normale  est  le  centre  de  courbure. 

La  developpee  est  une  spinale  logarithmique  egale  a  la  premiere, 
mais  differemment  piacee. 

261.  De  LA  courbure  des  courbes  planes.  —  La  courbure  d'une 

circonference,  la  möme  en  tous  ses  poinls,  a  pour  mesure  r^- 

La  courbure  d'un  cercle  est  egale  ä  l'angle  de  deux  tangentes 
divise  par  l'arc  compris  entre  les  points  de  contact. 

3i, 
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262.  On  appclle  angle  de  contingence  l'angle  forme  par  les  tan- 
gentes  menees  aux  exlremiles  d'un  arc  inflniment  pelit.  La  cour- 
bure  d'une  courbe  est  egale  ä  l'angle  de  contingence  divisc  par 
la  diff6rentielle  de  l'arc. 

263  ä  26Ö.  Identite  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle 
osculateur. 

266,  267.  Expression  du  ravon  de  courbure  en  coordonnees 
POLAIRES.  —  (Voir  n°  2a8.j 


VINGT-TROISIEME  LECON. 

DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 

268  ä  270.  £quations  de  la  tangente.  — On  appelle  courhex  ä 
double  courbure  Celles  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un 
mßme  plan. 

Equations  de  la  tangente  : 

X  — -r  _  Y  — r  _Z  — s 

dx  dy  dz 

Si  f{x,y,  z)  =  o,  cp(.r,  j,  z)  =  o  sont  les  equations  de  la  courbe, 
la  tangente  a  encore  pour  equations 

271 .  Angles  de  LA  TANGENTE  AVEC  LES  AXES.  —  Axes  rectangu- 
laires;  a,  6  et  7  angles  form^s  par  la  tangente  avec  les  trois  axes. 

dx  dr  dz 

cosa  =  -y-,      cosb  =  -^5      CO37  =  -r- 
äs  eis  (Is 

272,  273.  Plan  normal. 

(X  -x)dx^  vY  —  j)  dy-\-[Z-z)dz=--o. 
274 ,  27Ö.  Differentielle  de  l'arc  d'une  courbe  a  double 

COURBURE. 

ds=  \J dx"" -^  dy'' -V  dz\ 

276.  Limite  du  Rapport  dun  arc  a  sa  corde.  —  La  limite  du 
rapport  d'un  arc  ä  sa  corde  est  l'unite. 
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VINGT-QUATRIEME  LECON. 

DES  SURFACES  COURBES  ET  DES  EIGNES  A  DOUBLE  COURBÜRE. 

277.  Eqüation  du  tlan  tangent.  —  fiquation  de  la  surface  : 

f[x,y,  z)  =--0. 
Plan  tangent  de  la  surface  au  point  [x,  y,  z)  : 


X- 

,       df 

[Y-J)4- 

df.j 

—  z)  =  o. 

278.  £quations 

DE   LA   NOBMALE. 

X-^ 

Y-r 

Z-z 

df 

df 

df    ' 

dx 

dy 

dz 

279. 

dz 
dx~ 

dz 
'-P^     Ty^ 

-q. 

fiquation  du 

plan  tangent : 

Z- 

-z=p{X  —  x)  + 

q[Y- 

■/}. 

fiquations  de  la  normale  : 

X  —  x4-f(Z  —  z)  =o, 
Y  —  7H-</{Z-z)  =  o. 

280.  a,  ß,  7,  angles  que  la  normale  fait  avec  les  axes  : 
P 

cosß  = 

281.  DeGRE   DE   l'eQÜATION  du   plan   tangent,    PAR  RAPPORT  AUX 

cooRDONNEEs  DU  POINT  DE  coNTACT.  —  L'equation  du  plan  tangent 
est  du  degre  m  —  i  par  rapport  aux  coordonnöes  du  point  de 
contact. 

282.  SuRFACES  ENVELOPPES.  —  Uue  equatioH  de  la  forme 

f{j^,y,z,c)  =  o 

peut  representer  une  infinite  de  surfaces  quand  on  donne  au 
parametre  c  toutes  les  valeurs  possibles.  L'intersection  d'une  sur- 
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face  de  ce  faisceau  avec  unc  surfacc  infiniment  voisine  a  pour 
limite  une  ligne  U  definie  par  les  equations 


/=o. 


^If 


7rc=''- 


dont  le  lieu  est  unc  surfacc,  appelee  Tenveloppe  des  surfaccs 

donnees ;  celles-ci  sont  les  enveloppees,  et  les  lignes  U  les  carac- 

teristiques  de  l'enveloppe. 

L'intersection  d'une  ligne  U  avec  la  surface  infiniment  voisine 

<l-f 
est  un  point  dont  les  coordonn6es  annuleni  -^  ?  et  dont  le  lieu 

est  l'arete  de  rebroussement  de  la  surface  cnvcloppe. 
Unc  equation  de  la  forme 

f{x,j,z,c,c')  =  o 
peut  repr^senter  une  infinite  de  surfaccs  formant  un  röseau;  cha- 
cune  delies  coupe  les  surfaccs  infiniment  voisines  en  un  ou  plu- 
sieurs  points  d^finis  par  les  Equations 


f 


de 


de  ' 


le  lieu  de  ces  points  est  Tenveloppe  des  surfaces. 

283.  En  chaque  point  commun  ä  une  surface  et  ä  son  enve- 
loppe  les  deux  surfaces  ont  le  möme  plan  tangent:  chaque  surface 
d'un  faisceau  touche  son  enveloppe  tout  le  long  d'une  caracteris- 
tique;  pour  une  surface  faisant  partie  d'un  reseau,  le  nombre  des 
points  de  contact  est  limite. 

284.  Plan  osculatedr.  —  La  tangente  MX  ä  la  courbe  au  point  M 
et  le  point  M'  determinent  un  plan. 
On  appelle  plan  osculateur  la  limite 
du  plan  MTM',  qiiand  le  point  M' vient 
sc  confondre  avec  le  pomt  M. 

28o.  fiquation  du  plan  osculateur  : 


[dyd^z  —  dzd^yW^  —  x 
-\-  \  dz  d^  X  —  dx  d"^  z  ]  i  Y  - 
+  ( dxd"^ y  —  dyd^x )    Z 


■y) 


286,  287.  Angles  du  plan  osculateur  avec  les  plans  coor- 

DONNES. 

ABC 
D 


(a) 


cosX  = 


D 


COSfJt 


COSv 


D' 


:  [dyd^z  -  dzd^yf-^[dzd'x 
->r[dxd^y-dyd'x)\ 


dxd^zf 
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D  =  ds\/[d-'xf  +  [dyY-Y-  [d'z)'~[cPsy, 


D  =  \/[dsd'a:  -  dxd's)^+  [dsd^y  —  dyd'sf-^  [dsd'z-  dzd's)\ 


D..,v\li^V(4^\>,,, 


ilY. 


288.  Normale  principale.  —  On  appeWe  normale  pri/icipale  ceWe 
qui  est  siluöe  dans  le  plan  osculateur. 
fiquations  de  la  normale  principale  : 

X-^      Y-r      Z-z 


,  dx  ,dy  .dz 

ds  ds  ds 


VINGT-CINQUIEME  LECON. 

COÜRBURE   DES   LIGNES  DANS   l'eSPACE.  HfiUCE. 

289.  CouRBüRE  DES  LIGNES  DANS  l'espace.  —  On  Domme  angle 
de  contiagence  l'angle  w  que  fönt  les  tangentes  men^es  aux  extrö- 
mit6s  d'un  arc  MM'  qui  devient  infiniment  petit,  et  courbure  au 

point  M  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  —  5  quand  A^  dimi- 

ds 
nue  inddüniment.  L'inverse  de  la  courbure,  — )  est  dit  le  rayon  de 


courbure 
200. 

p  au  point  M. 

291. 

ds^ 

p  = 


y/s^d^x)'^  [d-^yY^  [d'zY-[d's)' 
ds' 


^(dyd^  z-dzd^  ry+[dzd^  X-  dxd^zY-\-[dxd'  y—  dyd'  x) 
292.  fiquations  de  la  normale  principale  MN  : 

,dx  ,dy  jdz 

d-j-  d-j-  d  — 

{a)X-x  =  Rp-^,      Y_j=Rp_4li,     Z-z  =  Rp-p, 
^   '  ^     da  ./  r    ^i^  i     fig 
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293.  Cercle  osculateur.  —  Si,  par  le  milieu  de  la  corde  MM', 


Fi{j.  5G. 


\G 


on  mene  un  plan  perpendiculaire  ä 
cette  corde  et  qui  coupe  la  normale 
principale  MN  au  point  G,  si  le  point 
M'  se  rapproche  du  point  M,  le  cercle 
GMM'  deviendra  k  la  limite  ce  qu'on 
nomme  le  cercle  osculateur  ä  la  courbe 
au  point  M. 

Le  rayon  du  cercle  osculateur  au 
point  M  est  ^gal  au  rayon  de  courbure  en  ce  point.  Le  point  K  est 
le  centre  de  courbure  ou  le  centre  du  cercle  osculateur. 

294.  L'intersection  de  la  normale  principale  MN  avec  le  plan 
normal  k  la  courbe  passant  par  le  point  M'  est  encore,  ä  la  limite, 

e  point  K  ou  le  centre  de  courbure. 

295.  Le  centre  de  courbure  au  point  M  est  l'intersection  du  plan 
osculateur  en  M  avec  deux  plans  normaux,  Tun  men^  par  le  point  M 
et  l'autre  par  un  point  infiniment  voisin. 

Coordonnöes  E,  »  et  ?  du  centre  de  courbure  K  : 


£  =  j:-a_p2 


dx 

ds 


ds 


ds 


296.  Angle  de  torsion.  —  Rayon  de   seconde   courbure.  — 
Angle  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins : 


o  =  ^{dcOi'kf-^-  [dcOSllf-r-  (//COSV)'. 

Angles  avec  les  axes  de  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  : 
djd'z-dzd'f 


cosX  = 


COSfx  = 


COSV 


D 
dzd^x  —  dxd'  z 

— ö ' 

dxd^y  —  djrd^x 


297.  L'angle  infiniment  petit  (p,  formö  par  deux  plans  osculateurs 
successifs,  se  nomme  angle  de  torsion^  et  Ton  appelle  seconde  cour- 
bure ou  torsion  le  rapport  de  y  ä  ds. 

ds 
On  appelle  /•  =  —  le  rayon  de  la  deuxieme  courbure  ou  rayon 

de  torsion. 
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298.  Definition  et  equations  de  l'helice.— Lorsqu'on  enroule 


FiiJ.  57. 


le  plan  d'un  angle  cab  =  ot.  sur 
un  cylindre  droit  OABL,  ä  base 
circulaire,  de  maniere  que  le 
cöt6  ab  vienne  s'appliquer  exac- 
tement  sur  la  circonf^rence  AB, 
la  courbe  suivant  laquelle  s'en- 
roule  le  cötö  ac  se  nomme  une 
lielice. 

299.  Nommons  ni  la  langente 
de  l'angle  a,  u  l'angle  AOP  et  R 


le  rayon  du  cylindre.  Nous  aurons 

OT— Rcos«,    /=Rsin«,    a  =  wRw. 
fiquations  de  l'helice : 


Rcos 


,    j=:Rsin 


300.  Tangente  a  l'helice. 

dx  _    — sin«        dy  COS« 

'dl- 


mV\ 


ds 


v/i 


dz 
ds 


v/i 


La  tangente  MT  fait  avec  le  plan  de  la  base  du  cylindre  un  angle 
6gal  ä  l'angle  a. 

La  projection  de  la  tangente  ä  Th^lice  sur  le  plan  xj  est  tangente 
au  point  P  ä  la  base  du  cylindre. 

301.  Rayon  et  centre  de  courbure. 

p  ~  R(i  +  /w']  ::.=  const. 

302.  Le  rayon  de  courbure  est  dirige  suivant  le  rayon  du  cy- 
lindre. Si  Ton  prend  NK  ^  /«'R,  K  sera  le  centre  de  courbure  de 
l'helice  pour  le  point  M. 

303.  Ladroite  MN,  lorsquele  point  M  se  meut  sur  l'helice,  döcrit 
une  surface  conoide  appelee  helico'idc  gauche.  fiqualion  de  cette 
surfaco : 

z 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  Thelice  est  une  autre  helice 
du  meme  pas,  mais  situee  en  sens  inverse. 
304.  Plan  oscllateur. 

m  sin«  ( X  —  x)  —  m  cos  u{\  —y)  -{-Z—z  =  o, 
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303.  Angle  et  ravox  de  torsiox. 
o  m       I 


ds      I  -T-  m^  K 


=  const. 
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points  singuliers  des  courbes  planes. 

306.  Definition  des  Points  singuliers  des  coürbes  planes.  — 
Points  d'inflexion.  —  Points  singuliers,  points  qui  oörent  quelque 
parlicularile  remarquable,  independante  de  la  position  de  la  courbe 
par  rapport  aux  axes. 

307.  Sinusoide 

jr  =  sinx. 

Les  points  oü  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  sont  des  points 
d'inflexion. 

308. 

X  =  tang.r. 

Tous  les  points  oü  la  courbe  rencontre  Taxe  des  x  sont  des  points 
d'inflexion. 

309.  Points  multiples.  —  Points  qui  sont  traversös  par  plusieurs 
branches  d'une  meme  courbe. 

p 

X  =  <f  [x]  ±  (x  —  a)  {x  —  b)1, 
-  etant  une  fraction  irröductible,  dont  le  denominateur  q  est  pair. 

Si  Ton  suppose  ay-  b,  le  point  qui  a  pour  coordonnöes  x  =  a, 
y='j(a]  est  un  point  double. 

310,  311.  fiquation  de  la  courbe  : 

f[x,  y)  =  o. 

Pouravoir  les  points  multiples,  il  faudra  commencer  par  cherclier 
les  points  dont  les  coordonnees  vörifient  les  equations 

df  df 

onaura 

d\f  ^       d'f  dr      d\ffdry_ 
dx'   '       dxdydx       dY^\dxj  ' 
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,^    .      .     d'f      d-f  d^f 

etsi  les  trois  coelhcients  — ^i       •     et  -7-y  ne  sont  pas  tous  nuls, 

et  que  l'equation  donne  deux  valeurs  reelles  et  distinctes  de  — 1 

dx 
le  point  considöre  est  un  point  double. 

Mais  si  trois  branches  de  la  courbe  se  rencontraient  en  ce  point, 
il  faudrait  que  Ton  eüt  en  meme  temps 

dH  d'f  d^f 

dx  dxdy  dy^ 

312.  Points  de  uebroussement.  —  Points  oü  deux  branches  de 
courbe  viennent  s'arreter,  et  oü  elles  ont  une  tangente  commune. 

Le  rebroussement  est  de  premierc  ou  de  scconde  espece,  suivant 
que  les  deux  branches  sont  de  deux  cötös  differents  ou  du  möme 
c6te  de  la  tangente  commune. 

d-r 

313,  314.  Si  le  rebroussement  est  de  premiere  espece,  -^  ades 

signes  difförents  sur  les  deux  branches;  si  le  point  de  rebrousse- 

d^Y 
meot  est 'de  seconde  espöce,  ~-^  a  le  m§me  signe  sur  les  deux 

branches. 

315.  Points  isoles.  —  Points  dont  les  coordonn^es  satisfont  ä 
l'equation  d'une  courbe,  sans  qu'aucune  branche  de  cette  courbe 
passe  par  ce  point. 

X=  T^[x—  a)\/x  —  o, 

a<b. 

Le  point  [x  =  a, y  =  o)  esi  un  point  isol(5. 

316.  Points  d'arrät.  —  Points  oü  une  branche  unique  d'une 
courbe  vient  brusquement  s'arreter. 

317.  x=  p^-  L'origine  est  un  point  d'arrel. 

318.  319.  Point  saillant  ou  anguleux.  —  Point  oü  viennent  se 
terminer  deux  branches  de  courbe  qui  ont  chacune  en  ce  point  une 
tangente  distincte. 

y  = r 


a  un  point  saillant  ä  l'origine. 
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VINGT-SEPTIEME  LECON. 

RtGLES    POUR    l'int£GRATION    DES    FUNCTIONS. 

320.  Definitions  et  notations.  —  üne  fonction  d'une  seule 
variable  est  toujours  la  derivee  d'une  autre  fonction. 

321.  On  appeWe  integrale  de  f{x)dx  et  Ton  represente  par 
jf[x)dx  une  fonction  dont  la  differentielle  est  f[x)dx.  L'op6- 
ration  par  laquelle  on  passe  de  la  differentielle  d'une  fonction  ä  cette 
fonction  se  nomme  Integration. 

On  a,  par  la  döfinition  meme, 

dif{x)dx^:f[x)dx,     fd<f(x)  =  ',(x). 

322.  L'int^gration  gönörale  def(x)dx  est 

C  6tant  une  constante  arbitraire  et  -^[x]  une  fonction  qui  a  pour 
d6riv6e/(.r). 

323.  Integration  d'une  differentielle  mt.ltipliee  par  c?» 
facteur  constant. 

/  af[x)  dx  =  a  j  f[x)  dx. 

324.  Integration  immediate  de  quelques  fongtions  simples. 

jc"  dx  =  ■ \-  C, 

e^dx=  e'  —  C, 
I  a^dx  =  ' r  C, 


dx 

—  =  IxH-  C, 


/ 

/ 

r  dx 

I    .  ..    =  —  cotx  +  C, 
J  sm-x 


cosxdx  =  sinor  4-  C, 

mxdx  =  —  cos.r  -+-  C, 

dx 
— ^T—  =  tangx  4-  C, 
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n/' 


arc  sinx  +  C, 


I  -^ =^  =  —  arc  coso:  +  C, 

J  ^fT^r^' 

C  d^ 

I  r.  =  arc  tangx  +  C. 

32b.  Dans  ces  formules,  x  peut  ötre  la  variable  ind^pendante  ou 
une  fonction  quelconque  de  la  variable  indöpendante 

326.  La  formule 

fx"clx=-^+C 
J  «  +  i 

devienl  illusoire  quand  on  y  fait  n  ~  —  i.  Cependant  un  artifice  de 

/fix 
— . 


/ 


af  dx  = h  C. 


Si  l'on  fait  n  —  —  i  dans  le   quolient   des  döriv^es   des  deux 
termes  par  rapport  ä  «,  on  a 


/^ 


dx  „ 

]x  -\-  C. 


327.  Integration  d'üne  somme.  —  L'int^grale  d'une  somme  de 
fonctions  est  la  somme  des  integrales  des  fonctions  qui  la  com- 
posent. 

328.  Integration  par  parties. 


du 
329.  Integration  par  Substitution. 


/  udi>  =  UV  ~  I  f 

'AR   SUBSTITUTION. 

ff{x]dx=Jf['f[t)]'f'{t)dt, 

f 


x+'- 
rix  1  9. 

arctans; 
px 


I  X  —  V.  „ 

■z  arc  lang  — -z 1-  C. 
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a4-<?v/  —  I,  a-h^y/— I  racines  de  l'^qiiation 

X-  -^ px-r-q  =  O. 


VINGT-HUITIEME  LECON. 

INTfiGRATION   DES    FRACTIONS    RATIONNELLES. 

330.  Integration  des  fractions  kationnelles.  —  La  queslion  se 

fn\  cc    fix 

ramöne  ä  integrer  la  fraclion  rationnelle  —p- — —  >  oü  o(,r)  est  d'un 
degrö  inf^rieur  ä  celui  de/(j:). 

331,  332.  Gas  des  racines  simples,  m  degr6  de  /(x);  o,  b, 
c,...,  A-  racines  de/;-c). 

,p(.r)_      AB  K 

[X)       X  —  a      X  —  b  X  —  A- 


A  ^=  Tr, — '      "  —  Uli    ' ■  ■  ■ '      K  ;=  ■ ,,  ■  , ' 


333. 


^\  x~a  ^tail  negative,  il  faudrait  changerAlfx  — ö)  en  AI  ia  —  x). 
334.  Gas  particulier  des  racines  simples  imaginaires. 

«  =  c.  +  6  y/ —  I ,     b  ^^  a.  —  6  y/—  i ; 
©  ( a  -^  o  \/ —  I 


/'(a  +  6v/-i) 


G-Hv-i, 


/( 


/'(a-gv-0 
A  B     \  ^ 


j:  —  a       X 


Gl  [(x  -  a)=-^  S^]  -  2ll  arc  tang  (:^1^'\  +0. 


335. 

M.r  +  N 


k 


,dx 


[x-'^Y 
=  —  I  [( jc  —  a)-  -1-  S-J  -: —  arc  tang  — g [-  C. 
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336  ä  338.  Gas  des  racines  multiples. 

f{x]  =  M [X  —  ay  [x  —  b)"  [x  —  c)'' ...{x  —  Ä)  =  [x~a)"f^[x). 

(f{x]  _       A       ^        A.  A,_, 

f(x)  ^  [x—a)" "^  [x  —  a)"-'  +•  •  •  +  ^-'^ 

,         B         ,  B,  1     B,_, 

"^  (o:  -  Ä)P  ^  (X -Ä)"-' "^  •  •  ""^  j;  -  6 

c  c,  a_, 


(jc— c)'       [x  —  cy-^  x  —  c 

K 

expression  qui,  multipli^e  par  dx,  sera  tres-facile  ä  integrer.  Gelte 
döcomposition  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  maniere. 

339.  Gas  particulier  des  racines  imaginaires  multiples.  — 
Soient  a±6  \J--\  deux  racines  conjuguees  de  iöquation  /(x)  =  o, 
et  n  leur  degrö  de  multiplicite. 

On  a  ridentil6 

?(x)-(Aj;  +  B)/,(j:)-(A,.r  +  B,)[(.r-a)*-hg']y,(x) 


-  (A„_.^  ■+-  B„_, )  l{x  -  a)^  -r-  6=]"-'/,  [X] 


Les  constantes  A,  B,  A,,  B,,  etc.,  choisies  de  maniöre  que,  pour 
x  =  a-i-6y/— I,  le  prämier  membre  devienne  nul,  ainsi  que  ses 
n  —i  preraieres  derivees. 

340.  Le  cas  actuel  conduit  ä 

r  (Ax  4-B )  r/.r     ^    r  k\x-a.)dx  f  (Aa~BVar 

^^  r  A(x  —  oL\dx    _  A 

«  =  ,,    rAu_^.^A 
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Soit  X  —  'xz=  63, 


r  (Aa  +  B)^.r     _  Aa  +  B   C      dz 


X  —  a  =  oz. 
341. 


dz 


r   dz z -xn  —  z  r 

J  {l-r-z'f~  (2/2  — 2)(I-|-Z')"-'  2/2-2  J(I 

— — j  =  arc  tangz. 
3i2.  On  peut  encore  poser  ?  =  arc  tangz  :  il  en  rösulte 

On  d^veloppe  cos'""^/  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  t  et  on 
inlegre  chaque  terrae. 
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integration  des  fonctions  irrationnelles. 

343.  Functions  qui  ne  contiennent  que  des  irrationnelles 
MONÖMES.  —  Faisant  x  =  t^, 

'{i-^x^—x^)dx_  pj-\-t^—t*)6t'dt 


/- 


34i.  On  ramene  au  cas  precedent  toute  fonction  qui  ne  contient 
que  des  radicaux  portant  sur  un  meme  binöme  du  premier  degr6. 

3iS.  Functions  qui  contiennent  un  radical  du  second  degre. 
—  Le  terme  x^  sous  le  radical  est  pr^cede  du  signe  -4- .  On  pose 

ya  ~r  bx  -^  x''  ^  z  —  jc, 
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La  fcnction  donnee  se  changera  en  une  fonclion  rationnelle  de  z. 

346.  Autre  methode  :  <7  >  o, 

^a  -r  Ox  -\-  x^  =  \Jci  -\-  xz, 

■1  z  Jn  —  /; 

X  — : — ; 

1  —  z' 

I ; :.      z^  Ja  —  bz -\-  yfa 

y/ci  4-  bx  4-  x'  =  — ^- 5-!—^  ; 

I  —  z^  ' 

,    _  [z'  \/7i  —  bz  -r-  \/a)  %dz 

347.  EXEMPLES. 

/■  , '^     =  =  \i-  +  x-\-  Ja  -rbx^  xM  +  C. 
sja^bx-^x!"         \2  ) 


h  =  o, 


T— £=  =  \{x-\-sja-^-  .rO  4-  C, 

/'{^x-\-h)  dx 
\/a-\-  bx  -\-  x^ 

=  g  \/a-\-bx  -\-  X-  -\-{h  —  —\\{-'^x-\-  \/a-^bx-i-x' )  4-  C. 


348.  Integration  de  /(x,  yja-r  bx  —  x'^)  dx\  a  >  o, 

b- 

-\-  XZ.        X  ^=  

1- 

\fä  +  bz  —  z^  \fä 


I T' 5         r   ,  ^  —  "XzJa 

i/a  -+■  bx  —  X-  =  \/a  -i-  xz,     x  = —  3 

14-22 


\^a  -\-bx  -h  x^  ^ 
dx  = 


14-Z 
2(3'  v//7  —  bz  —  \/V/)  dz 


349.  Troisieme  transformation  quand  les  racines  a,  p  du  trinöme 
a  +  bx  ±  x^  sont  reelles. 
1°  x^  a  le  siene  4-, 


v/fl  -\-  bx  -\-  x^  =  [X  —  «)  s, 

§  —  y.z^         I -. ;       (g  — alz 

,      \J a -\- bx -\- x^  — j—  ] 

I  —  z  1  —  z 

2(6  —  a)  zdz 


\l~z'Y 
Stlrm.  —  An.,  I.  32 
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■x"  x''-  est  precede  du  signe  —  , 

a  -^  bx  —  x^  =  {x  —  otj^z^^ 


X  = 

1  -!-  z- 


\Ja  -r-bx  —  x''  — 


(g-alz 


330. 


/v 


,         2  (a  —  6)  zclz 

ClX   =   rTT ' 


fix  b  —  7.x 

arc  cos  • 


y/«  -\-bx  —  x^  ^^a  -{-  b^ 

351 .  On  peut  integrer  une  fonction  rationnelle 

/  (.r,  y/jT  -T-  a,  yj x  -t-  b)  clx^ 

qui  contient  des  radicaux  du  deuxiöme  degr6  porlant  sur  deux  hi- 
nöraes  differents  du  premier  degrö. 

332.   I.NTEGRATION  DES  DIFFERENTIELLES  BINÖMES.  —  LeS  diff^rcn- 

tielles  biuömes  sont  de  la  forme 

af^  (a-\-bx")P  (Ix. 

On  ne  diminue  pas  la  generalitö  de  cette  formale  en  supposant  m 
et  n  entiers  et  «  >  o,  /?  doil  etre  suppos6  fractionnaire. 

353  et  334.  Cas  d'integrabilite. 

■ =  un  nombre  enlier, 

/»  -f- 1  , 

1-  »  =  un  nombre  entier. 

n 

353.  Redüction  de  l'exposant  de  x  hors  de  la  Parenthese. 

bx"i''dx 


(A) 


I  x"{a 


b{np-\-m^\)         b[np-\-m-T-i)J 


Si  m  est  positif  et  >  n,  in  etant  le  plus  grand  multiple  de  n  qui 
soit  inferieur  ä  w,  on  sera  ramenö  ä  l'integrale 


/ 


x"'-'"{a  +  bx"Y(!x. 
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356.  Reduction  de  l'exposant  du  binöme. 

!l  afia  +  bx^yclx 
np  +  /«  + 1  np-r-  m  ^  i  J 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  ölera  successivement  de  p  toutes 
les  unites  que  contient  cet  exposant. 

357.  L'emploi  des  formules  (A)  et  (B)  fera  d^pendre  l'intdgrale 
1  af{a-i-bjc")''dx,  quand  m  et  p  sont  positifs,  de  l'integrale  plus 

simple 

j  j:""'"{a-^b jf )''-'' dx, 

in  elant  le  plus  grand  multiple  de  n,  inferieur  ä  m,  et  k  la  parlie 
entiere  de  p. 

358.  Formules  de  reduction  dans  le  cas  ou  les  exposants  m 

ET  p  SONT   NEGATIFS. 

i       x-'"(a  +  b.i" Y (Ix  =r j^ '-  .--L^ 

\     ^  {m-i)a  J 

Par  celte  formule,  l'integrale  cherchee  sera  ramenee  ä 

x-'"^'-'-^'^''  [a  -^  bx"Y  dx, 


f 


oü  in  est  le  plus  grand  multiple  de  n  contenu  dans  m. 
359. 


i/-^'" 


-]-bx")-Pdx 


\  an{p-i)      J 

Si  /?  est  >  I,  on  ramenera  cet  exposant  ä  etre  compris  entre  o  et  i. 

3ß0. 

x^iax'+bx'ydx 

devient  la  difförentielle  binöme  x"*''  [a  +  bx'-']"  dx. 

361.  m  impair, 

/.r"'d:r  Vx"'-^      (m  —  \) x^-i  Q..  j.  .  .(m  —  i)!    ,—— 

^T^^  ^  ~  L~^      ^'{m-'i)m    -^••■~'         1.3.  ..m     J     '~' 


c. 

32. 


000  TABLE    ANALYTIQUE 

m  pair, 
sT  (Ix 


/; 


\j\  —  x' 

1_     /«         '        ///  2 )  /W  2 . 4  . 6 .  .  .   /7i  J 


i  .3.5. ..///-    I)         .        ,   /, 
4 ; ■  arc  sin  X  +  L , 

2 .  4  .  b .  .  .  //2 
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integration  des  fonctio.ns  transcend aktes. 
362.  Functions  qui  se  ramenent  aüx  fonctions  algebriqces. 
—  Si  l'on  a,  sous  le  signe  / ,  uiie  fonction  algebrique  d'une  trans- 
cendante,  mullipliöe  par  la  diff^renliclle  de  cette  transcendante, 

dx 


Jf{cf)e'dx,     ^f{cf)cfdx,     J/(l. 


on  pose  t'-'  ou  «'  ou  Ix  =  z. 

363.  I.MEGRALE  DE  z''Pf/x,  z  etant  une  fonction  transcendante 
de  X.  Posons 

(A)  A"Prfx  ^-(^^-~  «Rs«-'  -\-n{n  —  i)  Sz"-'  -  . . . . 

364.  EXEMPLES. 

/!c"-'(lx)V/x=  —  [(Ix)"--    Ix)"-' 
j  '  m  \j  m  ' 

+  — — - — -\\xY-^-.. 

nr 
_^n[n  —  i)...3.2.i~l    ,   p, 

W"  J 

z"t^^(lz=  —    z" z"-'  H , z"-'  —  . . .     -f-  C. 

J  '"   L  '«  '""  J 

/(arcsinx)"c^x 

=  x[2"— «(«  — i)z"-'  +  «{/2—  i)  («  — 2)(«— 3)z''-'— ...J 
H-  y/i  —  x^  [rtz"-"  —  «(«  —  i)(«  —  2]  z"~'-i--  •  •]• 
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/  z"  cos  2  dz 

=  sinz[3''  — /?(«—  1)3"-'  ^n{n—\]{n  —  'i)  («  —  3)  z""''  — . ..] 
-h  cos  z  [«z"- '  —  «  ( «  —  I )  («  —  2 )  z"-^  -j- . .  .  J . 

f{x)cosxdx=  [/(o:)  — /"(x)-H/"'(jr)  — ...Jsinx 

+  r/'(-^)  -/'"(•^)  +/M-^)  -•  •  -1  cosr. 

365.  Ekemple. 

/^' 

/e'-dz 
• 

ün  ramene  /  r, — -  a  /  t—  • 
J(U)''    J    Ix 

366.  Integration  de  quelques  fonctions  exponentielles  et 
thigonometriques. 

/'  ,        ,      ,        e"  (acoshx-h  hsmbx)       _, 
e"  cosbxdx  = 5 .       , , +  C, 

/'       .    ,      ,         e"(as\nbx  —  h  cosbx)    ,    _ 
c"  sin  oxdx  = ^ . ,, +  L. 
a^+b^ 

367.  Pour  obtenir 

1  z"  e"  cos  bz dz     et     /  z"  e"'  sin  bz  dz^ 

on  remplace  dans  la  seconde  formule  du  n°  364  m  par  a-^b  v/— i, 
et  Ton  ögale  s^par^ment  les  parties  reelles  et  les  parties  imaginaires 
des  deux  membres. 

368. 

/(sinx,  cosx)  dx^ 

/ötant  une  fonction  rationnelle.  On  pose  tang-x=  z;  d'oü 

ri  ■                \  1         //    22       '— ^'\    ^^^^ 
/  ( sin  X,  cos  jt)  dx  =  J  \ 7  2     — ; — 5  • 

/  sinxcosxf 

/tangarr/x  =  I \-  C. 
°                  cos.r 


369. 


dx cos  IX  -J-  C. 

4 
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fix 


sin  X  cos  X 


=  1  tangx4-C. 


clr  ,  ,  I  ,  p 
-. —  =1  tane-x  + U 
sin  x  1 


J  «Sil 


dx  \/i  -h  cosj;  =  —  2  v'ä  cos  -  X  -h  C. 


a  b 

■ =  COS  K,    ■  ,  =  sin  /•. 

y/a'  +  b'  \/a'-^b^ 

dx                          I        ,  ,        X  -4-^   ,    _, 
1  tan" !-  U 


asin  x  +  6  cosjr      ^^2_|_/, 
Suivant  les  cas, 


h 


asxnx  -{-  b  cosj:  +  c 


7.                         [c  —  b)  tans -1^  j:  4- a 
:  arc  lang  ^^ ■-   '      °  -    —  > 


y/c*  —  b^  —  c'  \/r^ 

ou 

I ,  [c  —  b)  tang ^  X  -h  ö  —  \/a'  -+-  b-  —  c'   ,  ^ 

y/rt^  -r  6^  -r  c'     (c  —  b)  tangj  x  +  a  +  v'<^^  -{-  b'^  —  c' 

370.  Integration  des  produits  de  sixus  et  de  cosinus. 


/ 


sin{(7j:  +  Z*)  sin(rt'j:  +  b')  dx 


in[(a  —  ß')  j:4-^  —  Z»']       sin [(«  +  a')x  +  b-ir Z>']       _ 
zrrz — zj\ „;^  ,  ,.M  f~ '^• 


sin  I  ( a  — 

2  (a  —  fl 


On  integre  un  produit  de  sinus  et  de  cosinus  lorsque  les  arcs  se 
Präsentant  sous  la  forme  ax  -\-  b,  en  transformant  ce  produit  en 
üne  somme  de  sinus  ou  de  cosinus. 


371. 


jsm"'xdx     et      j  cos'^xdx, 


quand  n  est  un  nombre  entier  positif,se  determinent  en  developpant 
sin«xet  cos'»^  en  fonction  des  sinus  ou  des  cosinus  des  multiples  dex. 

372.  Integration  des  dfferentielles  de  la  forme 

sin'".r  cos"j:rfa:. 

/pin'"-+-i.rcos'»-'.r       w  —  i     /* .  „      , 

=ui"'  X  cos«  X  dx  =  ■ — ■ ; /  sm"'  x  cos'^-^  x  dx. 
m  -T-  IL               ni  -r  nj 
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On  sera  conduit  ä  /  sm"^xdx,  ou  /  s'm"^xcosxdx. 
373.  Quand  m  —  ~  ,i, 

idJi%'"xdx  =  — 5 I  tang'"-i.r(/x. 


374. 


/  sin"'.rcos"xrtx  = i /  sm'"—^xcos"xax, 

J  in  -r  II  m  -^  II J 

Par  lä  on  reduil  l'exposant  de  sin.r  lorsque  m  est  positif. 

37o. 

/COS,"-xdx  _  cos"+i.r  m  —  «  —  2  C  cos".r     , 

sin'«.r    ~      (m  —  i)sin'«-ix  m  —  i     J  s\n"^-'^x 

376.  w  pair. 

/cos  ■^  r 


sin"^-''x 


\ni-Z_ 


-2 

(in —  i){m  —  3)sm''''-^.r-i-... 

(m  —  2  (  m  —  4) 

{in  —  i  )i  in  —  3  K  .  .  3 . 1    .      1 

-i- ; —  sin.r 

{in  —  2  M /«  —  4j- •  M-'-^  J 

{m  —  i)(w  —  3)...3.i  ^_p 

(m  —  2)(m  —  4)---4''^ 


m  impair, 


/.  „,     ,            cos.r  r  . 
^\n"^xdx  = sin'«- 
in    L 


m  —  I    . 

1 X  -. sin'"-3  X  ■ 

in  —  2 


(m 


(m 


\){m  —  3  ). .  .2I 
2)(w  — 4;...iJ 


TRENTE  ET  UNIEME  LECON. 

DES   INTEGRALES  DEFINIES. 

377.  Definitions  et  notatioxs.  —  Lorsque  tp(.r)  a  pour  diffe- 
rentielle/(.r)f/.r,  o(.r)  — C  est  nommee  V integrale  indefinie  de 
la  ditTerentielle /( .r )  rfx.  On  fixe  la  valeur  de  C  par  la  condition 
que  l'integrale  devienne  nulle  pour  x  —  a.  Dans  cette  hypothese. 


C  —  — o(«>    et     1  f{x)dx  =  (^{x) — o(« 


5o4 
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L'expression  o{b)  —  o(a),  representee  par  la  notation  /   f[x)dx, 


fiß.  70. 


f      B 


est  dite  integrale  definie,  prise  entre 
les  limiles  n  et  h,  ou  depuis  x  =  a 
jusqu'ä  X  =  b. 

378.    SiGNIFICATION  GEOMETRIQUE  DE 

l'imegrale  definie.  —  La  valeur  de 
l'int^grale    /   /(xjr/j:  est  la  surface 


CABD. 
379.  Exemples  dintegrales  deflnies. 
I 


X 


£ 


jf'  dx 


'f'dx 


L~^< 


5  si  /?  +  I  est  positif, 
b' 


s\n^"xdx  = 


I  .3.5.  .  .    (2«  —  l)   TT 
2.4.Ö.  .  .  2/Z  2 


380.  I.ntegrales  definies  co.nsiderees  comme  LIMITES  de  sommes. 

—  L'int^grale  definie  /    f(x)dx  est  la  limite  de  la  somme  des  va- 

leurs  infiniment  petites  de  la  differentielle/(x)cte,  lorsque  x  varie, 
par  degres  insensibles,  depuis  a  jusqu'ä  b. 

381.  Remarques  sur  les  integrales  defimes. 

382.  Si  c  est  une  valeur  quelconque  de  x,  on  aura 

J/^b  /•  c  /^  b 

'     f{x)dx=        f(x)dx-r        f{x]dx. 
a  Ja  Je 

f  f[x)dx=   rf[x)dx^  r /(.r)r/x--  f^f{x)rix+  f  f{x)dx. 
Ja  Ja  Je  Je  Jg 

383.  Calcul  approche  d'üne  integrale  definie.  —  Soit  v(jr) 
une  fonction  de  x  teile,  que  Ton  ait  ■\[x)  </(x)  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6  : 

'    /(.r)  dx  >   /     y  \x)  dx. 
a  Ja 
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Si  xi^)  6St  une  fonction  de  x  teile,  que  Ton  ait  x(-^)  '>f[^)i 
de  a:  =  a  a  a:  =  b,  on  aiira 


f[x)dx  <  I     x{^)dx. 
a  Ja 


384,   EXEMPLE. 

1 

dx 


o,5<  f 

Jo 


o,5236. , . 


V/i  —  x^ 

385.   NOUVELLE  DEMONSTRATION  DE   LA   SERIE  DE  TAYLOR. 


TRENTE-DEUXIEME  LECON. 

SUITE  DES  INTEGRALES  DfiFINIES.  —  INTEGRATION  PAR  LES  SERIES. 

386.  Des  integrales  definies  dans  lesquelles  les  Limites 

J/»oo 
f{x)  dx,  f[x)  reslant  finie 
a 

et  continue,  est  la  limite  de  /  f[x)  dx,  quand  b  croit  ind^finiment. 

Ja 

£ 
£' 

/•^      dx 

Jo      ^'+t' 

/" 

Jo 
5°  /      cosxdx  est  ind^lermin^e. 

c/O 


387.  1°  /       e-^dx=j 

e"  dx  =  00 
Jo 

3° 


4  —  =  CO 


388. 


cj(^),  fonction  finie  pour  les  valeurs  de  x  superieures  ä  a. 
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J/»co 
'     f[x)clxd.  une  valeur  finie. 
a 

Si  «  ^  I,  cette  integrale  a  une  valeur  infinie. 

389.  Integrales  dans  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  / 

DEVIENT    INFINIE    ENTRE    LES    LIMITES    DE    l'iNTEGRATION    OU   A   CES 

LIMITES.—  Quand /( 6 )  =  <»  ,  /   /(j:;^/r  estlaliraitede  l'integrale 

Ja 


b-t 

f[x)dx,  lorsque  s  döcroit  jusqu'ä  o. 


X 

f[x)dx  est  la  limite  de  /       f[x)dx^  quand  s 

a  Ja-i-s 

d^croit  jusqu'ä  o. 

Si  /(c)  est  infinie  ou  discontinue,  c  etant  une  quantite  comprise 
entre  a  et  b,  on  pose 

Jf^b  /»c— e  />b 

f{x)  dx  —  lim  /         f[x',  dx  +  lim  /       f[x)  dx, 
a  Ja  Jc-T-r) 

quand  e  et  -n  döcroissent  jusqu'ä  o. 

390.  Supposons/(^)  —  «> :  soit 

-nix) 


f{x]  = 


b- 


n  6tant  un  nombre  positif  et  tt  \x)  une  fonction  qui  ne  devient  pas 
infinie  lorsqu'on  fait  x  ^  b. 
^b 
Si  «  est  <  I,  I    f[x]dxdi  une  valeur  finie. 

Ja 

Si  l'on  a  «  >  1  ou  «  =  i ,  l'intögrale  propos^e  est  infinie. 

391.  Exemples. 

392.  Des  integrales  indeterminees.  —  L'intögrale 

-^  dx 


l 


f7  >  u,  6  >  o,  est  indöterminee. 
393  ä  396.  Integration  par  series.  —  Si 

ff  x)  =  «,  H- «j  H-  «3  4- .  • .  +  «, 
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OC 


on  aura 


f  f{x)dx  =   i    u^dr-+-         u.clx  -hj    «3  f'-* 


£ 


u.dx 


formule  encore  vraie  m6me  si  la  sörie  ?/,  +  Wj  4-  «3  +  •  •  • »  conver- 
gente  quand  x  est  moindre  que  b,  devient  divergente  pour  x  =  b, 
pourvu  que  la  derniere  sörie  soit  encore  convergente. 

En  göneral,  si  la  formule  de  Maclaurin  donne  une  s6rie  conver- 
gente, ^ 


on  aura 


y/(x)^=.C  +  x/(o)4-^/'{o)  +  y^/"(o)  +  .... 
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QUABRATURE  DES  AIRES  PLANES- 

397.  FoRMULES  GENEBALES,  y  =f[x),  ^quation  de  CD, 
Fig.  75. 


V 

M^J^ 

c 

/ 

/ 

0 

k 

P       i 

5 

X 

aireABCD 


^I> 


x\  dx. 


Axes  obliques  (ö  l'angle  des  axes), 


aireABCD  =  sinö 


Ja 


x]  dx. 


398.  1    f[x)  dx  repr^sente  la  difference  entre  la  somme  des  seg- 

Ja 

Fig.  77.  ments  situ^s  au-dessus  de  Taxe  des  x 

et  la  somme  des  segments  situes  au- 
dessous. 

399  {ßg.^o). 
aireCC'M'M=r   [y-y'']dx. 
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400.  ExEMPLES.  —  Parabole  quelconque, 
Fig.  78. 


m  cl  n  6tant  positifs. 

aire  OMP  = 


- — •^7- 
»/.  -|-  // 

La  parabole  partagele  rectangleOPMQ 
dans  le  rapport  constant  de  n  :  m. 


401.  Rdciproquement,  il  n'y  a  que  les  paraboles  qui  jouissent  de 
cette  propri6t6. 

402.  Courbe  du  genre  hyperbole  donn^e  par  l'equalion 

m  et  n  ötant  deux  nombres  entiers  positifs. 
n  >  m,     OA  =  o. 


aireACMP 


n — m         n — m 
pti  \^x    "     —  a    " 


La  surface  ACGH  tend  vers  une  limite  finie,  ä  mesure  que  le 
point  G  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  l'asymptole  Oy.  Cette 
limite  est  dans  le  rapport  constant  de  «  ä  «  —  m  avec  le  rectaugle 
OPMQ  .^  xy. 

403.  Reciproquement,  il  n'y  a  que  les  courbes  comprises  dans 
l'equation  afy"  =p  qui  jouissent  de  cette  proprietö. 


Fig.  80. 


404.  Cerclc, 


y^  -\-  x'^  =  a'. 


COPM  =  -^ h  —  arc  sin  -  • 


secteurOQI  =  -arc  CM. 
a 


40S.  Ellipse, 

Le  Segment  elliptique  OPMB  et  le  segment  circulaire  OPNC,  qui 
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correspondent  ä  la  m6me  abscisse,  sont  enlre  eux  dans  le  rapporl 
Fig.  8i,  constant  de  b  k  a. 

y  La  surface  de  l'ellipse  est  moyenne 

jv  proportionnelle  entre  les  surfaces  des 

deux  cercles  qui  ont  pour  diametres 
respectifs  les  axes  de  l'ellipse. 


"ÖT 


407.  Hy perhole, 
Fig.  82. 


406. 


secteurOBM 
secleur  ÜCN 


r  =  -  sjjp'  —  d^ 


AMP 


hx  \Jx}  —  (i^ 


nh    {  X  4-  \/x'^  —  n' 
%     \  a 


408    Cycloide  AMD  engendr^e  par  le  mouvement  du  cercle  ANß 
roulant  sur  la  droite  BD, 


Fig.  83. 


dx 
aire  AMP 


=  "V^- 


---^  I    ydx 
t/o 


AMP  —  segm.  ANQ. 


L'aire  comprise  entre  la  cyclo'ide  et  sa  base  est  egale  ä  trois  fois 
l'aire  du  cercle  g^nerateur. 

409.   QUADRATÜRE    DES    COÜRBES  RAPPORTEES  A  DES   COORDONNEES 

Fig.  84.  POLAiRES.  —  Si  II  desigae   l'aire  du 

secteur  COM,  011  aura 

secteur  OCM  = 


u^'-Jr^dB, 


cetle  integrale  ayant  pour  limites  les 


valeurs  de  5  qui  correspondent  aux  points  C  et  M. 
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410.  Spirale  loganllimique ,  r  =  at'"'^. 


Fig.  85. 


OC  =  r', 


4  rn  " 


iW.  La  quadrature  des  aires  curvilignes  est  quelquefois  rendue 
Fig.  86.  plus  facile  par  l'emploi  des  coordon- 

nöes  polaires. 


A^M 


()f  I*         X 


Exemple,  folium  de  Descartes, 

x^-^-y^  —  axy  —  o. 
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RECTIFICATION     DES     COURBES     PLANES. 
412.    FORMULE   GENERALE. 


=/^-^  v^+S' 


413.  Parabole.  /'  —  ipx. 

,    ysjy'^p^  ,  p^(y^\/y''+p' 


ip 


f'l^ 


414.  Ellipse.  —  Are  d'ellipse  BM  [ßg.  8i,  p.  509),  compt^  a 
partir  du  sommet  B  du  petit  axe, 


415. 


s  =  a  j     dtf  \/\  —  e^sin'^. 
—  a  lo e^  /  f/ip  sin'  o e*  1  elf  sin'«p 
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416  ä  418.  Quart  de  l'elljpse. 


bii 


BMA 


5V2.4.0  J    7\^.4.6.8  ;    •••] 

419.  HvPERBOLE.     a^y^  —  Px^  ^  —  a'b^. 

in  a    Z*?/!!  COSTCO       1.2.3  cos*o         \ 

On  integre  cos"" (5)^/(5),  in  pair,  en  faisant  [formule  (F)  du  n°375], 

TT 

X  = o. 

% 

420.  Cycloide.  —  Voir  n"  2S4. 


TRENTE-CINQUIEME  LECON. 

CÜBATURE    DES    SOLIDES. 

421.  CuB.\TURE  DES  SOLIDES  DE  REvoLL'Tio.-s.  V,  volume  engende 
Fig.  88.  par  la  rdvolution  de  CA_MP  autour  de 

y\  0.r, 


rJjV.r. 


422.  Volume  engendrö  par  I'aire  CMM'C,  en  designant  MP  par/ 
Fig.  89.  et  M'P  par  7', 

M 


V  =  7r    C{y^—y'^)dx. 
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423.   CUBATURE  DE   LELLIPSOIDE   DE   REVOLUTION 
Fig.  90 


M 

/^  Volume  de  rellipsoide  entier, 


vol.AMP 

y 


Volume  engendrö  par  la  demi-ellipse  tournant  autour  du  petit  axe, 

424.  Volume  engendre  par  la  Revolution  d'une  cycloYde.  — 

Solide  engendre  par  le  segment  AMP  [ßg.  86,  p.  499),  lournant 
autour  de  Ajt, 

V  =  TT«  segm  AQN  —  0  ( *^/  ~  j' ) '  • 

425.  VOLUMES  QUI  PEUVENT  S'OBTENIR  par  U.NE  SEULE  INTEGRA- 
TION. —  Ceux  oü  l'aire  a  de  la  section  faite  par  un  plan  parallele 
au  plan  jOz  est  fonction  de  la  distance  de  ces  deux  plans. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  paralleles  ä  _>0z  menes  ä 
des  distances  a  et  b  s'obtiendra  par  la  formule 


Ja 


b 

dx. 


426.  Axes  obliques,  a  etant  l'angle  que  fönt  les  plans  de  section 
avec  Taxe  Ojt, 

V  =  sin/  / udx. 

427.  Cöne  ä  base  quelconque. 

428.  Ellipsoide  rapportö  ä  ses  axes  principaux, 

—  +'71  -r— 2  =  !• 
a         b         c 


Volume  entier  de  rellipsoide. 


-Tzabc» 
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429.  Ellipso'ide  rapporte  ä  Irois  diamelres  conjugu^s  obliques, 


a"  "*"  b''  "^  c'' 
TT^'c'sinO  sin). 


!)■ 


Ellipso'ide  entier, 


xTfrt'ö'c'sinö  sin>. 


430.  Tous  les  parallelipipedes  construits  sur  les  diametres  con- 
jugu^s  d'un  ellipso'ide  sont  equivalenls  au  parallelipipede  rectangle 
construit  sur  les  axes. 

431.  VOLUMES  TERMINES   PAR  DFN'ERSES   SURFACES.  —  Une  SUrfaCO 

quelconque  CDEF 


Fig.  95 


V=   f  (l^  f       (2  — z,)^J 

Ja  Jtji  (jt) 


F{j:,  j,  3)  =  o; 

deux  plans  paralleles  ä  jOz, 
menes  aux  distances  OA=rt, 
OB  —  ft ;  deux  cylindres  droits 

une  seconde  surface  C'D'E'F' 
F|(-^,r,  2)  =0. 


432.  Lorsque  les  deux  surfaces  cylindriques  se  r^duisent  ä  des 
plans  paralleles  ä  zOj, 


433. 


dx    i       {z-Z^)dY. 
a         Je 

V  =   /     clx  zdy. 

Ja         J'f[x) 

volume  compris  entre  une  surface  quelconque,  le  plan  xy,  deux  cy- 
lindres paralleles  ä  Taxe  des  z  et  deux  plans  paralleles  au  plan  zOj. 

434.  Volume  d'un  corps  quelconque  terminö  de  tous  cötes  par 
une  surface  dont  requation  F{x,  y,  z)  —  o  est  connue. 

Stlrm.  —  An.,  l.  33 
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Imaginons  un  cylindre  circonscrit  ä  la  surface,  parallelement  ä 
Fig.  96.  l'axo  des  z; 

■h{x,j)  =0 

represenle  la  trace  du  cylindre  sur  le 
plan  xf,  courbe  fermöe;  en  la  cou- 
pant  par  un  plan  parallele  ä  jOz,  on 
aura   deux    ordonn^es  j'=<j>{x)   et 

Si  z  =  MP,  z,  =  M'P  sont  les  deux 
valeurs  de  z  tirees  de  l'^quatioa  de  la 
surface,  on  aura  pour  le  volume  du  corps 


r"       rix 


\dy. 
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INTtGRALES   MULTIPLES.    —    AIRES    DES    SURFACES    COCRBES. 

43o.  Des  integrales  doubles.  —  Toute  expression  oü  il  entre 
deux  integrales  relatives  ä  des  variables  difförentes  est  une  inte- 
grale double. 

Une  integrale  double  est  deßnie  lorsqu'on  assigne  les  limites  des 
deux  integrations,  imlefinie  dans  le  cas  contraire ;  on  la  represenle 


^■l{x) 


par  /    /  zdxdy. 

i36,  437.  Une  integrale  double  1    dx  \         2 ^  est  la  limite  de 

Ja         J'Y  [x) 

la  somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  zAjtA/  entre  les  limites 
des  deux  integrations. 

438.  Integrales  triples.  —  Soit  U  —f{Xij,  z)  une  fonction 
de  trois  variables  ind^pendantes  .r,  j,  z. 


dx    /         dj   /  U^z 

a  *^9{pc)  Jf{x,j) 


Cette.  expression  se  nomme  integrale  triple;  on  la  repr^sente  aussi 
par 

f  f  fudxdfdz. 
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On  a 

dx    i         dy   /  X^dz^XiXix^^^^^^^'^^y^^')' 

439.  Theoreime  sür  l'ordre  des  integrations. 

Jnb  fb'  nb'  rt  b 

dx  i      {z-z^]df=         dy  i     {z-z,)dx. 
a         J  a'  %J  a'         J  a 

440.  De  l'aire  des  surfaces  coürbes.  —  L'aire  d'une  surface 
courbe,  terminöe  ä  ua  contour  quelconque,  est  la  limite  de  l'aire 
d'une  surface  polyedrique  composöe  de  faces  planes,  qui,  en  dimi- 
nuant  toutes  indefiniment,  tendent  ä  devenir  tangenles  ä  la  surface 
consider^e. 

La  surface  polyödrique  a  une  limite. 

441.  Soit  A  l'aire  de  la  surface;  si  /?  et  7  sont  les  deriv^es  par- 

.  de  l'equation  de  la  surfa( 

/  /  \Ji+p'-\-q''dxdy. 


tlelles  y-  et  -j-  tirees  de  l'equation  de  la  surface,  on  a 


442.   AlRE  DES   SURFACES   DE   REVOLUTION 

<b 


En  dösignant  par  s  un  arc  compte  ä  partir  d'un  point  fixe. 
TT    /    yi 


on  a 

A  =  211    /     yds 


443.  Surface  de  l'ellipsoYde  de  Revolution.  —  Surface  engen- 
Fijr.  100.  ^^^ö  P^^^  Ja  revolution  de  l'arc  BM, 

3/  . 

M  A  = l  -^  1  /  —.  —  ^2  _|_      arc  sin  —   • 

a    \    y    e^  e2  ^^y 

„  -4 445.  Si  Ton  fait  x  =  a  dans  l'expression 

precedeiite,  et  si  Ion  prend  le  double  du 

33. 
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resultat  on  a, 

"i-T-b^  -\ arc  sin  e. 

e 

pour  la  surface  totale  de  l'ellipsoide. 


444.  a<.b  ei  \Jb'  —  a^  =  be  : 

si  Ton  fait  x  =  a,  on  aura,  en  doublant,  pour  la  surface  totale  de 
rdlipsoide, 

inb  v'«  4-  o  e'  -\ 1     h 

e        \  a  ) 

QU  bien,  en  remplacant  b"^  e^  par  sa  valeur  6'  —  a', 

27r6'-f-27rrtMr^(^-rl)]''- 

443.  Si  Ton  suppose  e  =  o,  on  retrouve  k-na}  pour  la  surface  de 
la  spbere. 

446.  Chakgement  de  variables  dans  une  integrale  double 

—  Si,  dans  une  integrale  double  /  /  Vdxdy^  on  remplace  x  et  y 

par  des  fonctions  donnees  de  deux  nouvelles  variables  u  et  f,  P 
devient  une  fonction  connue  Pi  de  u  et  de  t-,  et  on  aura  pour  l'in- 
tegrale  proposee 

r  r       fdxflY       dxdy\   ,     , 

jj^'\'dad-.--dr.Tur'"^'- 

447.  Si  l'on  pose 

j:  =  /'C0s6,    y  =  r%vs\^. 

on  aura  des  integrales  de  la  forme  /   /  V^rd^dr. 
Application  ä  un  esemple. 
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COURBES  A  DOUBLE  COURBURE. 

Cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la  binor- 
male. —  Expression  des  coordonnees  en  söries.  —  Proprietds  du  plan 
osculateur.  —  Foriuules  de  Serret.  ■ —  Droites  et  surface  polaires.  — 
Däveloppdes.  —  Contact  d'une  ligne  et  d'une  surface.  —  Sphäre  oscu- 
latrice.  —  Applications  ä  l'helice.  —  Contact  de  deux  lignes. 


COSINUS  DIRECTEURS  DE   LA  TANG  EXTE,  DE  LA  NORMALE  PRINCIPALE 
ET   DE   L.V   BIXORMALE. 

1*.  Par  un  point  quclconqae  M  d'une  courbe  ä  double  courbure 
on  peut  mener  trois  droites  qui  joueiiL  un  röle  capital  dans  l'ötude 
des  proprietes  infinitesimales  de  la  courbe  :  ce  sont  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur  ou 
binormale;  les  resullats  obtenus  dans  les  n°'271,  275,  286,  291 
et  292  fönt  connaitre  les  cosinus  directeurs  de  chacune  de  ces 
droites,  c'est-ä-dire  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  trois 
axes  rectangulaires  OXYZ;  il  est  bon  d'en  rappeler  les  valeurs. 
On  a,  pour  la  tangente, 


(i)            cosa=:-p-,         cos3=-j-, 
ds                  "^        ds 

dz 

cosY-^; 

pour  la  normale  principale, 

jdx                            jdr 
d-j-                            d-j- 

.    .            .             ds                                   ds 
(a)    cos/=p— 7— >         cos/W  =  p— 7—, 
ds                           '     ds 

ds 
cos«  =  p  —j— 
^    ds 

pour  la  binorraale, 


(3)  {  cosjji  =  p 


»  dr  d-z  —  dz  d-r 

cos  A  =  p -y— ■— , 

dz  d"- X  —  dx  d''- z 


ds^ 
dx  d-y  —  dv  d-x 


dsi 


(')  Cette  Lepon  ferait  naturellement  suito  ä  la  vingt-cincjuieme  du  texte. 
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Dans  CCS  formules,  Ics  coordonnees  x,  j,  z  peuvent  6tre  regar- 
dees  comme  fonctions  d'un  paramelre  arbilraire  t,  donl  la  valeur 
caraclerise  chaque  poinl  de  la  courbe;  ds  est  Telement  d'arc,  p  la 
valeur  absolue  du  rayon  de  courbure. 

Sur  chacune  des  trois  droiles  considerees,  on  peut  cheminer,  ä 
partir  du  point  M,  dans  deux  direclions  opposees  auxquolles  cor- 
respondent,  cn  quelque  sorte,  deux  demi-droites;  il  y  a  donc  lieu 
de  caracteriser  les  direclions  MT,  MN,  ÄIB  auxquelles  sc  rap- 
portenl  les  cosinus  donnes  par  les  formules  (i),  (2),  (3).  II  est 
clair  que  les  demi-droites  definies  ä  l'aide  de  ces  cosinus  seront 
toujours  les  memes,  quelle  que  soit  l'orientation  des  axes  OX,  OY. 
OZ,  et,  pour  les  dislinguer,  nous  placerons  nos  axes  d'une  fagon 
parliculiere  :  l'origine  coincidant  avec  le  point  M,  la  parlie  posi- 
tive de  Taxe  des  x  sera  dirigee  suivant  la  tangenle  du  cöle  oü  s 
croit,  Celle  de  Taxe  des  j  suivant  la  portion  de  normale  principale 
menee  du  cote  vers  lequel  la  courbe  tourne  saconcavitö;  laxe 
des  z  coi'ncidera  avec  la  binormale.  Pour  cette  position  parlicu- 
liere des  axes,  nous  ddvelopperons  les  coordonnees  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  en  series  ordonnees  suivant  les  puis- 
sances  de  l'arc  s  comple  ä  parlir  du  poinl  M,  et  nous  en  dedui- 
rons,  non  seulement  le  caraclere  des  demi-droites  MT,  MN,  MB. 
mais  encore  quelques  proprietes  imporlantes  de  la  courbe. 

DEVELOPPEMENTS   DES   COORDONNEES   EN   SERIES. 

2*.  Si  le  point  M  ne  presente  aucune  singularite,  les  coordon- 
nees X,  y,  z,  qui  sonl  des  fonctions  bien  determinees  de  s,  peuveat 
se  developper  par  la  formule  de  Maclau rin  en  series  de  la  forme 
suivante  : 

X  —  As  ~7-  A's-  -^  X"s^  —  •■  '1 

y  =B^-^B'.y2  — B".y3  — .... 
z  =  C^  -!-  C s-  -;-  C "  y^  -^ . . . . 

On  en  ddduit,  d'cores  les  formules  du  n°  1*. 
cosa  —  A -!- 2A'^-4-3A".y2-i-...,        cos/    =  p(2  A'-4- GA".«' -!-...), 
cosß  —  B  --2B'.y  — . . .,  coSTO  =  p(2B'— 6B"f  —...), 

cosY  =  C -i- 2C'.y  — . . .,  cos«  =  p(2G'-T- 6G"S-h...;. 

Mais  au  point  M,  pour  lequel  s  est  nul,  on  doit  avoir 
C06a==hi,         cosm==ri,         cos,3  =  cosy  =  JOs/ =  cos«  —  o; 
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il  en  resulte 

A  =  ~  I,         A'  =  o, 

B=o.  B'  =  ±:-i-, 

apo 

C  =  o,  C  =  o, 

po  6lant  le  rayon  de  courbure  au  point  M.  D'ailleurs,  qiiand  s  est 
posilif  et  tres  petit,  ^  et  jr  doivent  etre  positifs,  par  suile  de 
l'orientation  que  nous  avons  donnee  aux  parlies  positives  de  OX 
et  de  OY;  Ics  premiers  lermes  du  developpement  de  ces  coordon- 
nees  ne  sauraient  6tre  negatifs.  En  tenant  compte  des  resultats 
qu'on  vient  d'obtenir,  on  peut  ecrire  las  valeurs  de  x,y,  z  sous 
la  forme  suivante  : 


/   X 

=  s  -h  as^  -4- . . . , 

(•) 

\  z  -■ 

On 

en 

deduit 

l   COSa 

-^1-^-3  as^  -+■... 

(2) 

<  cosß 

/ 

\  cosy 
1   cos/ 

Po 

(3) 

cosm 
cos« 

^p(^  -h6bs- 
•^  \po 

^p{6cs-i-...). 

■)• 


Les  cosinus  directeurs  de  la  binormale  peuvent  se  caiculer  en 
prenant  s  pour  variable  independante  :  on  a  de  la  sorte 

.  /dr  d'^z        dz  d'^yX  /3c 

""""^^-^Kd-sd^-d-siü^j-^Kj,- 

COS[JL  =  p( — 6CJ' -!-...), 

cosv  =p( '-^hs  -^  . 

\  Po 

quand  s  tend  vers  zero,  cosv  devient  6gal  ä  l'unilö. 

Nous  pouvons  des  maintenant  caracteriser  les  directions  MT, 
MN,  MB  :  la  premiere  est  celle  de  la  tangente  menee  du  cöte  oü  s 
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augmente;  MN  se  dirige  vers  le  cenlre  de  courbure;  enfin  la  por- 
tion  de  binormale  definie  par  les  cosinus  (3)  {1* )  est  orienlee, 
par  rapport  ä  MT  el  MN,  comme  la  parlie  positive  de  Taxe  OZ 
Test  relativement  aux  parlies  positives  de  OX  et  de  OY. 

3*.  Nous  allons  d6terminer  les  coefücienls  a,  b,  c.  Comme  on  a 

loujours 

cos-  a  -~  cos-  ß  --  cos-  Y  =  '  > 

la  somme  des  carres  des  seconds  membres  desdquations  (2)  (2*) 
doit  se  reduire  identiquement  ä  l'unite,  les  terraes  en  s,  s^,  s^. . . . 
disparaissaat ;  si  l'on  ecrit  que  le  coefGcienl  de  s-  est  nul,  on 
trouve 

1  1 

En  second  lieu,  remplacons,  dans  les  seconds  membres  des 
equations  (3;  (2*),  p  par  sa  valeur  donnee  par  la  formule  de 
Maclaurin, 

P  =  Po-^ypo--  TT^Po-^---. 

et  elevons  ces  equations  au  carre  :  la  somme  des  seconds  membres 
doil  alors  se  reduire  identiquement  ä  l'unite;  en  ecrivant  que  le 
coefficient  de  s  est  nul,  nous  aurons 

'^  Po  b  Po 

En  tenant  compte  de  cette  valeur  de  b,  on  reconnait  que  les 
expressions  de  cosX,  cosfx,  cosv  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

cosX  -  (  3cH-  E).y2. 
cosfji  =  —  (6cpo-^  t')s, 


s,  e',  e"  s'annulant  avec  s.  Si  l'arc  s  devient  infiniment  petil,  l'angle 
des  binormales  ä  ses  deux  extremites  M  et  M'  mesurera  (296)  la 
torsion  o  de  cet  arc,  et  l'on  aura  9  =  v, 

sin^ü  =  I  —  cos-v  ==  cos^X  —  cosV  =  (36c^pl  -4-  ri)s^, 
T,  s'annulant  avec  s.  Le  rayon  de  torsion  /-q  au  point  M  est  egal  ä 
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s  s 

la  limite  de  -  ou  de  ■ pour  ^  =  o,  c'est-ä-dire  ä  la  valcur  ab- 

^  sino 

solue  de  -: :  on  a  donc 

bcpo 

I  ■        I 

^0  = 


öcpo  tiz-opo 

d'ailleurs,  pour  des  valeurs  positives  et  sufßsamment  petites  de  s, 
2  a  le  signe  de  c;  il  faudra  prendre  les  sigiies  superieiirs  ou  les 
signes  inferieurs  selon  que,  en  suivant  la  courbe  ä  partir  du 
point  M  du  cole  oü  s  croit,  oa  se  trouve  ou  l'on  ne  se  trouve  pas. 
par  rapporl  au  plan  osculateur  en  M,  du  mßme  cöte  que  la  binor- 
male MB. 

L'expression  de  cos[i  donne  lieu  ä  une  remarque  qui  nous  ser- 
vira  plus  loin  :  c'esl  que,  pour  des  valeurs  positives  et  suffisara- 
ment  petites  de  x,  l'angle  [x  est  oblus  ou  aigu  selon  que  la  courbe 
est,  par  rapporl  au  plan  osculateur  en  M,  dans  la  premiere  ou  la 
seconde  position  que  nous  venons  de  considerer. 

4*.  La  connaissance  des  valeurs  de  ci,  b,  c  permet,  en  negli- 
geant  les  termes  de  l'ordre  de  s'>,  d'ecrire  l'expression  des  coor- 
donnces  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  en  foncfion 
des  elements  geometriques  relatifs  au  point  M,  qui  a  ete  choisi 
arbitrairement  :  on  trouve 


Öpg  apo         OpI  0/-opo 

Quand  s  est  suffisamment  petit,  les  valeurs  de  r  et  de  z  se 
reduisent,  sans  erreur  appreciable,  chacune  au  premier  terme  de 
son  developpement,  et  Ton  a  immediatement  les  deux  iheoremes 
suivants  : 

1°  Le  rajon  de  courhure  d'une  courbe  en  un  point  W  est  egal 
ä  la  limite  vers  laquclle  tend  le  quotient  du  carre  d'un  orc  MM' 
de  cette  courbe  par  le  double  de  la  distance  du  point  M'  ä  la 
tangente  en  M,  quand  ]\IM'  tend  vers  ze'ro. 

2°  Le  rayon  de  torsion  en  M  ent  egal  ä  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  quotient  du  cube  de  l'arc  MM'  par  six  fois  le  produit  du 
rajon  de  courbure  en  IM  et  de  la  distance  du  point  M'  au  plan 
osculateur  en  M. 

On  sait  que  la  limite  de  ces  quotients  n'est  pas  alteree  si  l'on 
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remplace  xMM'  par  un  infiniment  petit  dont  le  rapport  ä  MM'  tende 
vers  l'unite. 

Le  Premier  thöoreme  conduirait  ä  l'expressioQ  donn^e  (291; 
pour  p  et  ä  d'autres  eqaivalenles;  le  second  fall  connaitre  explici- 
tement  la  valeur  de  /*;  nous  allons  la  calculer,  parce  quelle  n'est 
pas  donnee  dans  le  texte.  Seit 

{  X  —  X  j(  df  d^z  —  dz  d^j)  -^ .  . .  =  o 

1  equatlon  du  plan  osculateur  en  M,  par  rapport  ä  des  axes  rectan- 
gulaires  quelconques;  le  point  infinimeat  voisin  M'  a  pour  coor- 
donaees 

X  -^  dx  —  \  d'^x  ~ ^ —  d^  X, 

o 

I  -f-  df    -  i  d^f  -i-  '-^-i    d^x, 

z  -i-  dz  —  id-z  -. j; —  d^z, 

ö 

e,  e',  £"  etant  infiniment  petits;  sa  distance  au  plan  considere  se 
reduit  ä 

_^  T  (drd^z  —  dz  d\r  }  d  —  t)  d^x-+- ...  ^ 

~  6  ^idjd-^z  —  dz  d'^yf-^. . . 

divisant  ds^  par  six  fois  cette  distance,  et  par  p,  dont  la  valeur  est 
connue,  puls  annulant,  ä  la  limite,  e,  e',  t".  on  trouve 


{dfd^z  —  dzd^j)d^x  —  idzd-^x—dxd-^z)d^f  —  (dxd^f  —  djd^x)d3z' 

on  choisit  le  signe  —  de  maniere  ä  rendre  positif  le  second 
membre,  dont  la  forme  rationnelle  est  remarquable. 


PROPRIETES  DU  PLAX  OSCULATEUR. 

D*.  Le  plan  osculateur  en  un  point  M  a  ete  defini  comme  pas- 
sant  par  la  tangente  en  M  et  par  un  point  de  la  courbe  infiniment 
voisin  du  point  M;  il  peut  y  avoir  avaatage  ä  le  definir  autremeat. 
Ainsi,  je  vais  montrer  qu'un  plan  passant  par  le  point  M  et  par 
deux  autrcs  poiats  Mi,  .Mo  de  la  courbe  va  se  confondre  avec  le 
plan  osculateur  en  M,  quand  les  points  Mi,  M2  se  rapp.-ochent 
indefinimeat  de  M. 

Prenons  pour  axes  coordonnes  les  droites  MT,  MN.  MB,  et  soient 
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^ii  Ji>  2i,  a-,,  j2,  "2  les  coordonnees  de  Mi  et  M2;  l'equation  du 
plan  MM1M2  est 

(jiz-i—  zij'i)'^  H-  (^1X2  — a:iZ2)Y  -+-  (JCiXi—J^i)!  =  o. 

Designons  par  si,.u  les  arcsMMi,  MM2,et  exprimons  arj,  ^2.  ••• 
en  fonclion  de  si  et  s^  par  Ics  formules  du  n''4*;  on  pourra  diviser 

tous  les  termes  de  rcquation  par  i-i,«-«^-^ — -  ,  et  il  restera 

2  Po 


.ö/*opo     ■'■j^      y  3^^ 


3  Po 


,  JZ  =  0; 


qiiand  ^1  et  ■^2  tendent  vers  zero,  cette  equation  tend  ä  se  reduire 
k  l'equalion  Z  =  o,  qiil  reprcsente  bien  le  plan  osculateur  en  M. 
Le  plan  osculateur  en  M  peut  encore  fitre  considerc  comme  la 
limite  d  un  plan  mene  par  la  tangenle  MT  parallelement  ä  la  tan- 
gente  au  point  infiniment  voisin  M'.  Les  equalions  de  cette  droite, 
rapportee  aux  axes  MT,  MN,  MB,  sont  de  la  forme 


le  plan  mene  par  Taxe  de  x,  MT,  parallelement  ä  cette  droite,  a 
pour  equation 

d'oü  l'on  conclut  la  proposilion  enoncee.  Ces  equations  montren 
encore  que  la  plus  courle  distance  des  tangentes  en  M  et  en  M'  est 

■ s^,  £  s'annulant  avcc  s. 

I2/"oPo 

En  general,  les  tangenles  en  deux  points  M,  Mi  d'une  courbe 
ä  double  courbure  ne  se  rencontrent  pas;  mais.si  MMi  est  infini. 
ment  petit,  on  peut  dire  que  les  tangentes  se  coupent,  ä  conditiou 
de  negliger  les  infiniment  petits  du  troisieme  ordre  par  rapport  ä 
MMi.  Sous  la  meme  rcserve,  on  dira  que  le  plan  osculateur  en  M 
passe  par  la  tangente  MT  et  par  la  tangente  infiniment  voisine. 

6*.  L'intersectwn  du  plan  osculateur  en  AI  avecle  plan  oscula- 
teur au  point  inßiümeiit  voisin  Äl'  a  pour  limite  la  tangente  MT. 

En  effet,  l'equalion  du  plan  osculateur  en  M',  rapporte  aux 
droites  MT,  MN,  MB,  peut  s'ecrire,  en  remplagant  x^y,  z  par  leurs 
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expressions  en  fonclion  de  s  et  multipliant  tous  les  termes  par 

±2po, 

\2^0P0  /  \^0  / 

les  termes  e,  e'.  e",  e'"  contiennent  x  en  facteur.  Pour  determincr 
l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  osculateur  en  M,  on  fera 
Z  =  o  dans  I'equalion  precedente;  on  peut  alors  diviser  tous  les 
termes  par  s  et  si,  apres  cette  division,  on  fait  s  =  o,  on  trouve 
l'dquation  Y  =  o,  qui,  avec  Z  —  o,  represente  la  tangente  MT. 

Cela  pos6,  imaginons  les  plans  osculateurs  en  une  s6rie  de  points 
infiniment  rapproches  sur  la  courbe  donnee  :  les  intersections  de 
chacun  de  ces  plans  avec  le  suivant  sont  des  droites  qui  coTncident 
avec  les  tangenles  ä  la  courbe  et  forment  une  surface  reglee  S, 
enveloppe  des  plans  osculateurs.  Une  propriele  essentielle  de  ce 
lieu  S  peut,  des  mainlenant,  6tre  misc  en  evidence  en  considerant 
un  second  mode  de  generation  de  la  surface. 

Prenons  sur  la  courbe  donnee  une  serie  de  points  a,  b,  c,  d,  e.  ... 
tres  rapproches  les  uns  des  autres  et  formant  les  sommef  s  d'un  poly- 
gone  inscrit  dansla  courbe:  les  plans  de  trois  sommets  consecutifs, 
tels  que  abc,  bcd.  cde,  . . .  ne  coVncident  pas  en  general,  mais  se 
coupent  suivant  des  droites  &c,  cd.  ...:  ces  droiles,  prolongees 
indefiniment,  constituent  les  arötes  d'une  sorte  de  surface  polye- 
drale  ayant  un  tres  grand  nombre  de  facettes  tres  aigues,  situees 

dans  les  plans  abc,  bcd. Supposons  maintenant  que  les  points«, 

Ä,  c,  ...  deviennent  infiniment  nombreux  et  rapproches  les  uns 
des  autres  :  les  droites  bc,  ed.,  ...  tendront  äse  confondre  avec  les 
tangentes  ä  la  courbe  et  la  surface  polyedrale  aura  pour  limite  la 
surface  S,  qui  en  conservera  les  proprietes  essentielles. 

II  est  evident  que  la  surface  polyedrale  consideree  peut  etre 
appliquee  sur  un  plan  donne  P  sans  alterer  la  grandeur  de  ses 
Clements  lineaires  ou  superfieiels;  il  suffit  de  placer  une  des  fa- 
cettes sur  le  plan  P,  puis  de  faire  tourner  une  facette  adjacente 
autour  de  l'arete  commune  jusqu'ä  ce  qu'elle  coincide  avec  P,  et 
ainsi  de  suite.  En  passant  ä  la  limite,  on  voit  que  S  peut  etre  ap- 
pliquee sur  un  plan  sans  alterer  la  grandeur  de  ses  elements  li- 
neaires et  superfieiels;  il  en  rösulte  que  l'angle  sous  lequel  se  cou- 
pent deux  lignes  de  la  surface  est  egal  ä  celui  sous  lequel  se  coupent 
leurs  transformees ;  on  dit  que  la  surface  est  de'veloppable. 
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On  voit  aussi  que  le  plan  d'iine  des  faceltes  de  notre  surfaco 
polyedrale  a  pour  limite  le  plan  tangentä  la  surface  S  tout  le  long 
de  la  generatrice  avec  laquelle  vient  se  confondre  uns  des  arßtes 
de  la  facelte;  d'ailleurs  le  plan  de  cette  facette  passe  par  trois 
sommets  consöcutifs  du  polygone  obcde...:  il  a  pour  limite  le 
plan  osculateur  ä  la  courbe  en  Tun  de  ses  points  M,  et  co  plan 
touche  S  tout  le  long  de  la  tangente  MT. 

La  courbe  donnee  est  Varete  de  rehroussement  de  la  surface  S. 
En  effet,  si  nous  voulons  trouver  le  lieu  des  traces  des  langentes 
ä  la  courbe  sur  un  de  ses  plans  normaux,  le  plan  NMB,  par  exemple. 
il  suffit  de  faire  X  =o  dans  les  equotions  de  la  tangente,  rappe- 
lees  ä  la  fin  du  paragraplie  precedent;  on  a 

X^-i^  +t)s\        Z=- 

on  reconnait  que  le  lieu  prcsente  un  rehroussement  au  point  M; 
ce  rehroussement  so  retrouve  dans  la  trace  de  S  sur  tout  plan 
men6  par  M  sans  passer  par  MT. 

FORMULES   DE   SERRET. 

7*.  Quand  on  se  deplace  sur  la  courbe,  les  neuf  cosinus  consi- 
deres  n"  1*  varient,  en  gcneral,  d'une  maniere  continue  :  leurs  dif- 
ferentielles  ont  des  valeurs  remarquables,  que  Freuet  a  fait  con- 
naitre  et  dont  M.  Alfred  Serret  a  montre  toute  i'utilite. 

II  suffit  de  comparer  les  equations  (i)  et  (2),  1*,  pour  en  con- 
clure 

,  .        ,  da  dx  da 

(i)     acosa= — cos/,     acosS  =  — cosm.     rtC0S7  =  —  C0SA^. 

P  9  '  9 

Pour  trouver  les  differentielles  de  cosX,  cos[ji,  cos  v,  je  mene 
par  l'origine  deux  droites  06,  06',  egales  ä  l'uniie  et  paralleles  aux 
binormales  en  deux  points  infiniment  voisins  M,  M',  dont  la  distance 
Q%ids\  la  droite  66' est  sensiblement  egale  ä  la  mesure  de  l'angle 

de  torsion  —  :  d"ailleurs,  les  plans  osculateurs  en  M  et  M'  peuvent 

6tre  consideres  comme  se  coupant  suivant  la  tangente  MT,  6*,  et 
le  plan  0  66'  est  parallele  au  plan  normal  en  M;  le  Iriangle  066' 
etant  isoscele,  la  droite  66'  fait  un  angle  infiniment  voisin  de  90° 
avec  la  hinormale  MB.  et,  puisqu'elle  est  parallele  au  plan  normal 
en  M,  eile  sera  parallele  ä  la  normale  principale.  Selon  que  l'arc  MM' 
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{ch  etant  suppose  positif)  est  ou  n'est  pas,par  rapport  au  plan  os- 
culaleur  en  M,  du  möme  cölö  que  la  portion  MB  de  la  binormale, 
l'angle  de  Ob'  avec  la  direclion  MN  est  obtus  ou  aigu;  ilen  resulte 
que,  dans  le  premier  cas,  la  direclion  bb'  est  de  sens  contraire  ä 
la  direclion  MN ;  dans  le  sccond  cas,  eile  est  de  memo  sens.  Les 
projeclions  de  bb'  sur  les  axes  sonl  (296)  c?cosX,  dcQS\i.,  c?cosv, 
et  ron  a 

(icosX  =:  —  ^  cos/, 
r 

f    j  ^^ 

(2)  /   acosu  =  rz;  —  cosw. 

.  ch 

d  cos  V  =  r::  —  COS«  : 
'     r 

il  faul  prcndre  les  signes  superieurs  ou  les  signes  inferieurs,  Selon 
que  MM'  et  MB  sont  ou  ne  sonl  pas  du  möme  c6te  du  plan  oscu- 
lateur  en  M. 
Enün,  le  Iriedre  MTNB  etant  trirectangle,  on  a 

cos2  /  =  I  —  cos2  a  —  cos^  X, 
cosldcosl  =  —  cosa  dcosT.  —  cosX  c?cosX  : 

si  Ton  remplace  rfcosa  et  c?cos)v  par  leurs  valeurs  (i)  et  (2),  on 
peut  toul  diviser  par  cos/,  et  il  reste 

dcosl  — cosai:z  — cosA. 

P  '' 

Oü  a  de  m6me 

,  rfy       .   ,    d.f 

dcosm  = cosp  =  —  cos.u. 

P  ^  ' 

,  df  .    ds 

dcosn  = cosY  =  —  cosv; 

P  ^ 

il  faul  choisir  les  signes  superieurs  ou  inferieurs  de  la  möme  ma- 
niere  que  dans  les  equalions  (  2). 


DROITES   ET   SURFACE   POLAIRES. 

8*.  Seit 
(i)        (X  — rr)cosa-4-(Y— J)cosß-^(Z  — z)  cosy  —  o 
l'equation  du  plan  normal  au  point  quelconque  M  de  la  courbe ; 
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si  l'on  designe  le  premier  membre  par  V,  l'equation  du  plan 
normal  au  point  voisin  M',  tel  que  MM'=  ^s,  pourra  s'ecrire 

(2)  Y-h^y  =  \-^(^-ht^^s=o, 

£  s'annulant  vers  A^.  L'intersection  des  dcux  plans  normaux  est 
represenl^e  par  les  equations  (i)  et  (2);  dans  la  seconde,  on  peut 
suppriraer  V  et  diviser  par  ^s.  Si  alors  on  suppose  que  A^  tende 
vers  zero,  e  s'annule  et  l'on  voit  que  l'intersection  du  plan  normal 
en  M  avec  le  plan  normal  infiniment  voisin  est  une  droite  D  deflnie 
par  les  equations 

la  seconde  s'obtient  en  diff^rentiant  le  premier  membre  de  l'equa- 
tion (i),  tenant  compte  du  premier  groupe  des  equations  de  Serret 
et  observant  que  X,  Y,  Z  ne  döpendent  pas  de  s;  on  trouve 

-r-  = cos/h ^  cos/n 

ds  p  p 

2 2 

H COS  n  —  COS^  a  —  COS'  3  —  COS''  Y. 

p  ' 

La  droite  D  peut  donc  fitre  representee  par  l'equation  (i)  et  par 
l'equation 

(3)  (X  — ■r)cos/-h(Y — jr)cosm-4-  (Z  —  z)cosn  —  p  =  o. 

L'elimination  de  X  —  x  entre  les  equations  (i)  et  (3)  donne 

(Y — j))(cosacosm  —  cos  ß  cos/) 
-t-(Z  —  2)(cosacos«  —  cosycos/)  —  p  cosa  =  o. 

En  vertu  des  relations  qui  lient  les  cosinus  directeurs  de  trois 
droites  rectangulaires,  le  coefEcient  de  Y — j  est  egal  ä  cosv,  celui 
deZ  — 2  ä  —  cos|a.,  celui  de  p  ä  coswcosv  —  cos«  cosfjt,  et  l'equa- 
tion peut  s'ecrire 

(Y  — X  —  P  cosm)  cosv  —  (Z  —  z  —  p  cos«)  cosjji  =  o. 

La  forme  de  cette  equation  et  la  symetrie  des  equations  (i)  et 
(3)  montrent  que  la  droite  D  peut  6tre  definie  par  le  Systeme  des 
equations 

X  —  X  —  p  cosl  _  Y  —  Y  —  p  cosw  _  Z  —  3  —  p  cos«  , 


(4) 


cosX  cos[x  cosv 

Stürm.  —  An.,  \.  34 
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Ja  droite  est  parallele  ä  la  binormale  en  M  et  passe  par  le  centre 
de  courbure  correspondant  C;  c'est  Taxe  du  cercle  de  courbure; 
on  lui  donne  aussi  le  nom  de  droite  polaire. 

9*.  La  droite  polaire  etanl  determinee,  on  peut  chercher  ce  que 
devient  son  point  de  rencontre  avec  le  plan  normal  en  M'  quand 
MM'  lend  vers  z6ro.  Nous  ecrirons  l'equaljon  du  plan  sous  la 
forme 

7)  s'annulant  avec  ^s.  Lavaleur  commune  des  fractions  (4)  repre- 
sente  la  distance  u  du  point  C  au  point  (X,  Y,  Z  j  de  la  droite  D, 
et  l'on  a 

(6)  X  =  x-f- p cos/  — MOOS )v,        etc. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'equation  (a  bis),  on  forme  une 
equation  en  u  dont  la  racine  exprime  la  distance  du  point  G  au  point 
de  rencontre  de  D  avec  le  plan  normal  en  M';  apres  la  Substitution, 

dV 

V  et  —y-  s'annulent  identiquement,  et  «  est  donne  par  la  trans- 

formee  de  l'equation  -y-^  -^t)  =o.  Supposons  maintenant  que 

d^N 
MM'  tende  vers  zero  :  on  aura  simplement  -— -  =  o ;  on  peut 

möme  reraplacer  cette  equation  par  celle  qu'on  obtient  en  egalant 

ä  zero  la  derivee  relative  ä  .y  du  premier  membre  de  l'equation  (3). 

dV 
c'est-ä-dire  de  p  -7-;  •  On  trouve,  en  ayant  egard  aux  formules  de 

Serret, 


d     dV  „^/cosa       cos)A 


d     dV       ,         ,,  ,/cosa       cos)A  ,  do 

COSacoSi-^.  .  . r   ~  o\ 

ds 


la  somme  des  trois  lermes  analogues  ä  cosa  cos/  est  nulle;  quant 
ä  X,  Y,  Z,  on  les  remplace  par  leurs  valeurs  (6),  apres  avoir  mis. 
au  lieu  de  m,  sa  limite  U;  il  vient 

,  ,      TT       ^^  /cosa       cosX\  do 

(p  cos/-^UcosA)  ( i:: M-. .  .-r-  -7-  =0; 

'\    ^       '       r    ]  ds  ' 

si  l'on  effectue  les  trois  produits  qui  entrent  dans  cette  equation, 


PREMIERE    LEgON    COMPL^MENTAIRE.  53 1 

il  se  fait  de  nombreuses  reduclions,  parce  quele  triedre  MTNB  est 
trirectangle,  et  l'on  a  simpleraent 

as 

Les  coordonnöes  du  point  limite  cherche,  que  je  designe  par  P, 
sont 

X  =  :r-t-pcos/   =br-T-cosA, 
eis 

(7)  ^  Y  =  jr -I- p  cosm  ±r-7^  cosfi, 

L  —  z  -h  p  cos«  äz  r  -y-  cosv. 
'  as 

Designons  par  (M)  la  courbe  donnce  et  par  (P)  la  courbe,  lieu 
des  points  P;  les  Clements  infinitesimaux  des  deux  lignes  aux 
points  qui  se  correspondent  sont  lies  entre  eux  d'une  maniere  tres 
simple.  Au  point  M'infiniment  voisin  de  M  correspond  un  point  P' 
infiniment  voisin  de  P,  et  ayant  pour  coordonnces  X  -f-  dX, 
Y  -+-  dY,  Z-i~  dZ;  or  la  premiere  des  equations  (7)  donne 

J\r         J  J  7  J    /COSa  C0SX\ 

aX  =  dx  -h  dp  cos/  —  p  ds  i  ip I 

dp  ds  cos  l   ,         ^    j     dp 

—  r-f  — z^cosl  d.r-f 

ds        r  ds 

ou,  apres  des  reductions  Evidentes, 

7«-       ,    /    ds        j     rfp\ 
dX=±(^p--^rf.r^jcos/; 

ds        ,     dp \ 

\-  d.r  -r 

r  ds 

ds        -.      dp 


on  a  de  mörae 


jv       ,   /   ds       j     dp  \ 
dY=±{^p--^d.r-jcosi., 

jr,       _i_  /    ds  dp\ 

dZ  =±  ip {-  d.r  -j-  )  cosv. 


On  en  conclut  que  la  tangente  ä  la  ligne  (P)  au  point  P  est  la 
droite  polaire  D,  et  que  l'arc  PP'  a  pour  longueur 


\r        ds    ds  J 
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Soient  JU,  lib,  S,  ^,  OlL,  31-  les  angles  que  la  tangente  et  la 
normale  principale  ä  (P)  au  point  P  fönt  avec  les  axes  coor- 
donnes,  Ä  le  rayon  de  courbure;  on  pcut  ecrire 

COSoHo  =  COSX,  C0S\ft)  =  C0S[1,  cosS  =  cosv. 

Si  Ton  diffcrentie,  en  ayant  egard  aux  formules  de  Serret,  on  a. 
en  valeur  absolue, 

-^cosi     =  — cos/, 

dS        ..^        dx 

-5-  cos  ort  =  —  cosm, 

dS  ^  rf.V 

—^  cosJb  =  —  cos«; 

donc  les  normales  principales  ä  (M)  et  ä  (P)  aux  points  corres- 
pondants  sont  paralleles,  et  la  torsion  de  l'arc  MM'  est  egale  k  la 
courbure  de  l'arc  PP'. 

Le  plan  normal  ä  (M)  au  point  M  est  osculateur  ä  (P),  puisqu'il 
contient  la  tangente  et  la  normale  principale  en  P;  donc,  la  binor- 
male ä  (P)  au  möme  point  est  parallele  ä  la  tangente  MT.  On  en 
conclura,  par  un  calcul  analogue  ä  celui  qui  vient  d'ßtre  fait,  que 
la  courbure  de  l'arc  MM'  est  egale  ä  la  torsion  de  l'arc  PP'. 

Les  droites  polaires  etant  tangenles  ä  la  courbe  (P)  forment 
une  surtace  developpable  appelee .mr/öce/jo/a/re  de  la  courbe(Mj. 
et  dont  (P)  est  l'aröte  de  rebrousseraenl;  cette  surface  est  l'en- 
veloppe  des  plans  normaux  ä  (M),  et  eile  est  tangente  ä  chacun 
de  ces  plans  tout  le  long  d'une  des  droites  polaires. 


DEVELOPPEES. 

10*.  On  a  vu  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe 
plane  est  une  ligne,  nommee  devcloppe'e,  dont  toutes  les  tan- 
gentes  sont  normales  ä  la  courbe  proposee;  il  n'en  est  plus  de 
meme  pour  les  courbes  ä  double  courbure.  En  effet,  les  coordon- 
nees  du  centre  de  courbure  G  correspondant  au  point  M  sont 

X  =  or-f- p  cos/,        Y=j-hpcosw^        Z  =  s-4-pcos«, 

les  Cosinus  directeurs  de  la  tangente  au  lieu  des  centres  sont 
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proportionnels  ä 

jv       j        j         7         j  /eosa      cosX\        ,         ,  ,      ds       . 

aX  =  dx-hdp  cos/  —  p  a.y    r:z =  ap  cosf  ±  p  —  cosX. 

\    p  r   /         '  '^  r  ' 

rfY  =  rfp  cosm  ±  p  —  cos  [X, 

c?Z  =  dp  cos«  rr  0  —  cosv ; 
'  '    r 

ils  ne  pcuvent  coincider  avec  ceux  de  la  droite  CM  que  si  r  est 
infini,  ce  qui  n'a  pas  lieu  d'une  maniere  generale,  ä  moins  que  la 
courbe  donnee  ne  soit  plane. 

II  existe  pourtant  une  infinite  de  lignes,  auxquelles  on  conserve 
le  nom  de  de'veloppees,  et  dont  toutes  les  tangentes  sont  nor- 
males ä  une  courbe  quelconque  donnee  (M).  Pournous  en  rendre 
comple,  par  une  serie  de  points  M,  M',  M",  M'",  . . .  tres  rappro- 
ches  sur  la  courbe,  menons-lui  des  plans  normaux  dont  les  inter- 
sections  successives  sont  des  droites  d,  d\  d",  ...  qui  auraient 
pour  limites  des  droites  polaires;  sur  d,  choisissons  arbitraire- 
ment  un  point  j,  et  menons  les  droites  M^,  Wq  :  elles  sont  nor- 
males ä  (xM),  puisqu'elles  sont  dans  des  plans  normaux.  La 
droite  M'^,  prolongee  au  besoin,  rencontre  d'  en  un  point  q' , 
menons  la  droite  Wq'  :  eile  est  encore  normale  ä  (M),  et  ren- 
contre rf'  en  un  point  q".  Tirons  la  droite  Wq".  qui  sera  normale 
ä  (M).  et  continuons  la  serie  de  constructions  que  nous  avons 
commencee;  nous  formerons  un  polygone  qq'q". . .,  dont  tous  les 
cötes  sont  normaux  ä  (M).  Si  les  points  M,  M',  M",  . . .  se  rap- 
proclient  indefiniment,  ce  polygone  aura  pour  limite  une  courbe 
dont  les  tangentes  seront  normales  ä  (M);  le  point  q  a  pour  limite 
un  point  Q  situe  sur  D  dans  une  position  tout  ä  fait  arbitraire;  il 
y  a  donc  une  infinite  de  lignes  satisfaisant  h  la  condition  pro- 
posee. 

Lorsque  les  points  M,  M',  M',  . . .  sont  infiniment  voisins  les 
uns  des  autres,  les  longueurs  qM  et  q^l\  q'}il'  et  ^'M",  q"M"  et 
^'M"',  ...  sont  egales,  en  negligeant  des  infiniment  petits  du 
second  ordre,  au  moins;  la  ligne  polygonale  qq' q' . .  .q'^"^  sera 
sensiblement  egale  ä  M'^+^'j''»'  — M^,  et,  ä  la  limite,  on  aura  ce 
theoreme  : 

Un  arc  quelconque  de  de'veloppee  (sur  lequel  il  n'y  a  pas  de 
rebroussement)  est  egal  ä  la  diffe'rence  des  longueurs  des  tan- 
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gentes  mene'es  par  ses  extre'mite's  jusqu'aiix  points  oü  elles  coupent 
normalement  la  courhe  donnee. 

\\* .  Nous  allons  indiquer  un  procede  simple  pour  determiner 
analytiquement  les  developpees  d'une  courbe.  Le  point  Q  de  la 
developp6e,  qui  correspond  au  point  M,  est  sur  la  droite  po- 
laire  D;  si  l'on  designe  par  v  la  longueur  CQ,  comptee  posilive- 
menl  dans  le  sens  de  MB,  les  coordonnees  du  point  Q  seront 

1;  =.r-^p  cos/  -^CCOSX. 
7)  =  j  -i-  p  cosm  +  V  cos  jj., 
X^  —  Z~-p  COSrt  -r-  V  cosv ; 

on  en  deduit 

cosX\        ,        ^         (U 


cos/ 
r 


d\  =  dx  -T-  dp  cos l—  p  ds( —  j  ~  dv  cos X  —  p 

=^  (dp  zfzv—]  cos l  H-  ( rff  =  p  —  j  cos X, 

dr^  =  ldpz:z  V  —\  coSm  -^-  (  c?c  =i=  p  —  1  COS  |Ji, 

rf^  =  (dpzzzv  —  j  cosn   -+-  (  c?p  =iz  p  —  j  cosv. 

Pour  que  la  droite  MQ  soit  tangente  h  la  developpee,  11  faut 
qu'on  ait 

d'c,     _     dri     _     rf^ 
^  —  x  ~~  t\—j  ~  C  — 2 
ou 

idp  —  v—^  cosl  -^  (di>  -z  p  ^  )  cos X 

0  cos  / -H  c  cos  X 
(2)    { 

/  ,  ds\  [  d.f\ 

(  ap  qz  (^  —  I  COSOT  -^ .  . .        [dp  zzzv  —  I  cos«  -(-... 

p  cosm  --  V  cos  \>.        ~~         p  cos«  -r-  V  cosv 

(XX  ■     o y 
Or  une  fraction  de  la  forme  — ; — — 77-  ne  peut  prendre  la  möme 
a  X  -^  0  j 

valeur  pour  trois  systemes  de  valeurs  de  x  et  y  que  si  l'oa  a 
a         b 
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r^galite  des  trois  rapports  (2)  exige  donc  que  l'on  ait 


d'oü,  en  reduisant, 


-           ds 

dp  zp  p  — 

dv±.p  — 

P 
p  dv  —  vdp 

V 

ds 

Le  premier   membre  est  la  differentielle   de  arc  lang  - ,  qui 

niesure  l'angle  QMC;  le  second  membre  est  la  differentielle  de  la 
torsion  totale  de  la  courbe,  torsion  qu'on  sait  calculer.  Soient  8  la 
valeur,  choisie  arbitrairement,  de  l'angle  CMQ  pour  un  point  Mo 
de  la  courbe,  T  la  torsion  totale  ä  partir  de  Mo;  on  aura 

CMQ  =  arctang-  =6^1, 

(^  =  ptang(0:pT); 

en  portant  cette  valeur  de  v  dans  l'equation  (i),  on  a  les  coor- 
donnees  du  poiat  Q  en  fonction  du  parametre  qui  definit  la  posi- 
tion  du  point  M;  il  sufTit  d'eliminer  ce  parametre  entre  les  equa- 
tions  (i)  pour  avoir  les  equations  de  la  developp6e  qui  correspond 
ä  la  valeur  adoptee  pour  6. 

Pour  une  autre  developpee,  dans  laquelle  le  point  correspon- 
dant  ä  M  serait  Qi,  on  aurait 

Q,MC  =  6i^T. 

Les  angles  QMC,  QiMC  etant  dans  un  möme  plan,  on  a 

QiMQ  =  QiMC  —  QMC  =  61-6; 

donc  les  tangentes  mene'es  d'un  point  quelconque  de  (M)  ä  deux 
developpees  donne'es  fönt  entre  elles  un  angle  constant. 

12*.  Les  developpees  d'une  courbe  sont,  en  general,  des  courbes 
gauches  situces  sur  la  surface  polaire,  mais  elles  se  transforment 
en  lignes  droites  quand  on  applique  la  surface  sur  un  plan. 

Pour  le  demontrer,  considerons  les  plans  normaux  ä  (M)  en 
des  points  M,  M',  M".  . . .  tres  voisins  les  uns  des  autres,  et  leurs 
intersections  successives  d.  d',  d",  . . .  (lO*);  ces  droites  forment 
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les  arötes  d'un  polyedre  qui,  ä  la  limite,  devient  la  surface  polaire. 
Cherchons  ä  appliquer  sur  un  plan  n  toutes  les  faces  de  ce  po- 
lyedre et  meme  leurs  plans  tout  entiers  qui,  apres  le  rabatte- 
ment,  formeront  comme  des  feuillets  superposes.  On  fera  coYn- 
cider  avec  n  le  plan  normal  en  M,  par  exemple,  puls  on  rabattra 
autour  de  d  le  plan  normal  en  M':  mais  l'arc  MM'  peut  6lre  consi- 
dere  comme  un  arc  de  cercle  ayant  d  pour  axe ;  apres  le  rabatte- 
ment,  le  point  M'  viendra  coincider  avec  le  point  M.  Nous  devrons 
ensuite  faire  tourner  le  plan  normal  en  M"  autour  de  la  droite 
sur  laquelle  s'est  dejä  rabattue  d':  cette  rotation  amenera  M"  en 
coVncidence  avec  M  et  M',  et,  en  continuant,  on  verra  que.lorsque 
toutes  les  faces  du  polyedre  auront  ete  rabattues  sur  n,  tous  les 
points  M,  M',  M",  M'",  . . .  coincideront. 

Considerons  en  m6me  temps  les  droites  M^,  M'^'^',  Wq'q".  . . . 
qui  nous  ont  conduit  (10*)  ä  la  notion  des  developpces :  apres  le 
rabattement,  elles  passeront  toutes  par  ce  point  oü  sont  venus  M, 
M',  M",  ...:  d'aillenrs,  chacune  d'elles  a,  avec  la  suivante,  un 
point  commun  non  situe  sur  la  courbe  (M);  donc.  apres  le  rabat- 
tement, elles  ne  formeront  plus  qu'une  seule  droite,  sur  laquelle 

viendront  les  points  q.  q',  q", Quand  les  points  M,  M',  M'.  . . . 

seront  infiniment  voisins,  les  points  q,  q',  q",  . . .  auront  pour 
limites  les  points  de  la  developpöe,  et  ceux-ci  viendront  sur  une 
m6me  droite  si  l'on  applique  la  surface  polaire  sur  le  plan  n. 

II  resulte  de  lä  que  l'arc  QEQ'  de  developpee  qui  passe  par 
deux  points  Q,  Q'  de  la  surface  polaire  est  plus  court  que  toute 
autre  ligne  QHQ'  tracee  sur  la  surface  entre  les  mömes  points;  si, 
en  effet,  on  applique  la  surface  sur  un  plan,  les  lignes  QEQ', 
QHQ'  changent  de  forme  sans  que  leurs  longueurs  soient  alterees; 
or  la  transformee  de  QEQ'  est  une  droite,  necessairement  plus 
courte  que  la  transformee  de  QHQ'. 

Une  developpee  etant  une  ligne  de  longueur  minimum  sur  la 
surface  polaire,  ses  plans  osculateurs  doivent  (788)  6tre  normaux 
ä  la  surface;  il  est  facile  de  verifier  que  cette  condition  est  satis- 
faite.  On  peut  dire  (5*)  que  le  plan  osculateurä  la  developpee  au 
point  Q  contient  la  tangente  QM  et  la  tangente  infiniment  voi- 
sine  Q'M';  il  contient  donc  le  petit  arc  MM'  et,  par  suite,  est  per- 
pendiculaire  sur  le  plan  normal  en  M  ä  la  ligne  (M);  or  ce  plan 
touche  la  surface  polaire  au  point  Q;  le  plan  osculateur  ä  la  de- 
veloppee est  donc  au  mfime  point  normal  ä  la  surface  polaire. 
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CONTACT   D'uNE   LIGNE   ET   d'üNE   SURF  ACE. 

13*  Considerons  une  surface  S  et  une  ligne  L  ayant  un  point 
commun  M  oü  elles  ne  presentent  aucune  singularite.  Prenons 
sur  L  un  arc  MM'  que  nous  regarderoiis  comme  infmiment  pelit 
du  premier  ordre,  et,  par  le  point  M',  menons  diverses  droites 
assujelties  ä  la  seule  condition  de  ne  pas  faire  un  angle  tres  petit 
avec  le  plan  tangent  ä  S  au  point  M :  chacune  de  ces  droites  ren- 
contre  la  surface  en  un  point  infmiment  voisin  de  M'.  Je  dis  que 
les  Segments  infmiment  petitsM'M",  M'M',,  M'MV  ...,  determines 
sur  les  diverses  secantes,  sont  du  möme  ordre  de  grandeur.  En 
effet  oa  a,  dans  le  triangle  M'M"M"i  par  exemple, 

M'M''  _  sinM'M"iM'\ 
WM\  ~  sinM'M'M'l ' 

er  ces  rapports  sont  finis,  parcequeladroite  M"Mi,  sensiblement 
parallele  au  plan  tangent  en  M,  fait  avec  M'M"  etM'M'i  des  angles 
qui  ne  sont  voisins  ui  de  zero,  ni  de  i8o°,  et  dont  le  sinus  est 
fini. 

Cela  pose,  si  les  segments  M'M",  M'M",.  ...  sont  des  infmiment 
petits  de  l'ordre  n-f- 1,  on  dit  que  la  surface  et  la  ligne  donnees 
ont,  au  point  M,  un  contact  du  «'^'"*  ordre. 

Rien  n'empeche  de  regarder  le  segment  M'M"  comme  la  diffe- 
rence  des  ordonnees  des  deux  points  oü  une  parallele  ä  Taxe 
des  z  couperait  L  et  S;  ce  point  de  vue  etabiit  une  analogie  com- 
plete  entre  la  defmition  qui  vient  d'etre  developpee  et  celle  qui  a 
ete  donnee  (227)  pour  ie  contact  de  deux  lignes  planes. 

14*.  Soient 

F(X,  Y,  Z)  =  o  l'equation  de  la  surface; 

X,  X,  2  les  coordonnees  du  point  M; 

X  -h  h,  y  -h  k,  z-\-l  Celles  de  M'; 

x^h^oL,  7 -+-  A- -i-  ß,  z  4-  /-!-  Y  Celles  de  M". 

Une,  au  moins,  des  quantites  h,  k,  l  est  infmiment  pelite  du 
premier  ordre,  les  deux  autres  pouvant  ßtred'ordre  supcrieur;  de 
meme,  une,  au  moins,  des  quantites  a,  ß,  y  est  du  («  -+- 1)"""'  ordre, 
les  deux  autres  pouvant  etre  d'ordre  superieur.  Le  point  M"  elant 
sur  la  surface,  on  aura 

Y{x-^h-^  a,  j  +  /<:-4-  ß,  z-^l-^-i)=o\ 
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d'oü 

F(jc-f-/(,  j-f-/c,  z-\-l)  =  —  aF^—  ßF|^—  yF^  — 

Le  second  membre  est  infiniment  petit  d'ordre  «  -i-  i,  quels  que 
soient  les  i  apports  raulucls  de  a,  ß,  y ;  donc  la  condilion  analylique 
pour  que  L  et  S  aient  un  contact  d'ordre  n  est  que  les  coordon- 
nces  du  point  M',  substiluees  dans  le  premier  membre  de  l'equa- 
tlon  de  S,  le  rendent  infiniment  petit  d'ordre  /?  -i-  i. 

Los  coordonnees  d'un  point  quelconque  de  L  peuvent  6tre  ex- 
primees  en  fonction  d'un  parametre  t;  alors  F(jr,  j,  z)  devient 
une  fonction  «p(f);  seit  8  raccroisseraent  de  t  quand  on  passe  du 
point  M  au  point  M';  on  a 

F(.r-f-  h,y-hk,  z-hl)=  o{t  -+-  6) 

0  e« 

Pour  que  cp(f-t-6)  soit  de  l'ordre  «  +  i,  6  etant  du  premier 
ordre,  il  faut  qu'on  ait 

(i)     cp(o=o,       o'(0  =  o,       o"(0=o,       •••,       ?'"'(0  =  o, 

t  ^tani,  bien  entendu,  la  valeur  du  parametre  relative  au  point  M. 
Ces  condiiions  reviennent  aux  suivantes  : 

(2  1     F(\r,  >',  3)=  o,       clF  =  o,       d^Y—o,       ...,       fZ'»F  =  o. 

On  a  «  H-  I  equations  qui  se  deduisent  les  unes  des  autres  par 
differentiation,  en  regardant  x,  j,  z  comme  des  fonctions  de  t. 

15*.  Quand  l'equation  F  =  o  des  surfaces  d'une  certaine  famille 
renferme  n  -^  i  arbitraires,  on  peut,  en  general,  choisir  ces  arbi- 
traires  de  teile  sorte  que  la  surface  correspondante  ait,  avec  uno 
ligne  donnee  L,  un  contact  d'ordre  n  au  point  M;  il  suffit  que  les 
equations  (2)  soient  satisfaites.  On  dit  alors  quela  surface  est  os- 
culatrice  ä  la  ligne  donnee.  En  certains  points  de  la  ligne,  on  peut 
obtenir  un  contact  d'ordre  superieur  ä  «,  mais  ces  points  sont  cx- 
ceptionnels. 

Si  l'on  exprime  qu'une  surface  de  la  famille  consideree  passe 
par  le  point  M  et  par  n  points  Mi,  Mo,  . . .,  M„  de  L  qui  viennent 
se  confondre  avec  ^I,  on  retrouve  la  surface  osculatrice  que  nous 
avons  definie.  Soient,  en  effet, 
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les  valeurs  que  prend  en  M,  Mi,  M-i M,i  le  parametre  qui 

caracterise  chaque  point  do  L;  nous  devons  avoir  n  -hi  conditions 
de  la  forme 

o(0  =  o,        o(/+6,)=o,         ...,        cp(f-h6„).-=  o; 
les  n  dernieres  peuvent  s'ecrire,  eu  egard  ä  la  premiere, 


^2?'(O-^'?"(o+--.+  !4?'«'(r)=e2  0'i, 


/TT 


les  t  tendant  vers  zero  en  möme  temps  que  les  6.  Or  la  theorie 

des  equations  lineaires  montre  que,  si  61 ,  O2, 0„  sont  distincts, 

le  Systeme  precedent  donne  pour  cp'(f),  cp''(?).  . . .  des  valeurs  de 
la  forme  AiSi-f- A2£2  +  - •  •,  At,  A2  etant  finis.  Cela  pos6,  faisons 
tendre  6,,  O2,  ...  verszöro  :  s,,  £2,  . . .,  ^'(t),  'f  (()■  •  •  •  tendront 
aussi  vers  zero,  et,  ä  la  limite,  nous  aurons  n  -+- 1  condiLions  iden- 
tiques  avec  celle  du  groupe  (1)  (14*). 
L'equation  generale  d'un  plan 

AX  -f-  BY  -+-  CZ  -^  D  =  o 

contient  trois  parametres  arbitraires;  un  plan  peut  donc  avoir 
avec  une  ligne  donnee  un  contact  du  second  ordre  en  un  polnt  tel 
que  M;  il  suffit  qa'on  ait 


Ax 

+  Br 

-fC^  +  D 

=  0, 

kdx 

+  Brfr 

-^Cdz 

=  0, 

kd^x 

-T-  B  f/2  r 

-^Cd^z 

=  0; 

le  plan  d6termine  par  ces  conditions  est  celui  qui  a  dejä  4te  consi- 
derö  sous  le  nom  de  plan  osculateur. 

SPHERE   OSCULATRICE. 

16*.  L'equation  generale  d'une  sphere, 

(X  — «)'+(Y  — ^)^-^(Z  — c)2— R2=^o, 

depend  de  quatre  parametres ;  on  pourra  les  determiner  de  ma 
niere  que  la  sphere  ait  avec  une  ligne  donnee  un  contact  du  trol 
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sieme  ordre  en  un  point  tel  que  M.  La  premiere  des  equations  de 
condition  est 

(i)  (ar  — öjS-f-rj— i)2— (s  — c)2— R2=  0. 

Pour  obtenir  les  trois  autres,  nous  differentierons  Irois  fois  la 
premiere  par  rapport  ä  j  en  ayant  egard  aux  forraules  de  Serrel; 
nous  aurons  d'abord 

(2)  {x  —  a )  cosa-;-  (j —  b)  cosß  -i-  (z  —  c)  cosy  —  o, 

.  ,  cos/       ,  ,  .  cosm       ,  .  cos« 

{x  —  a)—-  -^{y~b)— '-{z  —  c)—-~  -^1=0, 

r  P  r 

üu,  en  multipliant  par  p, 

(3)  {x  —  a)  cos/-t-  ( y  —  b)  cosm  —  (z  —  c)cosn  -f-  p  =  o. 


Prenons  encore  la  derivee  par  rapport  ä  5,  et  changeons  les 
signes 

,  ,  /  cos  a        cos ).  \  ,  dp 

{x  —  a)[  —  — —     —  cosacos/^. . . r  =  o: 

\    p  r    J  ds 


si  nous  tenons  compte  de  l'equation  (1)  et  de  la  relation 

cosa  cos/ -+-  cosß  cosmH-  cosy  cos«  =  o, 
la  derniere  equation  de  condition  devient 
(4)    (^  —  a)  cosX  ^  ( y  —  b)  cos|Ji  -^  (z  —  c)  cosv  rz  r-~-  —  o. 

Ajoutons  membre  ä  membre  les  equations  (2),  (3)  et  (4)  apres 
les  avoir  mullipliees  respectivement  par  cosa,  cos/  et  cosX,  ou 
par  cosß,  cosm  et  cosfjL,  ou  enfin  par  cosy,  cos«  et  cosv,  nous 
en  tirerons 

dp 

-r  COSA, 

ds 

,  do 

r  =  6  -i-  0  cosm  ziz  r  -r-  cosu.. 
•^  '  ds        ^ 

z  =^  c  -^  0  cos«   ztzr  -r  cosv  : 
'  ds 

l'equation  (i)  donne  alors,  pour  le  carre  du  rayon  de  la  sphere 
osculatrice, 
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Le  centre  de  la  sphere  osculatrice  coincide  avec  le  point  P  de 
l'aröte  de  rebroussement  de  la  surface  polaire,  dont  les  coordon- 
n6es  sont  caiculees  dans  le  n"  9* ;  la  grandeur  du  rayon  R  montre 
que  la  sphere  coupe  le  plan  osculateur  suivant  un  cercle  de 
rayon  p,  qui  est  le  cercle  de  courbure.  Conformement  a  une  pro- 
position  generale  etablie  au  n°  IS*,  la  sphere  osculatrice  passe 
par  le  point  M  et  par  trois  points  infiniment  voisins  Mi,  M2,  M3; 
son  centre  est  ä  l'intersection  des  trois  plans  perpendiculaires  sur 
les  milieux  de  MMi,  de  M1M2,  de  M2M3;  on  peut  le  regarder 
comme  le  point  de  concours  du  plan  normal  en  M  et  de  dcux 
plans  normaux  infiniment  voisins. 


APPLICATIONS    A   L  HELICE. 

17*.  Si,  dans  les  formules  du  n°  298,  nous  remplagons  m  par 
langi,  nous  pourrons  prendre  les  coordonn6es  d'un  point  de  l'he- 
lice  sous  la  forme  suivante 

X  =  R  cos  t,       j  =  R  sin  /,        z  =  Rt  tangi ; 

OD  en  d^duit 

aS  =    ;; 

COSi 

cos  a  =  — cos  «sin?,        cos  ß  =  cos  j  cos/,        cosy  =  sint; 

i  est  l'angle  constant  que  la  tangente  fait  avec  le  plan  de  la  sec- 
tion  droite  du  cylindre. 
Le  premier  groupe  des  formules  de  Serret  nous  donne 

cos/  cos^icost  crtsm  _       cos* i sin/  cos«  _ 

~y^       R     '      ~j~^       R     '      "T"""" 

OD  en  deduit  un  rösultat  dejä  obtenu  (303) 
R 


cos^  i ' 


cosl  =  —  cos/,        cosm  =  —  sin/,        cos« 


La  forme  bien  connue  de  l'helice  montre  que  si,  a  partir  d'un 
de  ses  points  M,  on  chemine  dans  le  sens  oü  s  croit,  on  est,  par 
rapport  au  plan  osculateur  en  M,  du  möme  cöte  que  la  portion  de 
binormale  definie  au  n°  2*;  il  faut  donc,  dans  les  formules  de 
Serret,  prendre  les  signes  superieurs ;  le  troisieme  groupe  de  ces 
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formales  nous  donne,  en  divisant  par  dt, 

R    /      cos^/sin^  cosX\ 

cos i  ,            K  r     ) 

R    /  cos*  i  cos  t  cos  u.  \ 

—  COS^  -      -  .     5 ^     , 

cosi  \        R  r     J 

sin/cos^t       cosv 

on  en  conclut  imtnediatement 

R 
r  = 


sin«  cos« 
cos X  =  sin j  sin?,        cosij.  —  —  sin«  cos?,        cosv  =  cos e, 

resuUals  trouv^s  directement,  mais  moins  simplement,  au  n°  304 

dp 
Comme  -.-  esl  nul,  le  centre  de  la  sphere  osculatrice  coincide 

ds  '■ 

avec  le  cenlre  de  courbure;  ses  coordonnees  sont 

«  =  — R  tang^icos/,        ^  =  —  R  tang^jsin?,        c  =  R?tang£; 

son  lieu  est  une  helice,  parfaitement  reciproque  de  l'tielice  donn^e; 

la  surface  polaire  est  un  helicoide  developpable. 

Enfin,  les  formules  du  n°  11*  donnent  pour  les  coordonnees 

d'un  point  quelconque  d'une  des  developpdes,  en  supposant  t  =  o 

pour  le  point  Mo, 

>  ^         „ .  R  sin  i  .  ,^  .    . 

^  =  —  R  langet  cos?  -;-  — :7^  sin?  tang(0  —  ?sini), 

_         „ .   .           R  sini  ,1. 

Ti  =  —  R  langte  sin? -r  cos?  tang(ö  —  ?sinO, 

*  °  COS^i  ^^  ^' 

C  =      R?  tangt"         -1 :  tang(ö  —  ?sini). 


CONTACT   DE   DEUX   LIGNES. 

18*.  Soit  M  un  point  commun  ä  deux  lignes  donnees;  si  Ton 
prond  sur  ces  deux  lignes  deux  arcs  ÄEVi',  MM"  infiniment  petits 
du  Premier  ordre,  on  verra,  comme  au  n°  13*,  que  le  Seg- 
ment M'M"  est  d'un  ordre  infinitesimal  determine,  n,  pourvu  que 
sa  direction  fasse  un  angle  fini  avec  chacune  des  tangentes  en  M; 
quand  n  >  i,  les  courbes  oat  en  M  un  contacl  d'ordre  «  —  i.  Les 
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conditions  analytiques  de  ce  contact  consistent  en  ce  que  les  coor- 
donnees  du  point  M',  Substitutes  dans  les  deux  equations  de  la 
seconde  courbe,  rendent  leurs  premiers  membres  inüniment  petits 
de  l'ordre  n]  on  peut  aussi  cxprimer  que  les  projections  des  deux 
lignes  sur  deux  plans  differents  ont  un  contact  de  l'ordre  n  —  i; 
l'une  ou  l'autre  melhode  donne  in  equations  de  condition. 

Quand  les  equations  d'une  ligne  dependent  de  in  ou  de  2«  -r-  i 
arbitraires,  on  peut  faire  en  sorte  que  cette  ligne  ait  un  contact 
d'ordre  n  —  i  avec  une  courbe  donnee  en  un  point  donne;  la  ligne 
devient  alors  osculatrice  a  la  courbe  donnee.  Une  droite,  dont 
les  equations  contiennent  qualre  parametres,  ne  peut,  en  genöral 
avoir  avec  une  courbe  donnee  qu'un  contact  du  premier  ordre; 
un  cercle,  dont  les  equations  renferment  six  indeterminöes,  aura 
un  contact  du  second  ordre  quand  il  sera  osculateur.  Une  helice 
peut  avoir  en  un  point  donne  d'une  courbe  gauche  un  contact 
du  deuxieme  ordre  avec  cette  courbe;  ses  equations  dependent, 
en  etfet,  de  sept  parametres  :  qualre  servent  ä  döterminer  la  Po- 
sition de  Taxe  du  cylindre;  le  cinquieme  est  le  rayon  de  la  base; 
un  autre  fixe  la  posilion  d'un  point  de  l'helice  sur  la  surtace  du 
cylindre;  le  septieme  est  l'angle  des  tangentes  avec  les  genc- 
ratriccs. 


Stirm.   —  ^n.,  I.  34* 
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INTEGRATION   DE   QUELQUES    DIFFERENTIELLES   ALGEBRIQUES. 

DifiFärentielles  qui  döpendent  des  courbes  unicursales.  —  Diffärentielles 
qui  contiennent  la  racine  carree  d'un  polynöme  du  troisieme  ou  du  qua- 
trifeme  degrö.  —  Int(^grales  et  fonctions  elliptiques. 


DIFFERENTIELLES   QUI    DEPENDENT   DES   COURBES   UNICURSALES. 

19*.  Les  diflferenlielles  algebriques  qu'on  a  le  plus  souvent  ä 
considerer  dans  le  Calcul  integral  sont  comprises  dans  la  for- 
mule  f(x,j)djc,  f  designant  une  fonclion  rationnelle  des  va- 
riables X  el  j  qui  sont  liees  par  une  equation  algebrique  et  entiere 
^i^)j)—  o;  X  el  j  peuvent  elre  regardes  comme  les  coordon- 
nees  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  algebrique.  On  est  lom 
de  savoir  integrer,  d'une  maniere  generale,  la  differentielle  consi- 
d6ree;  mais  l'ialegration  est  tres  simple  dans  un  cas  qui  presente 
d'ailleurs  beaucoup  d'inleret,  celui  oü  j:  et  j  peuvent  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  d'une  variable  t, 

(0  -^^^{n-.     j  =  ?i(0; 

on  a,  par  une  simple  Substitution, 

r  f{x,j)  dx  =  J^f[o{t ),  Oiit  )]  o'(t)  dt, 

et  i!  n'y  a  plus  qu'ä  integrer  une  fonction  rationnelle  de  t. 

20*.  Les  courbes  dont  les  points  peuvent  se  determiner  indivi- 
duellement,  comme  dit  Chasles,  ä  l'aide  des  equalions  (i),  ont  ele 
nommees  par  ]\I.  Cayley  courbes  unicursales .  Nous  devons  cher- 
clier  les  caracteres  geomeiriques  qui  correspondent  a  ia  defmition 
analytique  si  simple  au  point  de  vue  du  Calcul  integral.  On  peut 

( ' )  Cette  Legon  ferait  naturellement  suite  ä  la  vingt-neuvieme  du  texte. 
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lonjours  supposer  que  les  fraclions  cp  et  cpi  aient  le  memo  deno- 
minaleur, 

U)  .  =  ,(„=  *{f>,       r  =  T.(0=^. 

et  que  les  polynömes  '\'{t)-,  "l^iCO»  ''^(0  soient  premiers  entre 
eux;  on  peut  meme  les  considcrer  comme  ötant  du  mßme  degre  in. 
les  termes  manquant  dans  quelques-uns  etant  censcs  avoir  des 
coefficienls  nuls. 

Je  dis  d'abord  que  la  courbe  consideree  est  du  dcgrc  m.  Cher- 
chons,  en  effet,  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite  quel- 
conque  :  si,  dans  l'equation  ux  -\-  vf  -\-  »'  =  o,  qui  reprcsente 
Celle  droite,  je  mets  pour  x  et  j  leurs  valeurs  (2),  je  vois  que  t 
doit  satisfaire  ä  l'equation 

n^{t)-+-  i><\ii(()-+-  M'7r(/)=  o; 

il  y  a  /n  racines  ä  chacune  desquelles  correspond  un  point  d'in- 
tersection. 

Je  dis,  en  second  Heu,  que  la  courbe  consideree  Um  a  des  points 
doubles,  propriete  qui  n'appartient  pas  ä  une  courbe  quelconque, 
et  que  le  nombre  de  ces  points  est 

[X  =  -( rn  —  i){rfi  —  2  ). 

Supposons  que,  pour  deux  valeurs  t'  et  t"  de  t,  on  trouve  pour  x 
et  j  les  mßmes  systemes  de  valeurs  :  quand  t  variera  de  t'  ä  t",  la 
courbe  reviendra  ä  son  point  de  depart  qui  sera  un  point  double. 
Cherchons  donc  le  nombre  des  couples  t',  t"  qui  satisfont  ä  celtc 
condition.  en  supposant,  pour  simplißer,  que  7r(?)  seit  reellement 
du  degre  m,  et  sans  facteurs  multiples.  On  a  des  identites  de  la 
forme 

les  equations  (s{t')=  0(1"),  oi(t')  =  <fi{t")  reviennent  aux  sui- 
vaates  . 

^t'-t")y-, ^. .=0. 

Sturm.  —  An.,  I.  ^3 
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On  rejeUera  la  Solution  /' —  /"=  o  et  l'on  posera 

/' -f- 1"  =  p.        t' t"  =^  q: 
nous  aurons  alors  entre  p  Gi  q  les  deux  equations 
V^  A  V^  A, 


.^  a^  —  pa  -h  q  Jm^  a^  —  pa—  q 

Quand  on  aura  chasse  les  denominateurs,  ces  deux  equations 
seront  du  degre  m  —  i  par  rapport  ä  /?  et  ^;  elles  admeltronl 
{m  —  if  Solutions;  mais  il  est  facile  de  voir  que  plusieurs  d'entrt; 
elles  ne  donneront  pas  de  points  doubles.  En  effet,  les  deux  Equa- 
tions rendues  enlieres  sont  satisfaites  si  l'on  a 

(3)  a-  —  pa-^q  —  o,         b^  ~  pb -^- q  —  o; 

d'oü 

p  =  a-\-b,         q  =  ab.         t' =  a,         t"  ~  b\ 

pour  ces  deux  valeurs  de  t.  x  etr  sont  infinis  sans  que  rien  n'in- 
dique  l'existence  d'un  point  double,  meme  ä  l'infini.  Le  nombre 
de  manieres  dont  on  peut  choisir  les  deux  trinömes  (3)  que  j'ai 

supposes  nuls  est  -  m{m—  i):  le  nombre  des  Solutions  ä  chacune 

desquelles  correspond  un  couple  t\  t"  donnant  un  point  double 
se  reduit  donc  ä 

im  —  i)2 m(m  —  i)=  -im  —  \)(  m  —  i)  =  ,a. 

On  demontre  en  Geometrie  qu'une  courbe  de  degre  m  ne  peut 
avoir  plus  de  [jl  points  doubles  sans  se  decomposer  en  lignes  de 
moindre  degre ;  on  montre  aussi  qu'un  point  multiple  d'ordre  n 

joue  ici  le  mßme  röle  que  -  n{n  —  i)  points  doubles,  mais  nous 

nous  bornerons  au  cas  le  plus  ordinaire  oü  11  n'y  a  que  des  points 
doubles. 

21*.  Pour  qu'une  courbe  U„j  de  degre  m  soil  unicursale,  il  faul 
qu'elle  ait  }x  points  doubles;  nous  allons  voir  que  cela  suffit. 
Cherchons  ä  determiner  une  courbe  Um-2  de  degre  m  —  2  qui 
passe  par  les  \i  points  doubles  de  Um  et.  en  outre,  par  ot  —  3  points 
simples  donnes  sur  la  möme  courbe.  L'equation  de  la  ligne  de- 
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mandce  conticnt  -m{m  —  i)  coefficicnts;  inais,  comme  Tun  d'eux 

peut  etre  pris  egal  ä  l'unite,  il  y  a  -  m{/n  —  i)—i  parameLres 

arbitraires;  ecrivons  que  l'equationestsatisfaile  par  les  coordon- 
r.ees  des  , 

-  {m  —  i)  (,'«  —  2)  -H  m  —  3  =  -  m(m  —  i) —  2 

points  imposes  ä  U^-^;  nous  aurons  autanl  d'equalions  lineaires 
qu'il  y  a  de  paratnetres  a  delerminer,  moius  un;  tous  ces  para- 
melres  pourront  s'exprimer  liiieairemenl  en  fonction  de  Tun  d'eux, 
que  j'appelle  t,  et  l'equation  de  Um-2  sera  de  la  forme 

(4)  Gix,j)^tGi{x,x)  =  o, 

oh  tous  les  coefficients  sont  conaus,  sauf  t. 

Cherchons  maintenant  les  abscisses  des  points  d'intersectiou 
de  Um  et  U,„-2 :  si  on  climine  j  entre  les  equations  de  ces  courbes, 
on  aura  une  equation  H(x)=  o  de  degre  /n(w  —  a),  et  dont  les 
coefficients  contieanent  f  ä  la  puissance  m.  Mais  l'equation  H(.r)=  o 
doit  admettre  comme  racines  doubles  les  abscisses  «i,  «0.  ...,  a^ 
des  points  doubles  et  comme  racines  simples  m  —  3  quantitos 
connues,  aj,  a2,  . . .,  a„j_3;  le  nombre  des  racines  qiii  dependcnt 
de  t  est  donc 

/?i(in  —  2)  —  (m  —  i)('«  —  2)  —  {in  —  3;  =  i, 

et  le  polynöme  H  sera  de  la  forme 

H(x):^(.r  — «1)2.  .  .(x— «fj.)2(j;  — a,).  .  .(.r  — a„,_3)[.r7r(ö  —  «VW]; 

donc,  ä  chaque  valeur  de  t  correspond  un  seul  point  de  \],n,  dont 

l'abscisse  est  de  la  forme  .r  =  -^ — 

On  trouverait  de  memo,  en  eiiminant  x  entre  les  equations  de  U», 
et  de  Üto-2,  qua  la  meme  valeur  de  c  correspond  un  seul  point 

sur  U,,,,  ayant  pour  ordonnee  -"-i^  •  Les  polynomes  •7t(^)  et  tti  (^), 

de  degre  m.  ne  peuvent  ötre  dil'ferents;  car  alors,  en  reduisaiit  .r 
et  j  au  möme  denominateur,  on  serait  conduit  (21*)  ä  trouver 
que  lo  lieu  du  point  (.r,  j)  est  de  degre  superieur  ä  m. 

11  ne  sera  pas  necessaire  de  former  completement  l'equation 
n(.r)—  o:  il  suffit  de  connaitre  la  somme  de  ses  racines,  fournie 
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Sans  Irop  de  pcine  par  une  mclhode  d'elimination  (lue  k  Liouville, 
et  d'en  retrancher  2(ü!i-j-.  .  .-i-  «[x)-+-  ai-i-. .  .-t-  a,„_3  pour  avoir 

la  derniere  racine  -^,     •  On  fera  une  remarque  analo^ue  relative- 

Tz(t) 

ment  ä  j. 

22*.  On  peut  aussi,  comme  l'a  fait  d'abord  M.  Clebsch,  deter- 
miner  individuellement  les  points  de  U,»  ä  l'aide  de  courbes  U^-i 
de  degre  m  —  i,  qu'on  assujettirait  ä  passer  par  les  [j.  points  dou- 
blcs  et  par  2ot  —  3  points  simples  de  Um-  On  verra,  en  raison- 
nant  comme  ci-dessus,  que  l'equation  de  \Jm-i  est  de  la  forme  (4); 
l'equation  aux  abscisses  des  points  communs  ä  U^  et  ä  \Jm-i 
aura 

m(m  —  i)  —  (m  —  i)(m  —  i)  —  (2/n —  3)=i 

racine  dependant  de  t,  et  l'on  sera  conduit  ä  des  consequences 
analogues  ä  celles  que  j'ai  exposees.  Mais,  en  general,  une  equa- 
tion  de  degre  m  —  1  doit  donner  Heu  ä  des  calculs  plus  longs 
qu'une  equation  de  degre  m  —  2. 
On  ne  pourrait  pas  employer  des  courbes  de  degre  inferieur  a 


23*.  Pour  les  coniques,  {x  est  nul;  une  conique  quelconque  est 
donc  unicursale;  et,  en  effet,  si,  par  un  de  ces  poinls  x,,  ji,  nous 
menons  une  droite  (U„i-i), 

(0  J—Ji  =  t(^  —  ^i), 

eile  coupe  la  courbe  en  un  seul  point  different  de  (xi,  ji)  et  dont 
les  coordonnees  sont  des  fonctions  rationnelles  de  t.  Considerons 
la  conique  definie  par  requation 

(2)  F(a7,j)=j2  —  <2  —  i,x  —  cx^  =  o; 

en  tenant  compte  de  l'identite 

jl  —  a  —  b  Xi  —  CcTj  =  o, 

on  lire  des  equations  (i)  et  (2) 

!.r,  r-  —  2  >!  /  -t-  cxi  -^  b 
X  =  ■— J 
t-  —  c 
_  — rif--^(o~\-9.r.r^)f — CYx 
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Nous  pouvons  prendre  .ri  =  o,  jj  =  /a;  en  faisant  c  =  dzi,  on 
retrouve  la  transformation  d'un  radical  du  second  degre  indiquee 
aux  n°^  3i6  et  3i8.  Si  l'on  prend  ji  =  o,  xi  sera  l'une  des 
valeiirs  a,  ß  qui  annulent  a  -i-  bx  -\-  ex-;  soit  .rj  =  a;  on  a,  dans 
ce  cas,  b=  —  c(a-i-  ß),  et,  en  faisant  c  =  ±i,  on  retombe  sur 
les  formules  de  transformation  donnees  n"  349. 

Une  courbe  du  troisieme  degre  est  unicursale  quand  eile  a  ua 
point  double;  si  l'on  prend  ce  point  pour  origine  et  si  l'on  posc 
j  =  t X {\J m-2),  on  tire  immcdialement  de  l'equalion  de  U3  des 
valeurs  de  .r  et  j  en  fonclion  ralionnelle  de  /. 

24*.  Une  courbe  du  quatrieme  degrö,  U4,  qui  a  trois  points 
doubles  est  unicursale ;  nous  delerminerons  ses  points  individuelle- 
ment  ä  l'aide  d'une  conique  U2  passant  par  les  trois  [)oints  doubles 
et  par  un  quatrieme  point  qu'il  est  commode  de  snpposcr  infini- 
ment  voisin  d'un  des  poinls  doubles;  c'est  dirc  qu'en  ce  point  U2 
a  möme  tangente  que  l'une  des  branches  de  U4  qui  s'y  croisent. 
Rien  n'est  plus  facile  que  de  former  l'^quation  de  U2  et  Celles  qui 
donnent  les  coordonnees  des  points  communs  ä  U2  et  ä  U4. 

Prenons  pour  ü*  la  lemniscate  de  Bernoulli 

(1)  (.r2  +  j2)2_«2(^2__,.2)^0. 

On  reconnait  aisement,  en  rendant  requation  homogene,  que  la 
courbe  a  pour  poinls  doubles,  non  seulement  Torigine,  mais  en- 
core  deux  points  situes  ä  l'infini  sur  les  droites  definies  par  les 
6quations  j-  =  ±x\/ — i.  Les  coniques  U2  passant  par  ces  trois 
points  et  touchant  ä  l'origine,  comme  le  fait  U4,  la  droite 

J  —  JC  =  o, 

sont  donnees  par  l'cquation 

(■2)  x^--\-j-^—ta{j  —  x)=o. 

II  s'agit  de  resoudre  les  equations  (i)et(2) :  si  l'on  porte  dans 
la  premiere  la  valeur  de  x^-^r^  tiree  de  la  seconde  et  si  l'on  di- 
vise  par  a-(j  —  x)   il  reste 

(x—j)r'  —  {x-hf)=o: 

celte  equation,  combinee  avec  l'cquation  (2),  donne  immediate- 
ment 

X  ^  at 1         y  ^=^  at • 
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DIFFERENTIELLES   QU    HENFERMENT   LA   RACINE   CARREE   d'u.N 
POLYNOME    DU    TROISIliME    OV    DU    QUATIUlhlE    ORDRE. 

23*.  II  y  a  une  classe  de  difTcrentielles  algebriques/(\r,  j)dj: 
qui,  au  point  de  vue  de  l'Analyse,  jouent  un  röle  plus  important 
(]uo  lorsque  xeij  sont  les  coordonnees  d'un  point  d'une  courbe 
unicursale;  ce  sont  Celles  dans  lesquelles  j  represente  la  racine 
carree  d'un  polynöme  X,  qui  conlient  .r  ä  un  degrö  supörieur  au 
second.  L'integration  de  la  difTerentielle  proposee  ne  peut  plus  so 
faire,  en  general,  au  moyen  des  fonctions  algöbriques,  logaritli- 
miques  ou  circulaires,  mais  eile  introduit  dans  l'Analyse  des  fonc- 
tions nouvelles  qu'on  appelle  lnte'<^rak's  elliptiques  ou  hjperellip- 
tiques,  suivant  quo  le  degre  de  X  est  ou  n'esl  pas  inferieur  ä  5. 
Nous  nous  bornerons  aux  integrales  elliptiques,  en  nous  proposant 
de  trouver  le  nombre  des  transcendanles  distinctes  aiusi  intro- 
duites  en  Analyse,  et  de  meltre  sous  les  formes  les  plus  simples 
les  diflerentielles  qui  leur  donnent  naissance. 

La  fraction  rationnelle/(a-,  \/\)  est  necessairement  de  la  forme 

■^'  M,-N,,X 

M,  N,  Ml,  Ni  etant  des  polynömes;  si  l'on  multiplie  haut  et  bas 
par  Ml  —  Ni  v/X,  on  peut  ecrire 

/•(^,V/X    =P-P,/X==P-^^^=P-f--^, 

v/X  y/X 

P  et  Q  etant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  La  difTerentielle  pro- 
posee se  compose  de  deux  parties,  l'une  rationnelle  Pt/jrque  nous 

,,  0  dx  ,    , 

savons  mtegrer,  et  1  autre  ?  que  nous  aurons  seule  a  consi- 

v/x 

dörer. 

26*.  On  peut  toujours  par  une  transformalion  reelle,  ä  condi- 
lion  que  les  coefficients  de  X  soient  eux-mömes  reels,  ramener  la 

difTerentielle  ~ — r  ä  une  autre  de  möme  forme,  mais  dans  laquelle 

vx 

la  quantite  soumise  au  radical  est  un  trinome  bicarre.  Supposons 
d'abord  que  X  soit  du  quatrieme  degrö 

X  =  A^*-^  B.r3-^  G  j:2-f- Dx  4- E; 
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nous  excluons  le  cas  oü  il  y  aurait  des  facteurs  multiples  piiis- 
qu'on  n'aurait  plus  en  realite  qu'un  radical  du  second  degrö.  Ou 
sait  que  X,  ayant  sos  coefficienls  reels,  est  toujours  decomposable, 
au  moins  d'une  maniere,  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  second 
dcgre  ü  coefficients  reels  : 

X  =  A(x^-h  2ga-  -~-  /i){x^-h  lg' X  -+-  h!). 

On  pose 

^       ^^'^^ 
X  =  —■, 

X  et  [X  ^tant  deux  constantes  indeterminöes;  la  transformatiou 
s'opere  sans  difficulte  et  donne 

dx  ([ji  —  X)rfz  ([ji  —  X)dz 

y/X        \\^^z-  -T-  2G3  -^H  )  (F'Im^VÜ's  h-  HO  \I~L 

on  a  ecrit,  pour  abreger, 

F  =  A([x2  -f-2g-|j.--/0,  F'  =  fx2  -4- ag'V -,- Ä', 

G  =  A[).|Ji-i-g'(X  —  [jij-f-Ä],        G' =  )>fJL    -o^'(X -4- [JL) -+-//', 

H=:A(X2  ^-2o-X  — /n;  H' =  X«  -^  2g-'X -f- Ä'. 

Pour  que  Z  soit  bicarre,  il  suffit  que  G  et  G'  s'annulent;  de  ces 
deux  conditions  on  lire,  en  supposanl  g<^g', 

X  et  jJL  sont  racines  d'une  equation  du  second  degre  qu'on  peut 
former,  et  elles  seront  reelles  si  la  quantite 

^=ih-h'r--/i{g'-g){gh'-/,g') 

est  positive.  On  peut  öcrire,  en  appelaat  a,  ß,  a',  ß'  les  racines 
de  l'equation  X  =  o  rangees  dans  un  ordre  convenable, 

2g.  =  _(a+ß;,         /,=aß,         2g^'^_(a'+ß'),         //=a'ß'; 

on  aura  alors 

A  =  (aß  — a'ß')2  — (a  +  ß  — a'— ß')[aß(a'+ß')  — a'ß'(a-t-ß)]. 

Si  Ton  calcule  les  coefficients  de  a^  et  de  a,  et  le  terme  inde- 
pendant  de  a,  on  s'apergoit  qu'ils  ont  un  facteur  commun,  et  l'on 
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peul  ecrire 

A  =  [a2  — (a'-+-  ß')aH-a'ß'][ß2_ra'-i-ß')ß-+-a'ß'] 
=  (a-a')(a-ß')(ß-a')(ß-ß'). 

Quand  l'equation  X  =  o  a  deux  ou  quatre  racines  imaginaires, 
il  n'y  a  qu'un  mode  de  decomposition  en  facteurs  reels;  un  des 
groupes  a,  ß,  a',  ß'  ou  tous  les  deux  sont  formes  d'imaginaircs 
conjuguees  et  A  est  evidemmenl  positif.  Quand  les  quatre  racines 
sont  reelles,  X  peut  se  decomposer  de  trois  manieres  en  facteurs 
reels  du  sccond  degre;  pour  que  A  soit  positif,  il  faut  quil  n'y  ait 
pas  une,  et  une  seule,  des  quanlites  a',  ß'  comprise  entre  a  et  ß 
comme  cela  arrive  pour  Tun  des  modes  de  decomposition;  il  faut 
alors  faire  un  choix  entre  les  trois  systenies  de  valeurs  reelles 
de  g,  /i,  g\  h'\  raais  dans  tous  les  cas  il  y  aura  des  valeurs  reelles 
de  X  et  [x  satisfaisant  aux  conditions  que  nous  avons  posees; 
pour  les  connaitrc  explicitement,  il  faudra  toujours  resoudre  une 
equation  du  troisieme  degre. 

Nous  avons  suppose  g  et  g'  differents;  s'ils  sont  egaux,  il  sufQt 
de  remplacer  x  par  z  —  g  pour  avoir  un  r^sultat  de  la  forme 
chercliee,  soit 

clx  dz 


Quand  X  se  reduit  ä  un  polynöme  du  troisieme  degre,  on  peut 

toujours  le  decomposer  en  un  produit  de  facteurs  reels  de  la 

forme 

X  =  B(x —  a){x--+-  agx  -h  h)\ 

le  changement  de  variable  que  nous  avons  fait  dans  le  cas  du 
quatrieme  degre  reussirait  encore;  mais  il  est  plus  simple  de 
poser  j:  =  a  -I-  s2  j  \\  yient  alors 

dx  idz 


/X        v/ß[(2^-i-a)2-i-2g^(32-i- a,) -+-//] 

27*.  Dans  le  cas  le  plus  general  que  nous  ayons  eu  en  vue, 
nous  sommes  ramenes  ä  une  differentielle  qu'on  peut  metlre  sous 
la  forme 

Rs^S     dz^ 

oü  leS  polynomes  R,  S,  Ri,  Si  et  Z  ne  renferment  que  des  puis- 
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sances  paires  de  z.  Si  l'on  multiplie  haut  el  bas  par  Ri—  Sjs,  la 
dififerentielle  prend  la  forme 


,  „s  dz 


CS  et  Ol  designant  des  fonctions  rationnelles  de  z«.  n  suffit  de 
poser  22=  /  pour  ramener  la  seconde  partie  ä  ne  contenir  d'autre 
irrationnelle  que  la  racine  carree  d'un  trinome  du  second  degre 
ea  ^  et  nous  n'avons  qu'i  nous  occuper  de  la  premiere  partie. 
On  peut  supposer  qu'on  ait  fait  sortir  du  radical  la  valeur  absolue 
du  terme  conslant  de  chacun  des  deus  facteurs  dans  lesquels  on 
a  decompose  Z  et  ne  considerer  que  la  difförentielle 


OÜ  Z  =  (wz2±i)(m'i;2rh[). 


dz 

7i 


'  28*.  Nous  allons,  par  un  dernicr  changcment  de  variable, 
reduire  ä  un  seul  les  divers  cas  que  presenle  cette  differentielle 
suivant  les  signes  des  quatre  termes  qui  figurent  dans  l'expres- 
siott  precedenle  de  Z.  Par  une  analyse  bien  simple,  on  reconnait 
que  Z  ne  peut  avoir  que  l'une  des  six  formes  suivantes,  oü  les 
signes  sont  en  evidence  : 


1° 
3» 

4" 

5° 
6° 


—  «232)  (1  —  ^,2  22)^ 

-a^z^){b'-z^-i\ 

-«232)(t232-l), 
-a222)(_i_^232-., 
-^«2-2)(i  +  /;2-2), 
-^  «2  22)(_j_^232). 


Dans  le  premier  cas,  on  peut,  en  rangeant  convenablcmcnt  les 
facteurs,  faire  en  sorte  que  a  seit  >  6;  on  pose 


/; 


/-:; 


aiors  —-  se  transforme  en  -^  -  en  designant  dorenavant  par  X 
vZ  ^^ 
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le  trinöme 

(i)  X  =  (i  —  x^)(i  —  k^xi): 

nous  supposerons  toujours  k  posilif  et  inferieur  ä  l'unit^. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  faire  en  sorte  que  a  soit  <  b;  nous 
poserons  alors 

dans  ce  cas  et  dans  les  trois  suivants,  la  transformation  est  teile 
que,  lorsque  x^  varie  de  o  ä  i,  z^  prenne  toutes  les  valeurs  qu 
rendent  Z  >  o.  Ici  nous  aurons 

,  k^xdx  „  „      ... 

dz  = ,  I  —  a-z^=k^x^, 

a  ^ i  —  k-x^ 


a^ 


-—  sc  transforme  en  —  7  — ->  X  etant  toujours  le  trinöme  (i) 

v/z  ^  v/x 

oü  A"  <  I . 
Dans  le  troisieme  cas,  nous  poserons 

I  — X*  ,.  b^ 


" 

-      a^     ' 

"  ~  a^^b^' 

et  nous  aurons 

dz=- 

X  dx 

1  —  a^z^  —  x^, 

a^i  —  x^ 

i-[-b^z^  = 

,,1-k^X^ 

a^k^ 

dz            k   dx 
v/Z          ^  V  X 

Dans  le  quatrieme 

cas,  nous  pos 

erons 

-9 

I 

/-'           ^' 

a*  (^  I  —  X-)' 

''        a^-b-^' 

et  nous  aurons 

d-               ^ 

dx 

dz        k    dx 

«(I- 

1' 

v/Z     ^  v/x 

Dans  le  cinquieme  cas,  nous  ferons  en  sorte  que  a  soit  >  b,  et 
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nous  aurons 

Enfin,  le  sixieme  cas,  oü  y/Z  est  toujours  imaginaire,  sc  ramene 
au  cinquieme  en  faisant  sorlir  —  i  du  radical. 

Quant  ä  0(32),  eile  sc  transformera  toujours  en  une  fraction 
rationnellc  i{x^)  qui  pourra  se  dccomposer  en  elements  simples 
de  la  forme 

.x^^)  =  VAx2p-2rrTT^r:^' 

p  et  q  sont  des  entiers  dont  le  premier  pcut  6tre  negatif.  Nous 
sommes  donc  ramenes,  ea  definitive,  ä  deux  especes  d'integrales, 


savoir 


/x^p  d.r  XT  —   r  ^'^ 


nous  allons  voir  quo  toutes  ces  integrales  peuveat  s'exprimer  au 
moyen  de  trois  d'enlre  elles  et  de  ionctions  el6menlaires. 

29*.  En  developpant  l'expression  de  X,  on  trouve 

et  l'on  en  deduit  l'identite  suivante  : 

d.x\>-\  -v  r^  [XXH--1  \/X  dx  H-  xV- --^- 

v/x 

Faisons  ix=:p-3  et  prenons  les  integrales  des  deux  membres, 
sansmettreenevidence  de  constanles  arbitraires,  puisque  chaque 
integrale  en  comporte  une  :  il  vient 

_  (2p  _  2)  (i  -^  /c2)Üp-i-^  (2p  -  i)k^\^p- 
Cette  formule  permet  d'exprimer  au  moyen  de  üo,  U,  et  de  fonc- 
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(1) 


tions  algebriques  l'integrale  U2,  puis  U3,  Ü4.   ...  et  aussi  U_i, 
U-2,  etc. 

Pour  obtcnir  une  reduction  analogue  des  iatögrales  V^,   nous 
parlirons  de  l'identile  suivante,  qui  se  verifie  sans  difücultö  : 


[9.7  — (27—  i)(r -1-/7x2  )]X  -+-  [2k^x''  —  (i-i-k^)x^](i-hn.r^) 
(H-rtx2)7+>  y/X 

On  a  aussi  les  identiles 
«2[2A-2.r'>  —  (1  -T-  /i2)j:2] 

=  2/:2(l  -T-  «  j:2  )2  _  (/i  _,_  ,1^2  +    -j  /,-2)  (i  ^  „  j^2)  -+-«-(-  ,2/c2  H-  2/£2. 

Si  Ton  multiplie  par  /i2  tous  les  termes  de  Tegalilö  (1),  on 
pourra  Iransformer  le  numerateur  du  second  membre  au  moyen 
des  deux  dernieres  identiles;  on  ordonnera  le  second  membre 
par  rapport  ä  i  -r-  nx^  et,  en  integrant,  on  trouvera  sans  peine 

I'    27(/Z  —  1)  («  -H  /c2)Vy4-i 
—  (27  —  i)  [/i(n  -+-2^  -i-{2n  -\-  3)A-2]V^ 

V'/       1  -^(27  — 2)[/Z-i-(«-^3)A-2]Vy_i 

«2.rv/X 


-(27-3)A-2Vy-2 


{i-h  nj:^)l 


Cette  relation  subsiste  quand  möme  un  ou  plusieurs  des  indices 
des  V  seraient  negalifs.  Supposons  d'abord  n  different  de  —  i  et 
de  —  k-:  en  faisant  7  =  1,  la  relation  (2)  permet  d'exprimer  V2 
au  moyen  d'un  terme  algebrique,  de  Vi,  Vo  et  V-i;  mais  Vo  n'est 
autre  que  Uo,  et  V_i  que  Uo-f-«Ui.  En  donnant  ensuiie  ä  7  les 
valeurs  2,  3,  4,  •••,  on  pourra  exprimer  V3,  V4,  ...  au  moyen 
de  Vi,  de  Üq,  de  Ui  et  de  termes  algebriques. 

Quand  n  est  egal  ä  — i  ou  ä  — /i2,  le  premier  terme  disparail 
de  la  relation  (2),  et  celle-ci  montre  qu'on  peut,  dans  ce  cas, 
exprimer  Vi,  V2,  V3.  ...  au  moyen  de  Uo,  Ui  et  de  termes  alge- 
briques. 
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INTEGRALES   ET   FONCTIOKS   ELLIPTIQUES. 

30*.  En  resume,  les  Iranscendanles  dislinctes  introduites  par 
l'integration  de  la  differentielle/(:r,  /X)  dx  se  röduisent  ä  trois, 
Uo,  Ui  et  Vi-  Nous  prendrons,  comme  on  fait  habituellement,  les 
integrales  ä  partir  Aa  x  =  o,  et  nous  poserons 


^  ^   /-^ dx 

_   r"" .r2  dx 


=r — 


^2) 

^dx 

dx 


x2)v/(i  — ^-)(i  — A-2,r2)' 


ces  integrales  sont  connues  sous  les  noms  d' integrales  clliptique.i 
de  premiere,  deuxieine  et  troisierne  espece ;  la  conslanlc  k  est  le 
module,  n  le  paramctre  dc  l'inlegrale  de  troisierne  espece.  Le 
nom  ^integrales  elliptiques  vient  de  ce  que,  dans  une  ellipse  oü 
le  demi  grand  axe  est  egal  ä  l'unite  et  rexcentricite  ä  k,  un  arc 
compto  ä  partir  du  sommet  du  petit  axe  a  pour  longueur 

Je  /T-  -  li-x^ 

0  V      I  — -^^ 

Legendre  avait  mßme  donne  ä  cette  fonction  s  le  nom  6! integrale 
de  seconde  espece. 

Si  l'on  pose  x  =  sincp,  les  integrales  elliptiques  prennent  des 
forraes  remarquables  : 

r'P  do 

u  =  I  -'— 

Jo     /i  -  /'•'  si 


Jr^      s'm^odo 
^     v/i-^^sin^ 

•^0 


sin2(p 
sin^co  do 

d(D 


(i  -h  n  sin^cp)  y/i  — /c2  sin^^ 
Les  integrales  elliptiques  ne  peuvent,  en  general,  se  reduire 
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les  uncs  aux  autrcs;  il  y  a  toutcfois  une  exception  indiqußc  h  la 
fin  du  n°  29*  :  dans  l'equalion  (3)  de  ce  numero,  faisons  7  =  1, 
et  tour  ä  tour  «  =  —  i  ou  «  =  —  k^;  enßn,  prenons  les  inte- 
grales V  a  partir  de  jc  =  o  :  nous  trouverons  que,  lorsque  son 
parametre  est  egal  ä  —  i  ou  ä  — /r*,  l'integrale  de  Iroisieme 
espece  est  reduclible  aux  deux  autres,  et  l'oa  a  pour  ces  cas 
particuliers 


d.r 


V/Cl  — .r2)»(l  —  /|2^2) 


V'(i  — ^*)(i  — /.•2.r2)3 

u  —  k^ui       /.2      rr 


CCS  formules  peuvent  se  verifier  au  moyen  d'une  differentiation. 

31*.  Quand  le  module  devicnt  ei:al  ä  zero  ou  ä  l'unitc,  y^X  se 
reduit  ä  y/i  —  .v'^  ou  k  i  —  x^,  et  les  integrales  elliptiques  so 
reduisent  ä  des  fonctions  algebriques,  logarithrniques  et  circu- 
laires  que  nous  calculerions  sans  peine.  Nous  ferons  seulement, 
sur  un  de  ces  cas  particuliers,  une  Observation  essentielle  qu'on 
peut  generaliser.  Pour  ä  —  i,  u  devient  egal  ä  arc  sin^r;  c'est  une 
fonclion  bien  connue  de  .r;  mais,  ä  son  tour,  x  est  une  foncliou 
de  u,  smu;  or  cette  fonction  joue,  dans  l'Analyse,  un  role  bien 
plus  important  que  la  fonclion  inverse.  La  möme  chose  se  pre- 
sente  dans  le  cas  g^neral  oü  k  n'est  plus  nul  :  x  est  une  fonction 
de  M,  c'est  la  fonction  inverse  de  l'integrale  elliptique,  et  c'est 
eile  qui  joue,  en  Analyse,  le  röle  le  plus  important;  Gudermanii 
a  designe  cette  fonction  par  sa«;  il  a  aussi  pose 

y/i  —  «2=  cn«,        v^i  —  k^u^  —  dn«: 

snw,  cn«,  da«  sont  les  trois  fonctions  elliptiques,  dont  la  theorie 
a  ete  developpee  par  M.  Laurent  dans  l'Appendice  du  second 
Volume. 


APPENDICE  AU  TOME  I. 

EXERCICES  SUR  LE  CALCUL  DIFFfiRENTIEL  (•)• 


QUESTIONS  TIREES  DU  RECUEIL  DE  M.   TISSERÄND. 

1.  Combien  l'equalion 

sin(jr  —  a  I  —  msiH^j:  =  o 
a-l-elle  de  racines  reelles? 

2.  Möme  question  pour  l'öquation 

.   n,         i\ 
—  sin-  (  j: 1 

xe        ^         x  j  —  fn. 

3.  L'equalion  lang 3  ^  z  n'a  pas  de  racines  imaginaires. 

4.  Racines  imaginaires  de  l'equation  tangz  =  kz. 

5.  Trouver  la  derivee  n'^""'  de  e'':  cn  deduire  la  derivcc  «''"""'  de 


<i) 


6.  Trouver  la  derivee  «'"■""  de  e  '"  \  en  deduire  la  derivee  //''""' 
c>(jr2). 

7.  Trouver  la  derivee  «*"*  de  o{e^). 

8.  Trouver  la  derivee  «'""^  de  o(log.r ). 

9.  filudier  les  variations  du  rapport  de  la  somme  des  surfaces 
des  cercles  tangents  aux  trois  cötes  d'un  triangle  ä  la  surface  du 
cercle  circonscrit. 

10.  M6me  question  pour  les  circonferences. 

11.  fitudier  les  variations  de  l'expression 

u  =  I  «cosa  -h  icosß  —  ccosy)^  -+-  (asina  -.-  6sinß  -+-  r  sin^j^ 
a,  ß,  Y  etant  des  angles  variables. 

12.  Lieu  göoraetrique  du  sommet  d'un  angle  constant  cirConsciit 
ä  une  cycloide. 

13.  Lieu  des  centres  des  ellipses  qui  ont  en  un  point  donne  un 
contact  du  troisieme  ordre  avec  une  courbe  donnee. 


(•)  Recueil  complementaire   d'Exercices    sur  le   Calcul  infinitesimal, 
par  M.  TissERAND.  Paris,  Gaulhiei- Villars. 
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ii.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  equilateres  qui  ont  en  un 
point  donne  un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  donnee. 

lo.  Trouver  le  lieu  des  foyers  et  l'enveloppe  des  axes  des  para- 
boles  qui  ont  en  un  point  donne  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  donnee. 

IG.  Trouver  l'equation  de  la  conique  qui  a  en  un  point  donne 
un  contact  du  quatrieme  ordre  avec  une  courbe  donnee. 

17.  Lieu  des  points  de  rebrousscment  des  courbes  du  troisieme 
degrc  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites  donnöes. 

18.  Intersection  de  la  surface 

J-Z^  -T-  z^x^  -i-  x^j-  —  IXJZ  =  o 
et  de  la  sphere 

19.  Trouver  toutes  les  hölices  dans  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure  est  proporlionnel  ä  l'arc  compte  d'un  point  fixe. 

20.  Trajectoires  des  generatrices  rectilignes  d'un  helicoide 
developpable. 


QUESTIOXS   PROPOSEES   AUX   EXAMEXS   DE   LICEXCE. 

1.  fitant  donnee  une  courbe  du  troisieme  ordre  ayant  un  point 
double  0,  trouver  l'enveloppe  des  cordes  D  qui  sont  vues  du  point  0 
sous  un  angle  droit.  Application  aux  courbes  representees  par  les 
equations  (') 

aj^  =  x^,        x^  -r-  y^  =  Zaxj. 

2.  Delerminer  les  points  oü  la  courbe  definie  par  les  equations 

X  =  au  —  b  sin«,        J  =  a  —  b  cos« 

(a  et  ()  etant  des  constantes  et  u  un  parametre  variable)  peut 
avoir  un  contact  du  troisieme  ordre  avec  un  cercle. 

3.  Trouver  une  courbe  plane  teile  que  le  rayon  de  courbure  en 
un  quelconque  de  ses  points  soit  proportionnel  au  cosinus  de 
l'angle  que  la  tangente  fait  avec  Taxe  des  x. 

4.  Trouver  une  courbe  plane  teile  que  les  diagonales  du  qua- 
drilatere  forme  par  les  axes  coordonnes  et  par  la  tangente  et  la 

(')  Dans  ceux  des  enoncüs  oü  figurent  des  coordonnees  rectilignes, 
on  devra  supposer  les  axes  rectangulaires. 
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normale  en  un  quelconquo  de  ses  points  se  coupent  sous  un  angle 
(Jonne. 

5.  En  un  point  quelconque  M  d'unc  parabole  dont  le  sommet 
est  0,  on  eleve  une  droitc  MP  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe 
et  proportionnelle  a  l'aire  comprise  entre  l'arc  OM  et  sa  corde; 
trouver  le  lieu  du  point  P ;  calculer  sa  courbure  et  sa  torsion  en  P, 
ainsi  que  la  longueur  de  l'arc  OP. 

6.  Detenniner  une  courbe  situee  sur  un  cöne  droit  et  teile  que 
toutes  ses  tangentes  coupent  une  circonference  donnee  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  ä  Taxe  du  cöne  et  dontle  centre  coincideavec 
le  sommet.  Reclifier  la  courbe  trouvee ;  calculer  ses  rayons  de 
courbure  et  de  torsion. 

7.  Sur  un  cylindre  de  revolution.  trouver  une  courbe  teile  quo 
la  droite  menee  d'un  quelconque  de  ses  points  M  ä  un  point  fixe 
sur  Taxe  du  cylindre  soit  proportionnelle  au  cosinus  de  l'angle 
qu'elle  fait  avec  la  tangente  en  M.  Rectification  de  la  courbe.  Aire 
ej'lindrique  comprise  entre  deux  gen^ratrices,  unarc  de  la  courbe 
et  une  section  droite  du  cylindre. 

8.  Calculer  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  en  un  point  de 
l'intersection  de  rhelicoide  defini  par  requation 

Y 
z  —  m  arc  tang  — 

X 

et  d'une  surface  gauche  de  revolution  autour  de  Taxe  des  z. 

9.  Calculer  l'aire  comprise  ä  l'interieur  des  boucles  formees  par 
l'une  des  courbes 

n  6tant  un  enlier  donne. 

10.  Aire  Interieure  ä  la  courbe 

x*-x''-y'^-^y'*  =  a>{x^--y'^\ 

11.  Etanl  donnee  la  sphere  x''- -i- y"- -^  z-  ~  a-,  evaluer  la  por- 
tion  de  sa  surface  qui  se  projette  sur  Oxy  ä  l'interieur  de  la  courbe 
qui  a  pour  equation 

r  =  a\/2—  3  tang^O. 

12.  Etant  donnee  la  möme  sphere  et  le  cylindre 

.^2  -;- J/-2  ^  ax  =  o, 

evaluer  les  parties  de  la  surface  et  du  volume  du  cylindre  qui  sont 
comprises  dans  l'interieur  de  la  sphere. 

Sturm.  —  Jn...  I.  36 
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13.  Calculer  la  partie  de  l'aire  d'un  cone  droit  comprise  enlrc  le 
sommel  et  un  plan  donn6 

14.  Le  centre  d'une  sphere  de  rayon  donne  parcourl  une  h(''lice 
tracee  sur  un  cylindre  de  revolution;  Irouver  requation  et  l'aire 
de  rinlersectioii  du  plan  d'une  section  droite  du  cylindre  avec  la 
surface  enveloppe  de  la  sphere. 

15.  Aire  de  la  partie  d'un  paraboloide  elliptique  comprise  ä  l'in- 
terieur  du  lieu  des  points  oü  la  normale  au  paraboloide  fait  un 
angle  donne  avec  son  axe. 

16.  Volume  compris  entre  le  plan  des  .rj,  le  paraboloide  xy  =  az 
et  le  plan  .r  —  j  -t-  2  =  «. 

17.  Soit  AB  un  arc  d'lielice  tracee  sur  un  cylindre  de  revolu- 
tion; ses  tangentes  engendronl  une  portion  de  la  surface  d'un  h^- 
iicoide  developpable  :  calculer  l'aire  de  la  partie  de  cctte  surface 
comprise  entre  l'arc  iUJ,  la  tangente  en  B  et  le  plan  de  la  section 
droite  du  cylindre  men6e  par  le  point  A ;  volume  compris  entre  ce 
plan,  le  cylindre,  rhelicoide  et  le  plan  qui  touche  le  cylindre  au 
point  B. 

18.  Surface  engendree  par  une  droite  AB  qui  rencontre  Taxe 
des  z  sous  un  angle  constant  en  un  point  A  tel  que  OA  soit  pro- 
portionnel  ä  l'angle  diedre  BOAX;  evaluer  l'aire  de  la  surface  si- 
tuee  au-dessus  du  plan  des  xy  et  limitee  par  une  gendratrice; 
volume  compris  entre  les  plans  O.rj,  OAB  et  la  surface. 

19.  Discuter  le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux  droites, 
dont  l'une  tourne  aulour  de  l'origine  avec  une  vitesse  angulaire 
constante,  tandis  que  l'autre,  parallele  ä  laxe  des  x,  est  animeo 
d'un  mouveraent  de  translation  uniforme.  Montrer  que  la  construc- 
tion  exacte  de  la  courbe  resoudrait  le  probleme  de  la  quadrature 
du  cercle. 

20.  Determiner  l'aire  comprise  entre  les  portions  situees  dans 
l'angle  positif  des  coordonnees  ( rectangulaires )  des  quatre  courbes 
que  represente  l'equation 


=  1, 


X2  X2_c2 

quand  on  donne  successivement  ä  X^  les  valeurs  -c^,   -c-^  ^c- 


et^c^ 


21.  Les  rayons  emanes  d'un  point  luiuineux  P,  situe  dans  un 
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plan  donne,  sont  reflechis  par  uiw;  courbe  situee  dans  le  plan ;  me- 
thode  generale  pour  determiner  l'enveloppe  des  raj'ons  reflechis. 
Gas  oü  la  courbe  est  : 

1°  Une  parabole,  le  point  P  etant  sur  Taxe; 
1°  Une  circonference,  le  point  P  4tant  ä  l'infini. 

22.  On  considere  les  sections  failes  dans  une  surface  du  second 
ordre  par  des  plans  m.enes  suivant  une  droite  qui  touche  la  sur- 
face en  M  :  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur  a  la  devcloppee 
d'une  quelconque  de  ces  sections  au  point  qui  est  le  centre  de 
courbure  de  la  section  en  M. 

23.  Determiner  l'aröte  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe 
d'une  sphere  de  rayon  donnö,  qui  se  meut  de  maniere  ä  conserve 
uu  contact  du  secoiid  ordre  avec  une  courbe  donnee. 


Fin    DU    TREMIER    VOLUME. 
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